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Kapitel 1

Hyperflichen in R*H!

Gekriimmte Objekte erscheinen in der Mathematik auf ganz natiirliche Weise.

Beispiele. i) Die Standard-Sphire

n+1

={z=("...,a" " )la* = Zlaf’l2

ii) Das Paraboloid
P={z eR";a"! = Z |z*|?}.
i=1

Wie kann man auf solchen Objekten die jeweils kiirzeste Verbindung zwischen
zwel Punkten finden? Wie kann man tangentiale Vektoren parallel verschieben?
— Wir wollen diese und andere Fragen nicht nur in den oben genannten kon-
kreten Fillen beantworten sondern allgemeine Begriffe entwickeln, die sich auch
auf abstrakte Situationen iibertragen lassen, denen man zum Beispiel in der
allgemeinen Relativitatstheorie begegnet.

Die Beispiele 1 und 2 entstehen als Niveaumengen f~!(c) geeigneter Funktionen
f: R — R. Zum Beispiel gilt:

S™ = f71(1) mit f(z) = |a|*;
P = £71(0) mit f(z le’F

Die Eigenschaften solcher Niveaumengen erh&lt man aus dem Satz iiber implizite
Funktionen.

1.1 Satz iiber implizite Funktionen
Sei Q C R"* offen, f € C*(;RY), k> 1,1 > 1.

1



2 KAPITEL 1. HYPERFLACHEN IN RV+!

Definition 1.1.1 FEin Punkt o € ) heisst reguliarer Punkt von f, falls
df (xo) mazimalen Rang hat.

Bemerkung 1.1.1 Fulls speziell | = 1, so ist xg reguldr genau dann, wenn

df (zo) # 0.
Im folgenden sei [ = 1.

Definition 1.1.2 Die Zahl ¢ € R heisst reguléirer Wert von f, falls f~1(c)
nur aus reguldren Punkten besteht.

Beispiel 1.1.1 Sei f(z) = |z|? mit df (z) = 2xt. Jeder Wert ¢ # 0 ist regulir.
(Fiir ¢ < 0 besteht f=1(c) = 0 trivialerweise aus reguldren Punkten.)

Satz 1.1.1 Sei zy € Q regulir. Dann gibt es Koordinaten x = (zt,...,2"),y =
"L fiir R = R™ x R, so dass z0 = (zo,%0) und

%(zo) #0;

weiter gibt es eine Umgebung U von xo € R™ und eine Funktion h € C1(U;R)
sowie eine Umgebung W von zp, so dass gilt

{z € W; f(2) = f(20)} = graph(h) = {(z, h(z)); = € U}.

Falls f € C* fiir ein k > 1, so gilt h € C*.

Im folgenden werden wir es meist nur mit “glatten” Funktionen f € C'*° zu tun
haben.

Bemerkung 1.1.2 Mittels der Abbildung ®: U 3 z — (z,h(z)) € W C R**!
kénnen wir den in W liegenden Teil von S parametrisieren, so dass ®(U) =
SNWw.

Korollar 1.1.1 Seic € R regulirer Wert von f € C*(Q;R). Dann gibt es eine
offene Uberdeckung (W,),cr von

S=F"c)

mit zugehorigen C*-Funktionen h, € C*(U,;R), &, € C*¥(U,;R**'), 1 € I, wobei
U, C R"™ offen fiir jedes v € I und ®,(z) = (x,h,(x)), so dass gilt

SNW, = graph(h,) = ®,(U,), 1 € I.

Definition 1.1.3 Im folgenden bezeichnen wir eine Niveaumenge S wie in Ko-
rollar 1.1.1 als eine regulire (C*—) Hyperfliche.

Beispiel 1.1.2 Insbesondere ist somit S® = f~1(1) mit f aus Beispiel 1.1.1
requlire C'*° -Hyperfliche.
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1.2 Tangentialraum

Sei § = f1(0) regulire Hyperfiche im R**' wobei f € C'(Q), @ c R*+!
offen, ¢ = 0 reguliirer Wert. Weiter sei 2o = (29, yo) € S, W eine Umgebung von
2o mit

SNW = graph(h) = ®(U),

wobei h € C1(U) auf einer Umgebung U von zy in R” und ®(z) = (x, h(z)), = €
U.

Definition 1.2.1 Der n-dimensionale Vektorraum
T.,S = d®(z0)(R") = {¢ = (&, dh(z0)E) € R™;¢ € R}

heisst Tangentialraum von S im Punkt zg.

Beispiel 1.2.1 Fiir h € C*(Ja,b[), 7o €]a,b[ ist der Tangentialraum an S =
graph(h) im Punkt zo = (zo,h(zo)) gegeben durch die in den Nullpunkt ver-
schobene Tangente

T = {Z() + t(l,hl(z‘o));t € R}

durch zg.
Satz 1.2.1 T,,S = kerdf(20) = (Vf(20))*.

Beweis. Aus der Gleichung f(z, h(z)) = 0 fiir alle z € U folgt mit der Ketten-
regel
df (20) (¢, dh(x0)€) = 0,VE € R™;

das heisst, T, S C ker df (z9). Da weiter gilt
dim(7,,S) = n = dim(ker df (20)),

folgt die Behauptung.

Beispiel 1.2.2 Fiir die Sphire S = S™ = {z € R™"; f(z) = |z|*> = 1} gilt
T,S" = ker(df (z)) = {¢ € R"™ 'z -€ = 0}, Vz € S.
Definition 1.2.2 Die Zusammenfassung aller Tangentialrdume
TS ={(z,v);v € TS,z € S}

heisst Tangentialbiindel.

1.3 Vektorfelder

Sei S = f71(0) regulidre Hyperfiche im R™*! wobei f € C*(Q2), Q c R**!
offen, ¢ = 0 reguldrer Wert.
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Definition 1.3.1 FEin Vektorfeld auf S ist eine Vorschrift, welche jedem z €
S einen Vektor v(x) € TS zuordnet.

Bemerkung 1.3.1 Ein Vektorfeld auf S wird also durch eine Abbildung
V:S =TS :={(z,v);veT,S}
beschrieben, so dass fiir jedes x € S gilt
V(z) = (z,v(z)), v(r) € T;S.
Mit der Bindelprojektion w: TS 5 (x,v) — x € S kann man Vektorfelder

V' dquivalent durch die Bedingung w oV = id (oder durch ein kommutatives
Diagramm) charakterisieren.

Beispiel 1.3.1 Fiir den Kreis S = S' = {z € C 2 R?;|z| = 1} mit
T.S" =iz-R={Xiz; \ € R},z € §",
lassen sich alle Vektorfelder in der Form
V(z) = (z,A(2)iz)

mit \: ST — R angeben.

1.4 Vektorfelder lings Kurven
Sei S = f~1(0) regulidre C'-Hyperfliche, wobei f € C1(Q), Q C R™! offen,
¢ = 0 reguldrer Wert, und sei a: I =]a,b[— S C R*"*! eine C'-Kurve auf S.
Notation: a € C*(I;9).
Definition 1.4.1 V: I — TS heisst ein Vektorfeld lings o, falls gilt

V(t) = (a(t),v(t)) mitv(t) € TS, t € 1.

Beispiel 1.4.1 Falls a € C*(I;S), so ist das Geschwindigkeitsvektorfeld
do
v(t) = t), —(1
() = (a0, %))
ein Vektorfeld lings a.

Satz 1.4.1 Zu jedem 29 € S, ( € T.,S gibt es eine Kurve a € C(I;S) auf

einem Intervall I um 0 mit a(0) = 29, 42(0) = (.

Beweis. Wihle Koordinaten z = (z,y) € R” x R, Umgebungen W von zy =
(z0,y0) und U von xy entsprechend Satz 1.1.1, so dass

SNW = &) = {(z, h(z));z € U}



1.4. VEKTORFELDER LANGS KURVEN 5

mit ®(z) = (z, h(z)) € CH(U;R™"*1). OBdA sei 2o = 0. Sei r > 0 mit B,.(0) C U,
und sei ¢ = d®(0)§. Wihle

a(t) = ®(t8)), —r <tl¢] <,
mit (0) = ®(0) = zo, 92(0) = d®(0)¢ = (. O

Folgerung: Aufgrund von Satz 1.4.1 kdnnen wir den Tangentialraum 7,,.S mit
dem Raum der Geschwindigkeitsvektoren % (0) von Kurven o € C*(I;S) durch
a(0) = zo identifizieren.

Sei V mit V(z) = (z,v(z)) ein Vektorfeld auf S nach Abschnitt 1.3, « € C*(I; S)
eine C1-Kurve auf S.

Definition 1.4.2 o heisst Integralkurve von V', falls gilt
da
—(t) = 1.
=) = v(a(t),t €

Kann man zu jedem Vektorfeld V' Integralkurven von V durch jeden Punkt
p € S finden? — Wir betrachten zunichst den “flachen” Fall S = R”™.

Satz 1.4.2 (Picard-Lindeléf) Sei U C R™ offen, v € C*(U;R"). Dann gibt es
zu jedem Anfangswert zo € U genau eine Losung x = z(t) € C1(I;R") des
Anfangswertproblems

Y = vt e T
z(0) = zo

auf einem mazximalen, offenen Existenzintervall I =]T_, T [ um t = 0. Falls
T, < 0, so gilt weiter
z(t)] = o0 (t1Ty)

oder
dist(x(t),0U) = 0 (¢t 1 Ty);

analog, falls T_ > —co.
Analoges gilt fiir Vektorfelder auf regulidren Hyperfliachen.

Definition 1.4.3 Ein Vektorfeld V(z) = (z,v(2)) ist von der Klasse C* in
einer Umgebung von zg € S, falls beziiglich einer lokalen Darstellung

SNW = ()
von S um 2o = ®(xo) gemiss Satz 1.1.1 gilt
v(®(z)) = w(z) € CH(U;R™).
Satz 1.4.3 Zu jedem C*-Vektorfeld V (z) = (z,v(2)) auf S, jedem Punkt 29 € S

gibt es genau eine mazimale Integralkurve o € C1(I;S) durch a(0) = z9, wobei
I =]T_,Ty[. Falls Ty < 00, so gilt

la(t)] + (dist(a(t),00) 7 = 00 (t1T4);

analog, falls T_ > —co.
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Beweis. Sei W C R™*! Umgebung von 29 = a(ty) € S mit
SAW = &(U),

wobei U C R™ offen, ®(z) = (z,h(z)) € C*(U;R"*!) lokale Parametrisierung
von S gemiss Satz 1.1.1.

Nach Definition von TS gilt

v(®(z)) =: w(z) = (w1 (x),dh(z)w:(x)) = d®(x) - w1 (x). (1.4.1)

die Gleichung

‘Cll_‘;(t) = d@(x(t))ili—f(t), tel (1.4.2)

Behauptung: Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) a € CH(I; SNW) lost das Anfangswertproblem

Ccll—(z(t) =v(a(t)), t € I, a(0) = 2o; (1.4.3)

i) x € C1(I;U) lést das Anfangswertproblem

dz

E(t) =wi(z(t)), t € I, £(0) = xo. (1.4.4)

Beweis. (1.4.3) = (1.4.4) : Sei pr1: R* 3 2 = (z,y) — = € R™ die Projektion
auf R™. Beachte, dass pry o ® = id und daher auch pry o d®(z) = id fiir alle
z € U. Mit (1.4.1) und (1.4.2) folgt daher (1.4.4) aus (1.4.3).

(1.4.4) = (1.4.3) : Wende d® an auf (1.4.4) und benutze (1.4.1), (1.4.2). O

Das Anfangswertproblem (1.4.4) kann mit Hilfe von Satz 1.4.2 gelost werden;
dies liefert eine lokale Losung von (1.4.3) auf einer Umgebung von ¢ = 0. Durch
Aneinanderhingen lokaler Losungen in verschiedenen Karten kann man das
Existenzintervall schrittweise vergrossern. Schliesslich erhélt man die gesuchte
maximale Integralkurve a € C'(I;S) auf einem maximalem, offenen Intervall
I =]T_,T,[ durch Anwendung des Lemmas von Zorn.

Um die Charakterisierung von 7+ einzusehen, nehmen wir an, es sei T} < oo.
Widerspruchsweise sei

klim la(tr)| + (dist(a(ty),00) ! < oo
—00

fiir eine Folge t;, T T4 (kK — oo0). Dann existiert eine Teilfolge & — oo mit
Haufungspunkt z; = limg_, o a(ty) € S. Sei W, eine Umgebung von z; gemiss
Satz 1.1.1. Fiir geniigend grosses k gilt dann a(t;) € Wy, und die lokale Losung
a1 von (1.4.3) mit Anfangswert a;(tx) = «a(ty) setzt a fort auf ein offenes
Intervall I; D|T_,T], im Widerspruch zur Maximalitét von 1. O
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1.5 Orientierung, Gauss-Abbildung

Sei S reguliire Hyperfliiche in R"*! S = f~1(0) fiir eine Funktion f € C°°(1),
wobei QO C R™H! offen, ¢ = 0 regulérer Wert, und sei p € S.

Definition 1.5.1 i) Der eindimensionale lineare Raum

T, = {w e R" v -w =0,V € T,,S}
= span{V f(p)} C T,R"! = R"*!

heisst Normalraum von S in p,
TSt = {(z,w);w € T,S*+,z € S}

das Normalenbiindel von S.

ii) Ein Vektorfeld N mit N(z) = (x,v(x)), wobei v(z) € T,S*,|v(z)| = 1,
heisst Einheits-Normalenfeld.

Satz 1.5.1 Sei S zusammenhingend. Dann gibt es genau zwei stetige Einheits-
Normalenfelder vy = i% auf S.

Beweis. Offenbar definieren v4 Einheits-Normalenfelder. Sei umgekehrt N ein
Einheits-Normalenfeld mit zugehtrigem v . Dann gilt punktweise

v(z) - Vf(z)
V£ (z)|
Da v nach Annahme stetig ist, sind die Mengen Uy = {z € S;=+g(z) > 0}

(relativ) offen mit Uy NU_ = @, und S = Uy UU_. Da S zusammenhingend,
folgt U— = 0 oder Uy = 0. O

g(z) =

=+1,z€S8.

Bemerkung 1.5.1 i) Durch Auswahl eines FEinheits-Normalenfeld wird eine
Orientierung fiir S festgelegt.

ii) Es gibt nicht orientierbare Flichen S im R3, die lokal als regulire Hyper-
fliichen beschrieben werden kionnen, z.B. das Mdbiusband.

Sei S regulire Hyperfliche im R"*! wie oben, N(z) = (z,v(x)) eine Orientie-
rung auf S.

Definition 1.5.2 Die Abbildungv: S — S™ C R™"*! heisst Gauss-Abbildung.

Beispiel 1.5.1 3) Sei S = 8", v(x) = x; das heisst, v = id auf S™. Insbesondere
ist v surjektiv.

i) Sei S=P={zx=(z',...,z");2" " =37 | |2|*} mit

(=22,...,-22™,1)
VI+430, 27

Es gilt v(P) = 8% = {z;2"* > 0}.
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Die obigen Beispiele illustrieren den folgenden Satz.

Satz 1.5.2 Sei S kompakte, requlire Hyperfliche in R™1 mit Gauss-Abbildung
v: S = S™. Dann ist v surjektiv.

Beweis. i) Sei S = f~1(0), wobei wir zun#chst annehmen, dass f € C°(R"+1).
OBdA diirfen wir S als zusammenhiingend voraussetzen. Nach Satz 1.5.1 diirfen
wir weiter annehmen, dass v = %; andernfalls betrachte 7 = —v. Sei U C

R™1\ S die unbeschrinkte Komponente von R*** \ S. Die Funktion f hat auf
U konstantes Vorzeichen; allenfalls nach Ubergang zu f = — f diirfen wir daher
schliesslich annehmen, dass f|y > 0.

Sei £ € S™. Betrachte die Funktion ¢(x) = x - £ auf R™*1. Da S nach Annahme
kompakt, gibt €s Zmin, Tmax € S mit

Tmin - € = MINT - § <MAXT - € = Tmax - &

Mit der Lagrangeschen Multiplikatoren-Regel folgt die Gleichung
€+ Aminvf(xrnin) = 0 = £ + Arna,xvf(mma,x)
flir geeignete Amin, Amax € R: das heisst,

V f(#min)

= 4 I &min)
= R )

= iy(wmin)a

und analog fiir zax.

Da f bei Zmax sowohl in Richtung von v(xmax) als auch in Richtung von &
zunimmt, gilt

V(mmax) =+&;
analog
V(Tmin) = —§,
wie gewiinscht.
ii) Allgemein sei S = f~1(0), wobei f € C*°(2), 2 C R™*! offen. Wie oben
diirfen wir annehmen, dass S zusammenhéngend ist und v = %.

Sei U die unbeschriinkte Komponente von R**1\ §, V = R*H1\ U, W C Q eine
zusammenhingende Umgebung von S, so dass Vf # 0 auf W. Fiir ¢ nahe 0 ist
dann S, = f~'(c) N W kompakt, zusammenhingend, und S, C U UV, wobei
UNV = 0. Allenfalls nach Ubergang zu f = —f folgt S. C U fiir geniigend
kleine ¢ > 0; das heisst, V f(z) — also auch v(z) — zeigt nach U fiir alle z € S.

Der Beweis lisst sich nun abschliessen wie in i). g

1.6 Geodéiten

Sei S regulire C*°-Hyperfliche in R*"1, o € C°(I;S) eine Kurve auf S mit
Geschwindigkeitsvektorfeld
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Als vektorwertige Funktion kénnen wir die Abbildung 4¢ € C°(I; R™**) (kom-

ponentenweise) differenzieren und erhalten so das Beschleunigungsfeld

dPa

a(t) = (a(t), W(t)).

Im folgenden schreiben wir der Einfachheit halber auch & anstelle von da/dt
sowie ¢ anstelle von d*a/dt>.

Definition 1.6.1 Die Kurve a heisst Geodiate auf S, falls & normal ist lings
a, das heisst, falls gilt
a(t) € Ta(t)SJ', tel.

Satz 1.6.1 Sei a € C*(I;S) Geodiite auf S. Dann ist a proportional zur Bo-
genldnge parametrisiert.

Beweis: Es gilt
at)|® = a(t) - at) = 0.

N =
S

O

Geometrische Interpretation: Geoditische im R™ sind kiirzeste Verbindun-
gen ihrer Endpunkte. Zu vorgegebenen Punkten zy,x; € R™ betrachte die Ver-
bindungsgerade a(t) = zg + t(z1 — 20), 0 < ¢ < 1, mit Linge

L(a):/o ()] dt = |21 — zo).

Weiter gilt & = 0; das heisst, « ist Geodétische. Fiir jede Kurve v € C1(I) mit
v(1) = x1,7(0) = zo gilt andererseits nach Cauchy-Schwarz:

. Y(t) - (z1 —
ro)= [z [T Z20) gy o oy ) = (o).
I |z — o
Allgemein werden wir spiter Geodétische charakterisieren als lokal kiirzeste Ver-
bindungen zwischen den auf ihnen liegenden Punkten.

Physikalische Interpretation: Eine Geodite o beschreibt die Bewegung ei-
nes Massepunktes auf S, auf welchen nur die Zwangskraft wirkt, welche a(t) auf
S halt. Insbesondere wird nach Newton die kréftefreie Bewegung eines Masse-
punktes im euklidischen Raum durch die Gleichung & = 0 beschrieben.

Beispiel 1.6.1 i) Enthdlt S ein Geradensegment L, so erhilt man nach Um-
parametrisierung daraus eine Geodite.

ii) Jeder Grosskreis auf S™ = {z € R"*L;|z| = 1} entspricht einer Geodiiten.
Wihle orthonormale Vektoren ey, es und setze

a(t) =cost-e; +sint-ep € S”, t € R

mit
a(t) = —alt) L Ta(t)S".
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ii1) Sei S der Zylinder
Z ={(z,y,2) € R% 2% +9* = 1}.
Jede Spiralkurve a(t) = (cost,sint,ct) mit ¢ € R ist Geodite, denn es gilt

@(t) = (—cost,—sint,0) L Ty Z, t € R.
i11) Sei S das Ellipsoid

2 2 2
- 3. Y L F
E—{(m,y,z)eR 7¥+b_2+c_2_1}
mit Halbachsen 0 < a < b < c¢. Die Koordinatenebenen {z = 0}, {y = 0},
{z = 0} sind Symmetrieebenen fiir S.

Jede mit konstanter Geschwindigkeit |&(t)| = const. durchlaufene Schnittkurve
a von E mit einer Symmetrieebene H ist Geodite. Aus Symmetriegrinden folgt
unter Benutzung von Satz 1.5.1 zundichst v(a(t)) € H fiir alle t. Die Ebene H
wird somit aufgespannt durch die Vektoren v(a(t)),a(t). Weiter gilt a(t) € H
und @(t) - a(t) = 4|6 (t)[> = 0; also ist é(t) proportional zu v(af(t)).
Bemerkung 1.6.1 Sei S orientiert durch N(z) = (z,v(x)). Eine Kurve o ist
Geodite auf S genau dann, wenn gilt

Da a(t) - v(a(t))) =0, erhalten wir

a(t) - v(a(t) = 2 (a(t) - v(a(t)) — a(t) - %V(a(t)) = —a(t) - Zv(alt)).
Somit ist a genau dann Geoddte, wenn
(1) = = (400 - (a(0) ) v(a(e) = ~(@(0), dlaO)aO)mrv(a(0).
(1.6.1)

Satz 1.6.2 Zu jedem p € S, v € T,S gibt es genau eine mazimale Geoddte
a € C°(I;S) mit a(0) = p,&(0) = v.

Beweis. Sei S = f7!(0), wobei f € C*(Q). Wéhle eine Umgebung U von
S, U C Q, mit Vf # 0in U und setze v fort durch v = % in U. Lose
das Anfangswertproblem fiir (1.6.1) mit Anfangswerten a(0) = p, &(0) = v.
Nach dem Satz von Picard-Lindelof, Satz 1.4.2, hat dieses Anfangswertproblem
eine eindeutige maximale Losung a € C°°(I;R™!). Es bleibt zu zeigen, dass
a(t) € S fir alle t € I.

Mit der Kettenregel erhalten wir

TG = V1) G0 = Xow(a) -6,
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wobei A\(t) = |V f(a(t))| > 0. Setze g(t) = v(a(t)) - &(t). Mit (1.6.1) folgt
i(0) = (ae) (0 + vla(0) 30 =0,

also g(t) = g(0) = 0 und daher auch df (a(t))/dt = 0, f(a(t)) = f(a(0)) = 0;
das heisst, a(t) € S fiir alle t € I. O

Beispiel 1.6.2 i) Alle Geoditen auf S™ sind Teile von Grosskreisen, da durch
jeden Punktp € S™ zu jeder Richtungv € T,S™ ein Grosskreis durch p existiert,
zu dem v tangential ist.

i1) Jede Geoddte auf dem Zylinder Z nach Beispiel 1.6.1.4) ist Teil einer Spi-
ralkurve oder einer Mantelgeraden.

Definition 1.6.2 Die Hyperfliche S heisst geoditisch vollstindig, falls fiir
jede mazimale Geodite oo € C*(I;S) gilt I = R.

Beispiel 1.6.3 i) S™ ist geoditisch vollstindig, da nach Beispiel 1.6.2.1) jede
Geodite a auf S™ Teil eines Grosskreises ist.

i1) S"\{p} fiir ein p € S™ ist nicht geoditisch vollstindig, da jede Geodiite durch
—p Teil eines Grosskreises auf S™ ist, welcher auch durch p lauft.

iti) Sei Q = {(z,y,2) € R% 2 > 0} und sei f € C°°(2) gegeben durch
fla,y,2) =2 +y° = 22,
und sei K = f~1(0) der Kegel
K ={(z,y,2) € R® 2% +y* = 2%,z > 0}.
Jede Mantellinie o € C*°(]0, oo[; K) mit
a(t) = (tcosh,tsinb, t),t > 0

ist mazimale Geoddite, K also nicht geoddtisch vollstindig.

Satz 1.6.3 Sei S regulire Hyperfliche in R"Y, und sei S vollstindig (als me-
trischer Raum beziiglich der euklidischen Metrik in R™*! ). Dann ist S geodiitisch
vollstindig.

Beweis. Sei @ € C*°(I;S) maximale Geodite, T = sup I < oo. Nach Satz 1.6.1
diirfen wir annehmen, dass |&(t)| = 1.

Widerspruchsweise nehmen wir an, dass T' < co. Da |&(t)| = 1, folgt

t
la(t) — als)] < / ()] dt' < [t — s:

das heisst, « ist gleichmissig (sogar Lipschitz) stetig, und es existiert p =
lim; ~r a(t) € R™™!. Da S nach Voraussetzung vollstéindig ist, liegt p auch
in S.
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Analog folgt mit (1.6.1) und |&| = 1 fiir geniigend grosse s < ¢t < T die
Abschitzung

att) ~a(s)l < [ latedr = [ ) £ woa) )| dr

8 8

< [ ldv(a(t)|dt' < sup  |dv(p)||t — sl;
s p'€B1(p)NS

also ist auch die Funktion & gleichmassig stetig in einer linksseitigen Umgebung
von T, und es existiert v = lim; ~r ¢(t) € R™!. Weiter gilt

v-v(p) = lim a(t) - v(a(t) =0;

das heisst, v € T,,S.

Nach Satz 1.6.2 gibt es eine eindeutige Geodite 8 € C*°(J; S) auf einem Inter-
vall J um T mit

B(T) =p, B(T) =v.

Da die Losung des Anfangswertproblems fiir (1.6.1) stetig von den Daten abhingt,
gibt es ein Intervall Jy um T und € > 0, so dass fiir alle 7 € [T — ¢, T eine
Geodite 3, € C™(Jy; S) existiert mit

Br(r) = alr), B (1) = (7).

Da jedoch auch a dieses Anfangswertproblem 16st und da die Losung anderer-
seits eindeutig ist, folgt B, = a auf Jy N I. Fiir geniigend grosse 7 < T setzt (3,
daher « tiber T hinaus fort, im Widerspruch zur angenommenen Maximalitit
von T'. (|

Korollar 1.6.1 Jede kompakte regulire Hyperfliche S ist geodditisch vollstindig.

1.7 Kovariante Ableitung, Parallelverschiebung

Sei S reguldre Hyperfliche in R™*! mit Orientierung N(z) = (z,v(x)). Weiter
sei @ € C®(I;9) eine Kurve auf S und X € C°(I;R"*!) ein (tangentiales)
Vektorfeld lings a; das heisst,

X(t) e Ta(t)S, Vt.

Definition 1.7.1 Die kovariante Ableitung von X lings « ist das Vektorfeld

D dXx dX
2X0 = 50 - (va) - ) valo);

das heisst, in jedem Punkt a(t) erhalten wir £ X (t) durch Projektion von X(t)
in den Tangentialraum To;)S.

Beispiel 1.7.1 Die Kurve a ist Geodite genau dann, wenn %o}(t) =0.
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Satz 1.7.1 Die kovariante Ableitung hat die Eigenschaften

i) 2(X+Y)=2Xx + Dy,
iW) FUUX)=Gf - X+ [5X;
i) 4(X-V)=2Xx.vy+X-Dy.

Beweis. Die angegebenen Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Definition.
Beispielsweise erhalten wir mit der Produktregel

d . . D D
—(X-Y)=X-Y+X-Y=—X-Y+X --Y,
i) * a Tt w

da X(t),Y(t) € Ty S fiir alle t. Es folgt Eigenschaft iii) O

Definition 1.7.2 Das Vektorfeld X heisst parallel lings «, falls %X =0.
Beispiel 1.7.2 Sei a Geodiite. Dann ist & parallel lings o.

Satz 1.7.2 Fiir parallele Vektorfelder X,Y lings « gilt

i) X +Y und cX sind parallel fir jedes ¢ € R;
i) LX) =4(X -X)=22X.X=0;
i) L(X-YV)=8Xx.v+Xx By =o.
Insbesondere bleibt der durch

XY

cos(t) = —|X||Y|

definierte Winkel v zwischen X (t) und Y (t) erhalten.
Beweis. Der Beweis ergibt sich direkt aus Satz 1.7.1. ]

Bemerkung 1.7.1 Sei X ein Vektorfeld lings a. Wegen

v(alt) - X(0) = S (u(a(t) - X(1) ~ Sra(t) - X(0)

ist X parallel lings a genau dann, wenn gilt

X(t)= %X(t) + (v(a(t) - X () v(a(t))

= ~(X() - Sv(a(t) vla().

(1.7.1)

Mit Hilfe von Bemerkung 1.7.1 erhalten wir leicht den folgenden Satz.

Satz 1.7.3 Sei S regulire Hyperfliche, o € C*(I; S) eine Kurve auf S, a(0) =
p. Dann gibt es zu jedem Xy € T},S genau ein paralleles Vektorfeld X lings o
mit X(O) = X().
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Beweis. Die lineare Differentialgleichung (1.7.1) besitzt eine auf ganz I defi-
nierte Losung X € C°°(I; R"*!) mit Anfangswert

X(0) = Xo.
Da mit (1.7.1) weiter folgt
9 000) - m(ale) = X (1) - (alt) + X(1) - valt)) =0,
ist X tangential langs a. ]

Beispiel 1.7.3 Sei S = S2 C R3, ey,...,e;3 die Standardbasis im R3, und sei
a der Aquator a(t) = ej cost + eysint, X € C°(R;R?) ein Vektorfeld lings o.
Der Tangentialraum

Ta(t)S = span{d(t), 63}

wird aufgespannt von den parallelen Vektorfeldern & und es = a X &, dem
Normalenvektor zur Bahnebene. Mit Satz 1.7.2 folgt, dass jedes Vektorfeld

X(t) = Cld(t) + c2e3

mit Konstanten c1,ca € R parallel ist lings a. Gemdss Satz 1.7.8 werden alle
parallelen Vektorfelder so beschrieben.

Insbesondere ist das Vektorfeld X aus Beispiel 1.7.3 ebenfalls periodisch mit der
Periode 27 der Kurve a. Ist dies stets der Fall?

Beispiel 1.7.4 Sei S = S?, a der Breitenkreis
a(t) = (cosfcost,cosfsint,sinf), t € R,

wobei 0 < 6 < . In jedem Punkt o(t) wdhle die Vektoren &(t),a(t) x &(t) als
Basis fiir To(4)S?. Das Vektorfeld

X(t) = X1(t)a(t) + Xa2(t)a(t) x at)
ist gemdss (1.7.1) parallel lings «, falls
X = X144+ Xoa x & + X1d + Xoa x &
= —a(X - &) = —aX; cos? 4.
Insbesondere muss gelten
X-a=Xco8?0+X1d-a+Xoaxéd-a=—X;cos?0a-a=0.
Mit

|&]* =0, a x &-& = —sinf cos® @

Do =
&=

folgt )
X1 = sin 6X2

Analog folgt aus

X -(axd)=Xslaxa’+Xiaxa-a=0
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die Bedingung )

X2 = —sgin 0X1
In komplexer Notation erhalten wir somit fir Z = X1 + Xy die Gleichung

Z = —isinbZ;
das heisst, N

Z(t) = e " Z(0).

Im physikalischen Modell gibt X (t) die Richtung an, in welcher ein lings «
mitgefihrtes Pendel schwingt (Foucaultsches Pendel).

Sei a € C*°([0,1]; S) eine Kurve von p = «(0) nach ¢ = (1), X, € T,S.
Sei X(t) die Losung des Anfangswertproblems (1.7.1) mit X (0) = X,. Setze
X1 =X(Q1)eT,S.

Definition 1.7.3 Die durch X1 =: Py(Xo) definierte Abbildung
Py :T,S = T,S.

heisst Parallelverschiebung lings a,
Satz 1.7.4 P, ist ein isometrischer Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis. Linearitit von P, folgt mit Satz 1.7.2.1). Weiter liefert Teil ii) von Satz
1.7.2 die Beziehung | X1 | = | Xj|; das heisst, P, ist isometrisch. Insbesondere ist
P, injektiv, also auch bijektiv, da dimT,S = n = dim T}, S. O

Bemerkung 1.7.2 i) Durch Aneinanderhingen Py, o P,, _,o...0 P, kiénnen
wir die Parallelverschiebung P, lings eines stiickweise glatten Weges a = ay +
ak_1+ ...+ oy definieren.

it) Im allgemeinen ist die Parallelverschiebung abhingig vom Weg. Sogar falls
a und B Geoditen sind mit a(0) = 3(0),a(1) = B(1), gilt im allgemeinen
PaXO ‘_/é PﬂXOJ

wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.7.5 Seien a und (3 Grosskreise auf S* in zueinander senkrechten
Ebenen mit a(0) = 8(0) = —a(1) = —B(1), und sei Xo = &(0). Gemiiss Beispiel
1.7.8 gilt P, Xy = —Xo, wihrend PgXo = Xp.

1.8 Die Weingarten-Abbildung

Sei S = f~1(0) regulsire Hyperfliiche in R"*!, wobei f € C*(Q), Q c R*H!
offen, ¢ = 0 reguldrer Wert von f. OBdA sei S zusammenhingend und durch
N = %’;—l orientiert. (Im folgenden wird zur Vereinfachung der Notation nicht

mehr unterschieden zwischen dem Normalfeld N (p) = (p, v(p)) und v.)
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Beachte, dass N durch N = % zu einer glatten Funktion N € C°°(U;R™*1)

in einer Umgebung U C 2 von S fortgesetzt werden kann mit |N|> = 1. Daher
gilt
N(p) -dN(p)v = 0,Vv € R**1;

insbesondere erhalten wir die Beziehung
dN(p)v € T,S.
fir allepe S, v € T,S.

Definition 1.8.1 Die Abbildung L,: T,S — T,S mit
v Lyy = —dN(p)v

heisst Weingarten- Abbildung der orientierten Hyperfliche S.
Bemerkung 1.8.1 Sei a € C®°(I;S) Kurve durch a(0) = p mit &(0) = v nach
Satz 1.4.1. Dann gilt

d
~ (N .
(N 0 )(0);
insbesondere ist L, nur durch die Werte von N auf S bestimmd.

dN (p)v =

Beispiel 1.8.1 Sei S = S™ mit N(z) = z auf S™. Nach obiger Bemerkung gilt
L,(v) = —v, da N =id auf S™ mit N dbereinstimmt.

Die Weingarten-Abbildung liefert ein Mass fiir die Kriimmung von S in Richtung

v. Genauer gilt:

Satz 1.8.1 Fir jede Kurve a € C*(I;S) durch a(0) = p mit &(0) = v gilt
L,(v) -v=&(0) - N(p).

Beweis: Es gilt

d

OZE

(&(t) - N(a(t)))le=0 = &(0) - N(p) + &(0) - AN (p)&(0).
O

Satz 1.8.2 L, ist beziiglich dem Skalarprodukt im umgebenden Raum R™H!
selbstadjungiert; das heisst, es gilt

Ly(v) -w = Ly(w) -v, Yv,w € T)S.

Beweis: Mit der Fortsetzung N = AV f von N, wobei A = |V f|~!, erhalten wir
fiir v,w € T,,S die Beziehung

Ly(v) - w = (=d(AV f)(p)v, w)gn+1
= = XdV f(p)v, w)gn+1 — dA(P)v (V f(p), w)gn+1

)

Beachte, dass (V f(p), w)grn+ = 0. O
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1.9 Ebene Kurven

Sei C = f~1(0) regulire Kurve, orientiert durch N = %, wobei f € C(Q),
Q) C R? offen, und ¢ = 0 regulérer Wert. Lokal kann man C als Graph darstellen
oder durch eine Abbildung a: I — R? parametrisieren.

Sei p € C. Da T),S = R, wird L, durch eine 1 x 1-Matrix mit Koeffizienten k(p)

dargestellt mit
L,(v) = k(p)v,Yv € T,C.

Definition 1.9.1 Die Zahl k(p) heisst die Kritmmung von C beziiglich N an
der Stelle p.
Bemerkung 1.9.1 Es gilt

k(p) = % Yo € T,C \ {0}.

Falls o € C*(I; C) lokale Parametrisierung von C ist mit |&(t)| > 0, so erhalten
wir mit Satz 1.8.1 fiir k die Darstellung

| Law(@®) -4 a@) - Na()
M) == gor = e0oP

Insbesondere ist fiir k > 0 die Kurve C' in Richtung von N gekrimmdt.

Beispiel 1.9.1 3) Der Kreis
C ={(z,y); (x—20)*+ @y —wo)? =r’}

wird parametrisiert durch a(t) = (xg + 7 cost,yo + rsint), t € R. Je nach Wahl
der Orientierung

N(Z',y) — i(x_wo;.y _yO),
erhalten wir 1
Ka(®) = .

i1) Der Schmiegekreis an eine Kurve C in p € C ist ein Kreis S durch p mit
T,C = T,S und Krimmung kc = ks(p), wobei die Normalen an C und S in
p gleichorientiert sind. Dieser Schmiegekreis hat nach Beispiel i) den Radius
lkc(p)| ™! und Mittelpunkt p + k' (p) - N(p).

1.10 Der Umlaufsatz

Sei C eine geschlossene, regulire Kurve der Lange L mit Orientierung N, para-
metrisiert durch eine L-periodische Abbildung a € C*°(R; C) mit || = 1.

Begiiglich einem fest gewihlten Koordinatensystem in R? konnen wir &(t) in

der Form
a(t) = (cos¥(t), sin ¥(t)) (1.10.1)
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mit einer stetigen Funktion ¢ schreiben, wobei ¢ bis auf Vielfache von 27 ein-
deutig bestimmt ist. Nach Wahl von ¥(0) ist die Funktion ¢ durch die Forderung
der Stetigkeit eindeutig bestimmt. Da « periodisch mit Periode L, folgt zudem

9(L) = 9(0) mod 2.

Weiter gilt
N(a(t)) = (—sind(t), cos¥(t)),

und nach Abschnitt 1.9 erhalten wir fiir k(¢) die Darstellung
k(t) = a(t) - N(a(t) = 9(2).

Insbesondere erkennen wir, dass fiir jede geschlossene Kurve gilt

1 [E 1 [t
L [Tkwa=L / i) dt € 7. (1.10.2)
2w Jo 27 Jo

Offenbar gilt (1.10.2) auch fiir beliebige “immersierte” Kurven C' = a(R), wobei
« periodisch mit Periode L und mit |&| = 1.

Definition 1.10.1 Die Zahl

1 L
_ 1 7
J=g: /0 k(t)dt €
heisst Umlaufzahl der geschlossenen Kurve C = a(R).

Satz 1.10.1 (Umlaufsatz) Sei C eine regulire, einfach geschlossene Kurve mit
Orientierung N und Kriimmung k, und sei « € C®(R;C) eine Parametrisie-
rung nach Bogenlinge mit Periode L, k(t) = k(a(t)). Dann gilt

1 L
—/ k() dt = +1.
2 0

Beweis (nach Hopf) Wir diirfen annehmen, dass
0=a(0) € C C {(a,y);z > 0}.

Fiir 0 < s <t < L mit t—s < L sei (s, t) der Winkel zwischen (a(t) —a(s)) und
dem Vektor e; = (1,0). Durch die Forderung der Stetigkeit und die Bedingung

19(0, )| < /2 fiir alle ¢ €]0, L]
ist ¥(s,t) eindeutig bestimmt. Weiter gilt dann auch
[9(s, L) — 7| < /2 fiir alle s €]0, L],

und
lim 9(0,t) — lim ¥(0,¢) = lim ¥(s, L) — lim 9¥(s, L) = 7.
t /L t\O0 s /L s\0

Andererseits liefert die Funktion

9(t) == £1}[I}£ I(s,t) = }‘l\rri 9(t,r)
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eine Darstellung fiir &(t) gemiss (1.10.1), wobei die Konvergenz wegen

a(t) — afs)

la(t) — a(s)]

gleichmiissig ist beziiglich s und ¢; 9(t) ist also insbesondere stetig. Mit den
Beziehungen

[9(t) — (s, t)| < |a(t) — < Cs2p|(i(r)||t —

9(L) = limy 9(s, L), 9(0) = lim 9(0,1

und
tl% ¥0,t) = gl\I(I(l] ¥(s, L)
folgt

L
/0 K0 dt = 9(L) = 9(0) = lim 9(s, L) - lim 90,1
= lim (s, L) — lim ¥(s, L) + lim ¥(0,t) — lim (0, ¢) = +2x.
s /L s\ t L N0
0

Bemerkung 1.10.1 i) Fiir einen geschlossenen Weg v € C1([0,1];C) mit
v(t) # 29, 0 < t < 1, liefert der Residuensatz die Beziehung

1 dz

21 y

=] €.

zZ— 20
Wie hangt diese in der komplexen Analysis eingefihrte “Umlaufzahl” | der Kur-
ve v um zg mit dem in Definition 1.10.1 eingefihrten Begriff zusammen?

Fiir eine geschlossene reguldre Kurve C der Linge L mit Parametrisierung a €
C®(R;C) mit |&(t)| = 1 und Periode L betrachte die zugehirige Bahn v(t) =
a(t): R—>R2=C\ {0} mit

1 fde_ 1 rtawmar
2mi Jo 2z 2mi Jo  aft)

Nach Abschnitt 1.9 gilt, mit x + iy = x — iy,
2 =2 _Ga=NkN=r
o aa
Somit stimmt die Umlaufzahl von C iberein mit der Umlaufzahl von & um 0.

i1) Die Totalkriimmung der nach Bogenlinge parametrisierten Kurve C =
a([0, L)) ist gegeben durch

/0L|k'(t)|dt: /0L|(Noa) -('i|dt:/0L

Sie entspricht der Linge der parametrisierten Kurve N o o € C*([0, L]; SY).

%(Noa)(t)‘ dt.
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1.11 Isoperimetrische Ungleichung

Sei C eine regulire, geschlossene Kurve der Linge L, a € C*°(R; C) eine Para-
metrisierung nach Bogenldnge mit Periode L. Nach dem Jordanschen Kur-
vensatz besitzt R? \ C genau zwei Zusammenhangskomponenten. Es sei Q die
von C berandete beschrinkte Komponente mit Flicheninhalt A = p().

Satz 1.11.1 (Isoperimetrische Ungleichung) Es gilt stets
4rA < L?,

und Gleichheit gilt genau fir Kreise C'.

Beweis (nach Lax, Amer. Math. Monthly 102.2 (1995), 158-159). Zunichst
bemerken wir, dass es geniigt, konvexe Gebiete zu betrachten. Ersetze allenfalls
Q durch Q = conv(?), die konvexe Hiille, mit

A=pu(Q) > A, L=Linge (8Q) < L.

Falls Satz 1.11.1 fiir konvexe Gebiete gilt, so folgt
drA < AmA < L2 < L2,

wie gewiinscht.

Sei also Q konvex. Wihle Koordinaten (z,y) € R?, so dass fiir
Qr = {(z,y) € Q;+y > 0}

gilt
p(24) > p(2-)
und _
02N Q4| =]02N0_]|.

Nach Skalierung der Koordinatenachsen diirfen wir weiter annehmen, dass L =
27 und 90 N Q4 = ([0, 7).

Sei a(t) = (2(t),y(t)) mit &®> = 2 + 9? = 1. Die Flichenformel der Analysis II
ergibt

u(e) < 2u(04) = -2

ydo = —2 / Y (D) (t) dt
80, 0

_ _ (1.11.1)
< / (W () + 3 (t)) dt = / (0 + (1—3?)) dt.

Beachte, dass y € C*° ([0, 7]), und y(0) = y(w) = 0. Das folgende Lemma liefert
daher
A=pu) <7 (1.11.2)

und somit den ersten Teil der Behauptung. Falls in (1.11.2) Gleichheit gilt, so
folgt mit Lemma 1.11.1 die Darstellung y(¢) = C'sin(t) fiir ein C € R. Ande-
rerseits gilt die Gleichheit in (1.11.1) genau dann, wenn p(Q2_) = p(24) und
# = y. Die Beziehungen &% = #? + 3% = 1 sowie y(t) > 0 fiir 0 < t < 7 liefern
sodann C' = 1; das Gebiet 4 muss also ein Halbkreis sein, und ebenso Q_. O
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Lemma 1.11.1 Seiy € C*([0,n]) mit y(0) = y(x) = 0. Dann gilt

™ ™
/y“‘dts/ § dt,
0 0

und Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn y(t) = Csin(t) fir ein C € R.

Beweis. Schreibe y(t) = u(t) sint, wobei u € C*(]0,7[). Mit der Regel von de
’'Hopital folgt sogar u € C°([0,7]), und daher auch 4(t) sint = g(t) —u(t) cost €
c°([o, 7).

Partielle Integration ergibt
KO ™
/ (y? —9*) dt = / (u*(sin® t — cos® t) — 2uasint cost — u” sin® t) dt
0 0

< / (u?(sin® t — cos® t) — 2uasint cost) dt
0
b 2
= /0 (—u®cos(2t) — %(%) sin(2t)) dt
1
2

T d
/0 a(u2 sin2t) dt = 0
und Gleichheit gilt genau dann, wenn @ = 0. (|

Bemerkung 1.11.1 Peter Topping (Comm. Math. Helv. 72 (1997), 316-328)
hat den folgenden 2-Zeilen-Beweis der isoperimetrischen Ungleichung gefunden.

Wie iblich schreiben wir z = x4+ iy € C, 2 =z — iy, dz Adz = %dz’ ANdy =
—dzZ ANdz. Sei C = 09 so orientiert, dass 2 zur Linken liegt. Mit Residuensatz,
Cauchy’schem Integralsatz und dem Satz von Fubini folgt:

47rA:27ri/g.d:cdy:/(/ dw )dmdz:/( dEAdz) dw
ot Q \JcW—=% c\Jg #—-W
:/(/z_wdz) dw < L2
c Cz_w

1.12 Die Kriimmung von Hyperflichen

Sei S = f~1(0) regulire Hyperfliiche in R"*!, wobei f € C*(Q), Q c R*H!
offen, ¢ = 0 reguldrer Wert von f. OBdA sei S zusammenhingend und durch
N = % orientiert.

Definition 1.12.1 Zup € S, v € T,S mit [v| =1 sei
k(o) = ky(o) = Ly()o

die Normalkriimmung von S an der Stelle p in Richtung v.
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Mit Satz 1.8.1 folgt k(v) = N(p) - @(0) fiir jede Kurve a € C*®(I;S) mit
a(0) = p, &(0) = v, insbesondere fiir die durch den Normalschnitt SNE,, =
(fix,.,)~"(0) definierte Kurve C', wobei

E,, =p+span{N(p),v}
die durch die Vektoren N(p) und v aufgespannte affine Ebene durch p ist.

Beispiel 1.12.1 i) Sei S = S™ mit Orientierung N (p) = —p. Dann gilt L, = id
und daher k,(v) =1 fir allepe S, v € T,,S.

i1) Sei S das Rotationshyperboloid

S={p=(z,9,2);9°+2°=1+2*} CR?
mit Orientierung N (x,y,z) = (lz;’;”zz))lt . Wir setzen N fort zu einer differenzier-
baren Funktion in einer Umgebung von S. Fiziere p = (0,0,1) € S mit

T,S = span(eq, e2).
Fiir v = (v1,v2,0)t € T,S mit v} +v3 = 1 erhalten wir
LPU = _dN(p)U = (_Ula V2, O)t)

also
k(v) = Lyv-v =v3 —v}.

Insbesondere folgt

k(er) = =1, k(e) = 1, k(\/%(e1 +es)) = 0.

Beachte, dass die Geraden Iy = {(t,*t,1);t € R} auf S liegen.
ii1) Sei S der Zylinder

Z ={(z,y,2); 2> +y* =1},
mit Orientierung N(z,y, z) = (—z, —y,0)t. Fiziere p = (1,0,0) mit
T,Z = span(es, e3).

Aus den Identititen

Ly(e2) = —dN(p)ez = __(p = ez, Ly(e3) = —
erhalten wir sofort k(ez) =1 sowie k(e3) = 0.

Gemiss Satz 1.8.2 ist L,: T,S — T,S beziiglich dem Skalarprodukt in R™*!
selbstadjungiert. W&hle eine Orthonormal-Basis e1,...,e, fur T,S. Fir die
Matrix-Darstellung A = (af' ) von L, beziiglich (e;)1<i<n mit Lye; = E]- ag €;
folgt _
]

J_ s = e =at:
a; = Lpe; - ej = Lype; - e; = aj;
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das heisst, A = A? ist symmetrisch.
Nach einem Lehrsatz der linearen Algebra kann man A durch eine Drehung der
Basis (e;)1<i<n diagonalisieren. OBdA sei A diagonal beziiglich (e;)1<i<n,
k1 0
A= .
0 kn
Es folgt
Lpe,- = kz-e,-, 1 S ) S n.
Wir erhalten
Satz 1.12.1 In jedem Punkt p € S gibt es eine Orthonormalbasis (€;)1<i<n

von TS, bestehend aus Eigenvektoren von L, mit Eigenwerten k; = Lye; - e; =
k(e,-) € R.

Definition 1.12.2 Die Eigenwerte k; = k(e;) von L, heissen Hauptkriimmun-
gen, die zugehdrigen Eigenvektoren Hauptkriimmungsrichtungen von S in

p-

Beispiel 1.12.2 i) Sei S das Hyperbolid aus Beispiel 1.12.1.4i), p = (0,0,1) €
S. Beziiglich der Basis ey, e fir T,S hat L, die Darstellung

-1 0
b= (3 0).

Somit sind ey,es die Hauptkrimmungsrichtungen im Punkt p und ky = —1,
ko = 1 die zugehdrigen Hauptkrimmungen.

i1) Sei Z der Zylinder aus Beispiel 1.12.1.111), p = (1,0,0). Beziiglich der Basis
ez, es fir T,Z hat L, die Darstellung

Also sind ez, e3 die Hauptkriimmungsrichtungen im Punkt p mit zugehorigen
Hauptkrimmungen ky = 1, ko = 0.

Die Eigenwerte k; lassen sich charakterisieren mit Hilfe der zu L, assoziierten
quadratischen Form.

Definition 1.12.3 Die 2. Fundamentalform in p € S ist gegeben durch
IT,(v) = Lyv-v, v € T,S.

Die 1. Fundamentalform ist die vom Skalarprodukt des umgebenden euklidi-
schen Raumes induzierte Form

I,(v) =v-v, veT,S.
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Bemerkung 1.12.1 Aus der Symmetrie von L, folgt
1
Lpv-w = E(IIP(U +w) — I (v) — I (w));
das heisst, man kann L, aus II, zuriickgewinnen.

Satz 1.12.2 (Mini-Maz-Prinzip) Es seien k1 < ko < ... < k,, die Eigenwerte
von L,. Dann gilt

II
ki = min max p(v);
VCT,S,dimV=i 0#£veV I,(v)

insbesondere gilt

11 (v)

II
ki = min »(v) = max
0#£veT,S I, (v)

0#£veT,S Ip(v)

; kn
Beweis. Fiir v = (v1,...,v;,0,...,0) € V; = span{ey, ..., e;} gilt

IL,(v) = Y kv <ki > v} = kily(v).
Jj=1 J

Es folgt

II
min max L1p(v) < max p(v) = II,(e;) = ki.
VCT,S,dimV=i 0#veV I,(v) ~ ozveVi Ip(v)

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung sei V' C T,,S mit dim V' =+. Es gibt
v € V\ {0} mit v L V;_;. (Sonst wiire die Orthogonalprojektion von V auf V;_;
injektiv und daher dim V < 4 im Widerspruch zur Wahl von V'.) Dieser Vektor
v hat die Darstellung v = (0,...,0,v;,...,v,). Es folgt

IL,(v) = > ki > ki v = ki, (v).
Jj=i J

d

Bemerkung 1.12.2 i) Die elementar-symmetrischen Funktionen der Eigen-
werte k; von Ly, insbesondere die Grossen

1 < 1 1
E nr() nr( »)

sowie
K =1I_ k; = det(A) = det(Lyp)

sind unabhingig von der Wahl einer Orthonormal-Basis (e;) fir TpS zur Be-
rechnung der Matriz-Darstellung A von L.

i1) Falls dim S = n = 21, so ist K unabhdingig von der Wahl der Orientierung,
insbesondere im Fall n = 2.
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Definition 1.12.4 Die Grisse H heisst die mittlere Kriimmung, K die
Gauss-Kroneckersche Kriimmung von S im Punkt p beziiglich N .

Die Hauptkriiommungen beschreiben die Gestalt von S lokal, wie folgt.

Definition 1.12.5 Ein Punktp € S heisst elliptisch, falls die 2. Fundamental-
form IT, positiv oder negativ definit ist. Dabei heisst 11, positiv definit (II, > 0),
falls gilt

II,(v) >0, Yv #0;

analog heisst 11, negativ definit (II, < 0), falls gilt

IT,(v) <0, Vv #0.

Bemerkung 1.12.3 FEin Punkt p ist genau dann elliptisch, wenn alle Houpt-
krimmungen dasselbe Vorzeichen haben, und dies ist genau dann der Fall, wenn
S lokal ganz auf einer Seite von T,S liegt.

Satz 1.12.3 Jede kompakte regulire Hyperfliche S C R™1 enthilt einen ellip-
tischen Punkt.

Beweis. Da S kompakt ist, gibt es R > 0 mit S C Bgr(0). Sei 0 < r < R
minimal mit S C B,(0), und sei p € SN IB,(0).

Setze S' = 0B,(0). Beachte, dass T,S = T,S'. OBdA sei N(p) = N'(p), wo-
bei wir fir N'(p) die Orientierung N'(p) = —p/r wihlen konnen. Es seien
Ly, L;,: T,S — T,S die Weingarten-Abbildungen von S, bzw. S’ an der Stelle
D, k(v) und k'(v) die entsprechenden Normalkriimmungen in Richtung v € T},S.

Nach einer Drehung der Koordinatensystems diirfen wir annehmen, dass N'(p) =
0,...,0,1), T,S = R™ x {0}. Sei p = (20,Y0)- In einer geeigneten Umgebung
W C R™*! von p gilt dann S NW = graph(h), S'NW = graph(h') mit Funk-
tionen h > h' € C(U), wobei h(xzo) = h'(x0) = yo, dh(zo) = dh'(zo) = 0.

Zu v € T,,S mit |v| = 1 betrachte die Kurven

a(t) = (zo + tv, h(zo + tv)): I - S
o (t) = (o + tv, B (w0 + tv)): I —» '

durch p mit &(0) = &'(0) = v. Mit Satz 1.8.1 erhalten wir

&? d?
k(v) = N(p) - wa(O) = @h(mo + tv)|t—o,
1 &2 d?
k' (v) = o= N(p) - wa'(O) = wh'(mo + tv)|¢=0-

Andererseits liefert Taylor-Entwicklung um ¢ = 0 die Abschétzung

2

1
0 < h(zo + tv) — W' (zo + tv) = §t2%(h(wo + tv) — b (2o + tv))|e=0 + o(t?),

wobei o(t2)/t? — 0 fiir t — 0, und wir erhalten k(v) > k'(v) = £ > 0. Da

T

v € T},S beliebig gew&hlt war, folgt die Behauptung. O
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Satz 1.12.4 Sei S zusammenhingend kompakte requlire Hyperfliche im R™H!
mit Orientierung N und Gauss-Krimmung K. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

i) K(p) #0,Vp € S;
i1) Jeder Punkt p € S ist elliptisch.

Beweis. Die Abbildung S 3 p — ki(p) ist aufgrund der Charakterisierung von
k1 nach Satz 1.12.2 stetig.

Nach Satz 1.12.3 besitzt S einen elliptischen Punkt py. OBdA sei I1,, > 0 und
damit auch k;(pg) > 0.

i) = ii) Falls K (p) # 0 fiir alle p, so folgt auch k1 (p) # 0 fiir alle p. Da k1 (po) > 0,
und da S zusammenhiingend, folgt k; > 0 auf S, also auch k; > 0, 1 < i < n;
das heisst, jeder Punkt p ist elliptisch.

ii) = i) Falls jeder Punkt p elliptisch ist, kann k; in keinem Punkt p € S
verschwinden. Da S zusammenhingend, k;(py) > 0, folgt k; > 0 auf S, also
auch k; > 0, 1 <4 <mn, und somit K > 0. O

Definition 1.12.6 S heisst (strikt) konvex im Punkt p € S, falls S ganz auf
einer Seite von T,S liegt (und SNT,S = {p}).

Satz 1.12.4 hat die folgende globale Aussage zur Folge:

Satz 1.12.5 Sei S kompakte, zusammenhingende, regulire Hyperfliche in R*H1
mit Orientierung N, und sei K(p) #0, Vp € S. Dann gilt:

i) N: S — S™ ist bijektiv;

i1) S ist in allen Punkten strikt konver.

Den Beweis kann man zum Beispiel mit Morse-Theorie erbringen. (Siehe Thorpe,
Kapitel 13.)

Definition 1.12.7 p € S heisst Nabelpunkt, falls ky =k, = ... =k, = k.

Beispiel 1.12.3 Die Ebene R™ x {0} C R™"! und jede Sphire ST = 0B,.(0)
bestehen aus lauter Nabelpunkten.

Satz 1.12.6 (Nabelpunktsatz) Sein > 2, und sei S zusammenhingende regulire
Hyperfliche, orientiert durch N, bestehend aus lauter Nabelpunkten. Dann ist
S Teil einer Ebene oder einer Sphire.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir p € S
—dN(p)v = Lyv = k(p)v, Yo € T}, S, (1.12.1)

wobei k = k1: S — R stetig ist aufgrund der Charakterisierung von k; nach
Satz 1.12.2.
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Sei po = (x0,y0) € S, und sei ® = ®(x): U — S lokale Parameterdarstellung
von S um py = ®(z0), wobei U C R™ offen, zo € U. Mit (1.12.1) erhalten wir

o2 ) 8% . (ko d) 0D 829

_61'1‘6.Z’j (NO(I)) - 8:12,' ((koq))‘a—.'ﬂj) - 6.’Ez 8—mj+(koq))8wi6mj

(1.12.2)

fiir alle 1 < ¢ < j < n, woraus insbesondere auch die Differenzierbarkeit von &
ersichtlich wird. Mit der Symmetrie der 2. Ableitungen erhalten wir

d(kod) 8 (ko ®) 0D

6.1:1- 8.’17_7' h 8$]' 6.1:1-

,1<i<j<n

Falls n > 2, konnen wir zu jedem i einen Index j # 4 finden. Da die Vektoren

g—;}; und gTq; linear unabhiingig sind, folgt
k
0ko®) o 1<i<n;
6.’131'

das heisst, k ist lokal konstant. Die Hyperfliche S ist jedoch zusammenhingend;
also gilt k = ko fiir ein ko € R, und L, = —dN(p) = ko id auf S.

Falls ko = 0, so folgt dN =0, also N = Ny, und S ist Teil einer Ebene.
Falls ko # 0, betrachte die Abbidung

Z(p)=p+ky'N(p),p€S.
Mit (1.12.1) folgt
d(Z o ®) = (id + ko 'dN o $)d® = 0;

also Z = Zy, S C 0B, (Zy), wobei r = 1/|ko|. O

1.13 Parametrische n-Flichen

Sei U C R*, m >n, ® € C°(U;R™), mit Differential
d®(z): T,U 2 R" - Tg(zR™

im Punkt z € U.

Definition 1.13.1 & heisst Immersion, falls d®(x) in jedem Punkt x € U
mazimalen Rang hat; das heisst, falls

Rang(d®(z)) = n,Vz € U.

In diesem Fall definiert ® eine parametrische n-Fliche S = &(U) im R™. S
heisst auch immersierte n-Fliche.

Beispiel 1.13.1 4) Sei h € C*(U), U C R™ offen. Dann ist

®(z) = (w,h(z)) € C*(U;R™)
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requlidre Immersion, S = ®(U) = G(h) regulire parametrische n-Fliche in R™1.

ii) Sei a € C°(I;R™), a(t) # 0. Dann ist a regulire Immersion, C = a(I)
regulire parametrische 1-Fliche (immersierte Kurve) in R™.

iii) Stereographische Koordinaten auf S%. Die Abbildung ®: R? — R® mit

(I)(z) (22,1 - |z‘2): = (21,22) € R27

_ 1
1+ 22
ist reguldre, injektive Immersion mit

®(R?) = $*\ {(0,0,-1)}.

iv) Sphérische Winkelkoordinaten auf S?. Die Abbildung ®: U = Rx|—n /2,7 /2[—
R3, mit
®(¢,0) = (cos b cos ¢, cos 8 sin @, sind)

ist reguldre Immersion mit
®(U) = 5*\ {(0,0,£1)}.

Offenbar lassen sich gewisse Hyperflichen (zum Beispiel S?) nicht “global” pa-
rametrisieren.

v) Drehflichen. Sei a(t) = (z(t),y(t)) € C°(I;R?) mit &(t) # 0,y(t) > 0,t € I.
Dann ist die Abbildung ®: U = I x R — R3 mit

B(u,v) = (x(u),y(u) cosv,y(u) sinv)

eine Immersion.

vi) Parametrischer Torus. Sei insbesondere o der Kreis
a(t) = (bcost,a + bsint),0 < b < a.
Dann ist die von a erzeugte Drehfliche
®(u,v) = (bcosu, (a+ bsinu) cosv, (a + bsinu) sinv) € R?
ein Torus.
vii) Sei ®: U =] — 1, L[xR — R® gegeben durch

b (u,v) = ((1 + u cos g) cos v, (1 + u cos g) sin v, u sin g) .

Dann ist ® eine regulire, injektive Immersion, die durch ® parametrisierte
Fliche S = ®(U) ein Mobiusband. Die Klasse der parametrischen n-Flichen
umfasst also auch nicht orientierbare Hyperflichen.

“Lokal” lassen sich immersierte Fliachen stets als Niveauflachen schreiben. Den
folgenden Satz beweist man in der Analysis II.

Satz 1.13.1 (Immersionssatz). Sei ® € C*(U;R™) regulire Immersion mit
E>1,m=mn+1, wobei |l > 1, und seien g € U, 29 = ®(x9). OBdA gelte
zo = 0,20 = 0,d®(0) = (x,0), wobei x eine invertierbare n X n-Matriz ist. Dann
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gibt es eine Umgebung V von 0, sowie einen Diffeomorphismus ¥ € C*(V,R")
und h € C*(V;RY) mit
P o U(z) = (2, h(x)).

Das heisst, nach Parameterwechsel mit U ist das durch ® lokal parametrisierte
Flichenstiick So = ®(Up), wobei Uy = ¥ (V), ein Graph; der Tangentialraum
von Sy ist an jeder Stelle p = ®(¥(z)) = ®(y) gegeben durch

TpSo = {¢ = (&, dh(2)¢); & € R"} = d(® o U)(2)(R™) = im dd(y).

Bemerkung 1.13.1 & muss nicht injektiv sein. Faolls p = ®(z1) = ®(z2), so
ist im allgemeinen
im d®(z1) # im d®(z5).

Das heisst, die Fliche S = ®(U) besitzt am Punkt p € S keinen Tangential-
raum, wohl aber die Flichenstiicke S; = ®(U;) mit geeigneten, geniigend kleinen
Umgebungen U; von x;, i« = 1,2. Die Darstellung von S nach Satz 1.13.1 ist
lokal im Parameterraum U, nicht jedoch im umgebenden Raum R™.

Definition 1.13.2 Sei & regulire Immersion und injektiv. Falls die Umkehr-
abbildung

&1 §=dU)CR™ > R"
(beziiglich der von R™ induzierten Relativtopologie) stetig ist, so heisst ® eine
Einbettung, S eine eingebettete n-Fliche in R™.

Beispiel 1.13.2 Sei h € C®(U), U C R"™ offen. Dann ist fiir jede relativ
kompakte, offene Teilmenge V C U die Abbildung

®(z) = (z,h(z)) € C*(V;R™)

eine Einbettung.

Bemerkung 1.13.2 i) Gemiss Satz 1.13.1 und Beispiel 1.13.2 ist eine immer-
sierte Fliche Vereinigung von eingebetteten Flichensticken S = U,cy®(Uy),
wobei wir fir jedes x eine Umgebung U, wdihlen, so dass ®|y, ein Graph iber
d®(z)(R™) ist. i) Nicht jede injektive Immersion ist auch (global) eine Einbet-
tung; vgl. dazu das folgende Beispiel.

Beispiel 1.13.3 i) Seia: R>t— (1+et)e € C. Jeder Punkt p = a(t) besitzt
eine Umgebung W, so dass o' (W) = U ein Intervall um t und o(U) ein Graph
ist; somit ist a eine Finbettung.

ii) Der Quotientenraum R?/Z?, wo man insbesondere alle einander gegeniiber-
liegenden Punkte x und z + (1,0), bzw. z und z + (0,1) auf dem Rand des
Einheitsquadrats Q = [0,1]> C R? identifiziert, ergibt ein “flaches” Modell fiir
den Torus T, und man kann die Geradenabbildung t — a(t) = wt € R? als eine
Abbildung a: R — T auffassen. Fiir eine irrationale Rotationszahl w ist diese
Abbildung injektiv, jedoch ist die Bildmenge

C = {a(t) mod Z*; t € R}

dicht auf T'. Insbesondere ist jeder Punkt der Kurve C auch Hdufungspunkt von
C, und « ist keine Einbettung.
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Kann man regulére, n-dimensionale Hyperflichen global parametrisieren? - Falls
n > 2, so ist dies aus “topologischen” Griinden im allgemeinen nicht moglich,
wie das Beispiel der Sphire S? zeigt. Jedoch gilt fiir ein reguléire Kurven (n = 1)
der folgende Satz.

Satz 1.13.2 Sei C C R? eine regulire Kurve, und sei C zusammenhingend.
Dann gilt es eine bis auf Anfangspunkt und Orientierung eindeutige Parame-
trisierung a € C*°(I;R?) mit |&(t)| = 1, so dass a(I) = C. Falls C kompakt,
so ist C geschlossen, I = R, und « ist periodisch mit der Periode L = L(C),
a:R/{0,L} - C eine Einbettung; andernfalls ist o injektiv, a: I — C eine
Einbettung.

Beweis. Offenbar muss C' zusammenhingend sein, damit man C' global iiber
einem Intervall parametrisieren kann.

Stelle C lokal dar als Graph iiber einem Intervall und fithre in der so erhalte-
nen lokale Parameterdarstellung Bogenlingenparameter ein. Je zwei derartige
Parametrisierungen a;, az, deren Bilder sich {iberlappen, kénnen wir allenfalls
nach Ersetzen von as durch as(t) = aa(t — to) oder @a(t) = ao(to — t) fiir
ein geeignetes ty aneinanderhéngen. Durch Inklusion der Bilder wird die Men-
ge derartiger lokaler Darstellungen partiell geordnet, und jede total geordnete
Teilmenge besitzt ein maximales Element. Mit dem Zornschen Lemma erhalten
wir eine maximale Parameterdarstellung a: I — C nach Bogenlinge, und «(I)
ist relativ offen in C.

Behauptung 1: o) = C.
Beweis. Sei widerspruchsweise ¢ € C\a(I), §: J — C lokale Parameterdarstel-

lung von C um ¢ nach Bogenlinge, W = W(q) = 8(J). Wegen der Maximalitét
von « gilt W Na(I) = 0. Sei

U= W(g);qeC\a(l)

die Vereinigung aller derartigen Umgebungen. Dann ist U offen, C = a(I) UU,
und CNa(l) # 0 # C NU, im Widerspruch zur Annahme, dass C' zusam-
menhingend.

Behauptung 2: « ist entweder injektiv oder periodisch.

Beweis. Sei a(ty) = a(t;) = p fiir ¢y < 1 € I. Dann folgt a(to +t) = a(ty +t)
fir alle ¢t € R mit t( + ¢t oder t; +t € I; insbesondere folgt I = R, und
a(t+ (t1 — to)) = a(t).

Behauptung 3: « ist periodisch genau dann, wenn C kompakt ist.

Beweis. Falls a periodisch ist mit Periode L, so ist C = «([0,L]) offenbar
kompakt.

Sei umgekehrt C' kompakt, C' C UK | W}, wobei C N Wy, = a(Iy), I C I offen,
k=1,...,K. OBdA sei |I};| = L(a(Ix)) < 1.

Setze J = Uf_, I}, mit |J| < K < oo und a(J) = Ui e(l) = C. Da |a| =1,
ist a stetig zu einer Abbildung a: J — R? fortsetzbar. Da weiter C' kompakt,
folgt a(J) C C, also auch J C I, und somit a(J) C C = a(J).

Jedoch ist J beschrinkt, also J # J. Daher kann a|y nicht injektiv sein. O
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Mit Satz 1.13.2 erhalten wir die folgende Charakterisierung regulérer, zusanm-
menhéngender Kurven.

Korollar 1.13.1 Zusammenhdngende Kurven haben “topologisch” entweder die
Struktur des Kreises S' oder der Geraden R.

1.14 Die Kriimmung parametrischer n-Flichen

Wir beschrinken uns nun wieder auf Hyperflichen, das heisst, auf parametrische
n-Flichen S = &(U) c R™*!. Kann man mittels & (lokal) eine Orientierung N
auf S definieren und die Weingarten-Abbildung sowie die Hauptkrimmungen
von S bestimmen?

Sei @ € C°(U;R"t!) eine regulire Immersion, wobei U C R™ offen und zu-
sammenhiingend. Allenfalls nach Einschrinkung auf einen kleineren Definiti-
onsbereich diirfen wir annehmen, dass S = ®(U) eingebettet ist. Sei zo € U,
€1,-..,e, die kanonische Basis fiir T,,,U = R™, und setze

E; =d®(zg)e;, 1 <i<n.

Da d®(x¢) den Rang n hat, ist En, ..., E, eine Basis fiir T},S, wobei p = ®(z0).

Wir orientieren S beziiglich ® auf kanonische Weise, indem wir die Vektoren
E,,...,E, zu einer positiv orientierten Basis des R"t! ergiinzen.

Definition 1.14.1 Der kanonische Normalenvektor an S in p bzgl. ® ist der
eindeutig bestimmte Einheitsvektor N = N(p) L T,Smit

det(Ey, ..., En,N) > 0.

Beispiel 1.14.1 i) Sein = 2, & = &(u,v). Dann ist der kanonische Norma-

lenvektor gegeben durch
N = P, x ¢,

e, x|’

wobei ®,, = g—i’, etc. Die Weingartenabbildung L(p) und die Hauptkriimmungen
kann man nun bestimmen.

ii) Wir bestimmen die Hauptkrimmungen auf dem parametrischen Torus aus
Beispiel 1.13.1.vi)) mit der Parametrisierung

®(u,v) = ((a + bcosv) cosu, (a + beosv) sinu, bsinv), (u,v) € R?,
wobei 0 < b < a. Berechne

®, = (a + bcosw)(— sinu, cosu, 0)

®, = b(—sinv cosu, — sinv sinu, cos v).
Somit folgt

®, x ®, = (a + bcosv)b(cosu cos v, sinu cosv, sin v);



32 KAPITEL 1. HYPERFLACHEN IN RV+!

das heisst,
N(®(u,v)) = (cosucosv,sinu cosv, sinv),

und wir erhalten

0 ) Cos v
N, = %(No ®)=-L,®, = (—sinucosv,cosucosv,0) = PR P——
sowie
0 . L 1
N, = 6_NO ®=—-L,9, = (—cosusinv, —sinusinv, cosv) = E<I>v.
v
Also sind é: und dze Hauptkrimmungsrichtungen,
Ccos v 1
ki=———"7—"— ky=—-
! a+bcosv’ b
die zugehdrigen Hauptkrimmungen, und
_ COSv
~ bla+ bcosv)

die Gausskrimmung. Beachte, dass K > 0 auf der Aussenseite des Torus und
K < 0 auf der Innenseite.

Allgemein sei (ag )1<i,j<n definiert durch

0

LyBi = — 5

(N o ®)( ZaE 1<i<n.

Dann ist (a )1<Z ,j<n die Matrixdarstellung von Ly, beziiglich der Basis (E;)1<i<n-
Nun ist (E )1<z<n im allgemeinen keine Orthonormalbas1s Wie kann man aus

der Matrix (a])1<i<n die Hauptkriimmungen bestimmen? - Satz 1.12.2 legt es
nahe, die Fundamentalformen I, und 11, zu betrachten mit Koeffizienten

9ij = (Ei, Ej)pn+1, 1 <d,j <n,

bzw.
hir = <LpEi,Ek>]Rn+1 = Z(a EJ,Ek Rn+1 = Za ik = hgi, 1 < i,k <n.
J J
Sei weiter g’l = (gij)1gi,j5n die zu g = (gij)lsi’]Sn inverse Matrix. Es folgt
aj =Y hirg", (1.14.1)
k
und wir erhalten die Darstellungen
— 1 Jy — 1 i_ 1 ji
H=—tr(a}) =~ Za == Z hijg’, (1.14.2)
J
sowie det(hi)
K = det(a?) = det(h;;) - det(g") = S id) 1.14.3
€ (az) € ( l]) € (g ) det(g,,) ( )

der mittleren und der Gaussschen Kriimmung.
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Definition 1.14.2 Die Matriz g = (9ij)1<i,j<n it die Darstellung der Metrik
auf S beziiglich ®, kurz: der metrische Tensor; die Matriz h = (hij)i<ij<n
ist die kanonische Darstellung der 2. Fundamentalform beziiglich ®.

Bemerkung 1.14.1 i) Fiir den Fall n = 2 findet man in vielen Biichern die

“klassische” Notation g = (E

r G)’ etc. Diese Notation werden wir nicht

verwenden.

ii) Sehr praktisch hingegen ist der Gebrauch der Einsteinschen Summen-
konvention, gemdss derer iber doppelt auftretende, einmal oben und einmal
unten stehende Indices stillschweigend summiert wird. Die Gleichung (1.14.2)
lasst sich damit vereinfacht in der Form H = %hikg’”' schreiben, wobei

h,’kgkl = Z hikgkl,etc..
1<k<n

ii1) Fine weitere praktische Notation ist das Heben und Senken von Indices
mit der Metrik, bzw. der Inversen. So liefert z. B. der Ausdruck

hi = hirg"?

gemdss (1.14.1) eine handliche Notation fiir die Matriz-Darstellung ag der Abbil-
dung L,S beziiglich der Basis (E;)1<i<n. Konsequenterweise werden wir spiter
auch © = z'e; schreiben, sobald die Unterscheidung zwischen Vektoren, deren
Komponenten oben indiziert werden, und Kovektoren mit tiefstehenden Indices
relevant wird. Einstweilen benutzen wir jedoch weiter die vertraute Notation.

Im folgenden benutzen wir zur Abkiirzung die Notation

2
q)w':@@ o°®

— - 1<4,7<n
i dz;’ TiTj 6.@1'6.73]‘7 S, >

etc., so dass E; = ®,,, 1 <i <mn, und
9= (9ij)1<i,j<n = d®'d® = ((Bz;, Bz, )rn+1)1<i,i<n
sowie
O(N o ®)
65[31'
0

= _6:1:~ <(N o @), (bmj)R"‘H + <(N o ‘I)), (I)mﬂj)]R""'l

= (NO q)7q)wiwj>]R"+17 1 S 7’7.7 S n.

hij = —( @ Jmnt1

Beispiel 1.14.2 i) Drehflichen. Sei a(t) = (¢(t),1(t)) € C*°(I;R?) nach Bo-
genlinge parametrisierte regulire Kurve mit ¢(t) > 0, parametrisiert nach Bo-
genlinge mit ' (t) +¢'*(t) = 1, und sei

®(u,v) = (p(u),cosvip(u),sinv (u))

die Darstellung der von o erzeugten Drehfliche.
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Bs gilt
By = 9% u,) = (' (w), cos v (u), sim v/ ()
By = g_‘f(u,u) — (0, — sinw h(w), cos v (w)),
so dass

gi1 = @'2 +¢'2 =1, g12 = 0= ga1, goo = ¥*.

Weiter erhalten wir

N = gt = (), cosv/(u), —sino g/ u)
und somit
O(No®
hi = — ( 80 ) ‘B, = —(@b"go' _¢II¢I)7
u
O(Nod
h12=—%'E2=0=h21,
u
O(No®
hao = —% By = ¢'ih.
v

Mit der Identitdt
20"’ = () = — (") = —2"y/
folgt die Gleichung fiir die Gausssche Kriimmung

_det(hy) = (W19 — ") =" + "'y

 det(gy) P2 (0
A S N
= w(cp +9'7) m

sowie, mit

== (5 ).

die Gleichung fir die mittlere Kriimmung

1@ =" = ¢
2 ¥ ‘

1 o1
H = Shijg" = 5 (hi + ¢ hgs) =

ii) Graphen. Sei U C R?, f € C®°(U),
S =G(f) = {(uw,v, f(u,v)); (u,v) € U}

mit Parameterdarstellung

®(u,v) = (u,v, f(u,v)).
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Es gilt
By = @y (u,v) = (1,0, fu),
Ey = @y(u,v) = (0,1, fo),
damit
g=)= ("7 ),
und weiter
N FiXBr  (—fu=foul) _ (~fufu)
B x B2l 1+ 2+ V1+[VfP
also auch

= (. 92\ _ 1 fuu fuv)
h— (hz]) - (N 61.1627]) - W (fuv fvv ’

Setze zur Abkiirzung

W =+1+|Vf]
Mit
detg = (1+ f2)(1+ f2) — fafs = W?,
bzw.

deth = (fuufvv - 31,)/W23

folgt aus (1.14.3) die Darstellung

_ Juufov — 31; _ det(Hess(f))

K Wi L+ VPR

eine Gleichung vom Typ der Monge-Ampeére-Gleichung.
Weiter gilt

- iy L (1+f2 —fuf
1 — i) — v uJvu \ .
g (g ) W2 <_fufv 1 + fz% ’
also erhalten wir fiir die mittlere Kriimmung die Gleichung

1 1

H = ihijgji = W(fuu(l +f3) _quvfufv +fvv(1+f3))
1., \%i
=—div| ——— | .
2 <\/1+ IVf|2>

i) Fiir n-Graphen in R"*1 kénnen wir K und H analog berechnen. Sei U C R”,
feC=({U), und sei S der Graph

S =G(f) ={(z, f(2));z = (1,...,20) € U}
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mit Parameterdarstellung
Es gilt

und somit
L+ fa, foifos-
9= 9ihi<ij<n = (0i5 + foifa;)i<ijen = ( o '

Weiter folgt

— (_fwla_fzza"'a_fw"a]-) — (—Vf,].)
VIFR +2+.+2 I+ [V

und wir erhalten

1
W(fwwj)lszusn-

Die Bestimmung von K und H gemiiss (1.14.2) und (1.14.3) scheint zundchst
recht aufwendig. Man kann die Rechnung jedoch durch Ausnutzen von Symme-
trien stark vereinfachen. Es sei zundchst xo € U ein Punkt mit

df (zo) = (f2,,0,...,0).

Mit der Notation 1, = diag(1,...,1) folgt

0 1,)° 0 1,/

also erhalten wir die Gleichungen

h = (hij)i<ij<n = (N - ®ayz;)1<ij<n =

_ det(Hess(f))
K= Gyt STnE (1.14.4)
sowie
1 (v
H = —div, ( — |Vf|2> , (1.14.5)

wie im Fall n = 2. Der allgemeinen Fall folgt nun aus der Invarianz dieser
Ausdriicke unter Translationen und Drehungen im Parameterbereich. Seien dazu
zo €U, R € SO(n). Ersetze ® durch die Parametrisierung

®(y) = ®(zo + Ry), y € U = {y;20 + Ry € U},

mit Metrik
§ = dd'd® = R'(d®'d®)R = R'gR
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und 2. Fundamentalform

~ 2 $
h=|N- e = R'AR.
0yidy; 1<i,j<n

Es folgt
det § = detg-det Rt - det R = det g
und analog B
det h = det h,
also auch
T

Wegen Invarianz der Spur eines Produktes von Matrizen unter zyklischer Ver-
tauschung erhalten wir die Gleichung

~ 1 ~ 1 1
H=— iy == thg ! = — -1y = H.
ntr(hg ) ntr(R hg "R) ntT(hg )

Schliesslich gilt auch |V f| = |Vf|, Hess(f) = RtHess(f)R und daher
div, (Vf) = tr(Hess(f)) = tr(Hess(f)) = div(Vf).

Indem wir zu vorgegebenem xo € U ein R € SO(n) so wihlen, dass fir f(y) =
f(zo + Ry) gilt 3 }
df(()) = df(.’li'())R = (fy1)05 .. 70)5

erkennen wir die allgemeine Giiltigkeit der Darstellungen (1.14.4), bzw. (1.14.5)
fir K und H.

1.15 Bernstein-Theorem

Einer der beriihmtesten Sitze der klassischen geometrischen Analysis ist das
folgende Theorem von S. Bernstein.

Satz 1.15.1 (Bernstein, 1916) Sei S = G(f), f € C*°(R?) ein Graph iiber der
Ebene (ein “vollstindiger Graph”) mit mittlerer Kriimmung

1. vf _

Dann ist f eine affin lineare Funktion, S eine Ebene.

Der Beweis benutzt entscheidend die Voraussetzung, dass der Grundraum 2-
dimensional ist; vergleiche jedoch die Bemerkung am Schluss des Abschnitts
beziiglich der Verallgemeinerung von Satz 1.15.1 auf hthere Dimensionen.

Beachte, dass (1.15.1) nach Ausdifferenzieren dquivalent ist zur Gleichung

Fuu(L+ £2) = 2fun fufo + fou(1 + f2) =0. (1.15.2)



38 KAPITEL 1. HYPERFLACHEN IN RV+!

Lemma 1.15.1 Es ezistiert F € C*(R?) mit

2
Fuu: 1+fu: Fuv = fufv
w. w (1.15.3)
F — ]‘+fv F — fuf’l)
Vv W v )

wobei W = /1 + |V f]2.
Beweis. Aus (1.15.1), bzw. (1.15.2) erhalten wir die Gleichung
(fufv) _ (1 + fﬁ) _ (Fuuko + fufuw = 2fufun) L + £2 + f7)

w w w3

w3 w3

= D a0+ £2) = 2 fudu + fu0 + £2)) = 0.

Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Funktion
g € C®°(R?) mit

1+ fa fufo
= du g July 1.15.4
R TR (1.154)
Analog existiert h € C°°(R?) mit
fufv 1+ 7
L Ly N 1.15.5
W W ( )

Da mit (1.15.4), (1.15.5) offenbar auch gilt h, — g, = 0, existiert F € C*(R?)
mit

F,=g, F, =h,
und (1.15.4), (1.15.5) sind #quivalent zu (1.15.3). O
Die Funktion F' aus Lemma 1.15.1 erfiillt offenbar die Gleichung
1+ 2 + 2
Fuquv - (Fuv)2 = %2 _fv =1. (1156)

Lemma 1.15.2 Falls F € C®(R?) die Gleichung (1.15.6) lést, so ist F ein
Polynom hdchsten 2. Grades.

Beweis (nach J.CC. Nitsche, Annals of Math. 66 (1957), 543-544). Gleichung
(1.15.6) ist dquivalent zu der Bedingung

det(Hess(F)) = 1;

die Funktion F ist also entweder konkav oder konvex. Im folgenden fithren wir
den Beweis im Falle, dass F' konvex ist;

Behauptung 1: Die Abbildung

®: w=(u,v) = z=(z,y) =w+ VF(w)
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ist ein Diffeomorphismus von R? auf sich.

Beweis: Schitze ab
(®(w) — ®(w'),w —w') = |w—w'|? +(VF(w) - VF(w'),w — w')
= jw—w'? + /l(w — !, VdF(w' + 9w — w')) (w — w'))
> [w - w'[% 0
also ist ® expandierend im Sinne, dass gilt
|®(w) — ®(w')| > |w—w'|. (1.15.7)

Insbesondere ist @ injektiv und @ ': U — R? stetig, wobei U := ®(R?).
Letzteres sieht man schnell ein mit dem Folgenkriterium, welches auch die
Abgeschlossenheit von U liefert. Sei dazu (zj) eine Cauchy-Folge in U mit
zr = ®(wg) = 2z (k = o0). Mit (1.15.7) folgt dann Konvergenz |wy — wy| <
lzr — 2z1] = 0 (k,l — o0), also w, — w, und die Stetigkeit von ® ergibt
®(w) = z € U. Da & offenbar auch ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist U
zudem offen, also U = R2. O

Identifiziere w = (u,v) € R? mit u + iv € C, etc. Betrachte die Abbildung
¥:C — C mit

U(w) =u— Fy(w) —i(v— F,(w))

und setze ( = T o L.

In reeller Notation erhalten wir

o 1+Fuu Fuv
d‘I’(“’)‘( Fuy 1+Fw)’

also
- 1+ F, —-F
dd 1 _ XY uv D,
( (’U))) ( _Fuv 1 + Fuu) /
wobei (1.15.6) fiir D den Ausdruck liefert
D = det(d®(w)) = (1 + Fuu)(1 + Fyp) — F2, =2+ Fyy + Fyy.
Weiter gilt
1- Fuu _Fuv
d\I’(w) N ( +Fuv _1+Fvv) ’
also, wiederum unter Benutzung von (1.15.6),
1 (F,, — F —2F,
— -1 _ - vV uu uv &1
(2) = avw)aaw) =5 (Pt 2 ) w—e)
Beachte, d¢ ist C-linear mit

) () 2 (P = Fu) + 2iF0) a0
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die Abbildung z + ((z) ist also holomorph.
Weiter gilt

1 .

|d<-(z)|2 = ﬁvav —Fuu + 21Fuv|2
— (Fuu+Fvv)2 _4Fuquv +4F3v — (Fuu+Fvv)2 —4 <1
D? 2+ Fyu + Fp)?

(1.15.8)

Nach dem Satz von Liouville ist d¢ also konstant. Die Aussage des Lemmas folgt
nun aus der

Behauptung 2: F,,, = Fuuy = Fuyy = Fypw = 0.

Beweis: Seien c1,c2 € R Konstanten mit

Fvv - Fuu Fuv
W gy, —— % = 1.15.
2% Fput Foy U 24 Fpu+ Fyy (1.15.9)
wobei mit (1.15.8) folgt
3 +4ck = |d¢(2)]? < 1. (1.15.10)

Auflésen von (1.15.9) ergibt
(1 - cl)Fvv - (1 + cl)Fuu = 2017 Fuv = 02(2 + Fuu + Fvv)a

und nach Differenzieren folgt

(1 - Cl)Fuvv = (1 + Cl)Fuuua (1 - Cl)Fvvv = (1 + Cl)Fuum (11511)
bzw.
Fuu’u = C2 (Fuuu + Fu’uv); Fuv'u = C3 (Fuuv + Fv'vv)- (11512)
Setzen wir (1.15.11) in Gleichung (1.15.12) ein, so erhalten wir das Gleichungs-
system
2c
( l‘c - 1+31> (Fuuv) =0
_ﬁ 1 F’U/U’U
fiir Fyyy und F,,,, welches wegen (1.15.10) als Losung nur Fyyy = Fupy = 0
zuléisst. Der noch fehlende Teil der Behauptung folgt nun aus (1.15.11). d

Der Fall einer konkaven Funktion F' lisst sich vollkommen analog mit Hilfe der
Abbildung B

@:w=(u,v) » z=(z,y) =w— VF(w)
behandeln. 0
Beweis von Satz 1.15.1. Geméiss Lemma 1.15.1 und 1.15.2 gibt es Konstanten

C1,C2,C3 € R mit

T+ f2  fufo  14+f2

W =<1, W 25 W 3.
Insbesondere folgt die quadratische Gleichung

I+W2=Q+ )+ 1+ f)=(c1 +c3)W

fiir W; da W € C, folgt W = const. und damit f, = const., f, = const. O
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Bemerkung 1.15.1 Der Bernsteinische Satz bleibt richtig fiir Dimensionen
n < 7; das heisst, es gilt

Satz 1.15.2 (De Giorgi (n = 3), Almgren (n = 4), Simons (n = 5,6,7)). Sei
f € C®(R"™) eine Lisung der Gleichung

Vf PR

und sein < 7. Dann ist f affin linear.

Fiir n > 8 ist Satz 1.15.2 nicht mehr richtig; siehe Bombieri-De Giorgi-Giusti,
Inv. Math. 7 (1969), 243-269. Dies hat interessante Konsequenzen fiir die Regu-
laritdtstheorie “schwacher” Lésungen der “Minimalflichengleichung” (1.15.1);

vergleiche zum Beispiel J.C.C. Nitsche: Vorlesungen iber Minimalflichen, Sprin-
ger, Grundlehren 199, Abschnitt 180, S.117-119.

1.16 Der Satz von Alexandrov-Hopf

Ein weiteres berithmtes Ergebnis der klassischen Differentialgeometrie ist die
Charakterisierung kompakter Hyperflichen konstanter mittlerer Kriimmung.

Satz 1.16.1 (H. Hopf (1950/51), Alezandrov (1956-59)). Sei S C R zu-
sammenhingende, kompakte, regulire Hyperfliche (mit Orientierung N ), und
sei H = const. Dann ist S eine Sphdre.

Bemerkung 1.16.1 Uberraschenderweise ist Satz 1.16.1 falsch fiir immersier-
te Flichen. H. Wente (Pac. J. Math. 121 (1986)) hat eine Fliche vom Typ des
Torus gefunden mit konstanter mittlerer Kriimmung (Wente-Torus).

Der Beweis von Satz 1.16.1 beruht auf dem dem Maximumprinzip fiir el-
liptische partielle Differentialgleichungen. Leider konnen wir dieses analytischen
Hilfsmittel hier nur zitieren. Eine gut lesbare Einfiihrung in den Themenkreis der
partiellen Differentialgleichungen findet man zum Beispiel in Gilbarg-Trudinger,
Elliptic partial differential equations of second order, Springer, Grundlehren 224.

Weiter verwenden wir das Alexandrov-Spiegelungsprinzip. Zu vorgegebe-
nem £ € S™, X € R sei dazu H) ¢ die Hyperebene

Hye={zeR"z-£=)}.

Fir A < maxzes& -2 = Ao nahe bei Ag zerlegt Hy ¢ die Hyperfliche S in zwei
(nicht notwendig zusammenhéngende) Teile, von denen einer als Graph

Sx=6(f)
tiber einem Teil von Hy ¢ dargestellt werden kann.

Nach Spiegelung der Fléche Sy an H) ¢ erhalten wir die Fliche
Sy =G(=1).
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Diese hat beziiglich der gespiegelten Normalen N dieselbe konstante mittlere
Krimmung H = H wie S.

Lemma 1.16.1 Fiir alle £ € S™ gibt es genau ein A = X(£), so dass S symme-
trisch ist beziiglich Spiegelung an Hy ) ¢ -

Beweis. i) Verkleinere \ solange, bis fiir A = \; die gespiegelte Fliche Sy, die
urspriingliche Flidche S in einem Punkt p beriihrt. Dieser “erste” Beriihrpunkt
kann entweder im Innern oder auf dem Rand von S), liegen.

In einer Umgebung W eines inneren Beriihrpunktes p kann man S und Sy, als
Graphen SN W = G(h), Sy, NW = G(h) iiber einem Teil des gemeinsamen
Tangentialraums T,S = T,S schreiben, wobei h > h,h(p) = h(p); fiir einen
Beriihrpunkt am Rande erhalten wir eine analoge Darstellung iiber einem in T},
enthaltenen Halbraum.

Zudem stimmen die Normalen N(p) und N(p) iiberein. Um dies einzusehen,
diirfen wir annehmen, dass N nach “Aussen”, das heisst, in die unbeschrinkte
Komponente von R™"*1\ S zeigt, also weg von der fiir A > \; im “Innern” von
S liegenden Fliiche S - Fiir A | A1 bewegen sich die Flachen S \ in der Nahe von
p daher einerseits annidherungsweise in Richtung N(p), andererseits aber nach
Konstruktion auch in Richtung N (p). Ein Beriihrpunkt am Rande kann zudem
nur auf der Spiegelungsebene H) ¢ liegen, und in diesem Fall muss zusétzlich
gelten N(p)-£ =0.

Allenfalls nach einer Drehung des Koordinatensystems diirfen wir annehmen,
dass N(p) = N(p) = ent+1. Gemiss Beispiel 1.14.2 erfiillen dann h und h die
Gleichung (1.14.5) auf einer geniigend kleinen Kugel oder Halbkugel

B = Bg(0), bzw. B_ = {z € Bg(0);z-£ <0} C T,S. (1.16.1)
Schreibe Gleichung (1.14.5) in der Form

nH = div v/ = ! (5-- _ Suis )f 25
VIHIVIE) VI+VEY 14|V
= Aij(vf)fzn:j:

wobei

2 _ Ip€]®
7 — e o leP
z 3
VI+pP T /T4 p]?

fiir alle £ € R”,p € R”. Die glatte Funktion g = h— h geniigt dann der partiellen
Differentialgleichung

0= div (L) | YR
a V1+|Vh]2 7
VA V1+I[Vh[ (1.16.3)
= Aij (Vh)gwimj + (Aij (Vh) - Aij (Vh))hwzmj
=: 04§ (2)92;0; + ai(T)gs, in B, bzw. in B_

Ay (p)E'E = (1.16.2)

mit glatten Koeflizientenfunktionen

aij(z) : = Aij(Vh(2)), 1 <i,j <,
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und
ax(x) = / 1 %Amvﬁ(m + I(VA(@) = Vh(@)))hasay (@) b, 1 <k < 1.

Gemiiss (1.16.2) ist die Gleichung (1.16.3) gleichmiissig elliptisch. Weiter
gelten die Bedingungen
g(z) > 0= g(0), (1.16.4)

und insbesondere
Vg(0) =0. (1.16.5)

Das Hopfschen Randpunktlemma und das starke Maximumprinzip, die
wir nachfolgend als Satz 1.16.2, bzw. Satz 1.16.3 zitieren, liefern sodann die
Identitit h = h; die gespiegelte Flache und die urspriingliche Flache stimmen
also in einer relativ offenen Menge von Punkten {iberein. Andererseits ist diese
Menge aus Stetigkeitsgriinden auch abgeschlossen. Da S nach Voraussetzung
zusammenhingend ist, erhalten wir die behauptete Spiegelsymmetrie von S.

ii) Offenbar ist A = A(£) eindeutig bestimmt. Wire namlich S symmetrisch
sowohl beziiglich Spiegelung an H), ¢ als auch beziiglich Spiegelung an H), ¢
fiir A2 > A1, so wire S periodisch mit Periode 2(A2 — A;). Die Fliche S ist
jedoch nach Annahme kompakt. O

Satz 1.16.2 (Hopf-Randpunktlemma; vgl. Gilbarg-Trudinger, Lemma 3.4, S. 34):
Es sei g € C™°(B_) Losung der gleichmdssig elliptischen Gleichung (1.16.3),
wobei B_ die in (1.16.1) definierte Halbkugel ist, und sei die Voraussetzung

(1.16.4) erfiillt. Dann gilt £ - Vg(0) < 0, oder g = 0.

Satz 1.16.3 (Starkes Mazimumprinzip; vgl. Gilbarg-Trudinger, Theorem 3.5,
S. 35)): Sei g € C°(B) Lésung der gleichmissig elliptischen Differentialglei-
chung (1.16.3). Falls g im Innern von B ein lokales Mazimum annimmt, so ist
g = const.

Beweis von Satz 1.16.1. Allenfalls nach Verschiebung des Koordinatenur-
sprungs konnen wir annehmen, dass

Ae))=0,1<i<n+1.

Betrachte sonst #; = z; — A(e;)-
Behauptung 1: A(§) = 0 fiir alle &.

Beweis. Die Spiegelebene H)) ¢ ist auch Spiegelebene fiir die an den Hyper-

ebenen H; = Hy ., gespiegelte Hyperfliche S; = S. Also ist auch die an H;
gespiegelte Hyperebene H)y(¢) . Symmetrieebene von S.

Durch sukzessive Spiegelung von H A(6),6 an allen H; geht Hy ¢ iiber in Hy _¢ =
H_y¢; also ist S symmetrisch zu H_j) . Eindeutigkeit von A = A(£) liefert
A(€) = —A(€); das heisst, A(£) = 0. -

Behauptung 2: Sei 0 # z € S. Dann gilt Rz € S fiir alle R € SO(n + 1); das
heisst, dB,(0) C S fiir r = |z| > 0.

Beweis. Die Drehung des Punktes z in den Punkt y = Rz kann auch durch

Spiegelung von x an der Hyperebene Hy ¢ dargestellt werden, wobei £ = ﬁ
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O
Da S reguldr und nach Annahme zusammenh#ngend ist, folgt mit Behauptung
2, dass S = 0B,(0) fiir ein geeignetes r > 0. O

1.17 Weierstrass-Darstellung von Minimalflichen

Sei U C R? offen, ® € C®(U;R?) regulire Immersion. OBdA sei S = ®(U)
eingebettet.

Definition 1.17.1 Die Parametrisierung ® heisst konform, falls
g =d®'d® = \-id
mit 0 < A = A(u,v) € C*®(U); das heisst, falls gilt
911 = B> = |®,]* = g22 = A, (1.17.1)
g2 =921 = Py - &y = 0. (1.17.2)

In diesem Fall heissen (u,v) = w isotherme Koordinaten auf S.
Bemerkung 1.17.1 ® ist konform genau dann, wenn d® winkeltreu ist.

Beweis. ® ist konform genau dann, wenn fiir alle V,W € T, R? = R? gilt
dB(w)V - dB(w)W = VigW = AV - W,
also genau dann, wenn gilt

VW de(w)V - dd(w)W
VW]~ |d®(w)VI|d®(w)(W)|’

O

Die folgende Darstellung der mittleren Kriimmung in konformen Parametern ist
sehr niitzlich.

Satz 1.17.1 Beziiglich isothermer Parameter w = (u,v) gilt

AD =&, + B,y = 2HO, x &,
Beweis. Sei p = ®(w) beliebig. Aus (1.17.1) und (1.17.2) folgt
1 1
<<I>uu:<1>u) = §|<I>u|i = §|(I)v|i = <(I)uva<1>v) = <(I)vaq)u)v_<¢vvaq)u> = _<(I)vva(1)u)a

also
(AD,D,) = (Pyy + Pyy, Py) =0.

Analog erhalten wir
(AD, ®,) = 0;
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das heisst,
A® 1 T,S = span{®,, ®,}.
Somit ist A® proportional zu N(p) = %. Es folgt
A® = ad, x By,

wobei

3, x B, A®, N B
X =4 ) —Mztr(hg Yy =2H.

— (A® = _
a={ ’|<I>ux<1>v|2) 1By x By A

Beispiel 1.17.1 i) Das Katenoid (Kettenfliche) hat die Darstellung
®(u,v) = (u, —sinv coshu, cosv coshu), u,v € R2.
Mit
®,(u,v) = (1, — sin v sinh u, cos v sinh )
®,(u,v) = (0, — cosv cosh u, — sinv cosh u)
erhalten wir
|®,]2 = 1 + sinh® u = cosh® u = |®,[%, &, - &, = 0.

Weiter gilt
A% = (0,0,0);

also H =0 gemdss Satz 1.17.1.
it) Das Helikoid (Wendelfliche) mit Darstellung
®(u,v) = (v,cosvsinhu,sinvsinhu), u,v € R?,
erfillt ebenfalls die Gleichungen
[®,]2 = cosh®u = 1+ sinh®u = |®,[%, &, - &, =0

sowie
AP =0,

besitzt also ebenfalls mittlere Kriimmung H = 0.

Definition 1.17.2 Eine immersierte Fliche S = ®(U) mit verschwindender
mittlerer Kriimmung H = 0 heisst Minimalfliche.

Mit Hilfe der komplexen Analysis kann man Integralformeln zur Darstellung
von Minimalflichen gewinnen, die Weierstrass-Darstellung.

Sei dazu w = (u,v) X u+ive UCR2=C, 7 = (24,722,723 =d+i¥: U —» C3
analytisch. Mit den komplexen Differentialen

5= 0 _1(0 .90
“ow 2\0u " '6u)’

b0 _1(0 .0
Tow 2\ouw ‘o)
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konnen wir den Laplace-Operator in der Form

_ 0? 0?
A=400=—+ — 1.17.
00 902 T 9o (1.17.3)
darstellen.
Analytizitdt von Z ist dquivalent zur Cauchy-Riemann Gleichung
= 1
0Z = 5((<I>u —U,)+i(®, +T,))=0 (1.17.4)

Mit (1.17.3) folgt
AZ = A® +iAT = 4097 = 0.

Weiter erhalten wir aus (1.17.3) die Gleichung
(0Z)* =0Z-0Z := i(@zif = 1((<I>u +¥,) +i(¥, — ®,))?
- 4 (1.17.5)
= (9, —i9,)? = (¥, +iV,)? = (|®,]> — |®,[?) — 2i®, - ®,,

und analog fiir ¥, wobei wir komponentenweise komplexe Multiplikation ver-
wenden.

Satz 1.17.2 Sei Z = ®+i¥: U — C? analytisch auf U C R? = C mit 0Z(w) #
0 fir alle w € U, und sei 0Z - 0Z = 0. Dann sind & = Re(Z) und ¥ = Im(Z)
isotherme Darstellungen von isometrischen Minimalflichen (mit g® = g% ).

Beispiel 1.17.2 Betrachte die analytische Funktion

Z(w) = (w, sin(iw), cos(iw)), w = u +iv € C.

07(w) = % (— _ i—) Z(w) = (1, cos(iw), i sin(iw))

erhalten wir
0Z -8Z =1 — cos®(iw) — sin”(iw) = 0.

Mit Hilfe des Additionstheorems

sin(iw) = sin(iu — v) = cos(v) sin(iu) — sin(v) cos(iu)
= i cos(v) sinh(u) — sin(v) cosh(u)

cos(iw) = cos(iu — v) = cos(v) cos(iu) + sin v sin(iu)
= cos(v) cosh(u) + isinvsinh u

konnen wir Z zerlegen
7 =® 410,

wobet
®(u,v) = (u, — sin(v) cosh(u), cos(v) cosh(u))
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das Katenoid aus Beispiel 1.17.1.1) darstellt und
U (u,v) = (v, cos(v) sinh(u), sin(v) sinh(u))
das Helikoid aus Beispiel 1.17.1.ii).
Diese Flichen lassen sich daher durch Drehung
Z = Zo(w) = e Z(w), a €R,
isometrisch ineinander dberfihren, wobei
® = Re(Zy)
die Darstellung des Katenoids ergibt und
U =Re(Z_z)
diejenige des Helikoids.

Satz 1.17.3 (Weierstrass-Formel). Sei U C R? = C offen und zusammen-
hingend, und sei f: U — C\ {0} holomorph (analytisch). Dann sind Real-
und Imaginarteil der durch die Wegintegrale der Vektorkomponenten definierten
analytischen Funktion

w [ (1= )FQ
Z(w) = / S+ )0
0 20O

isometrische Minimalfiichen in R3.

Beweis. Offenbar ist Z analytisch, und

0Z(w) = ((1 - w’) f(w), —i(1 + w?) f(w), 2wf (w))
erfiillt
0Z(w))* = (1 - w?)* = (1 +w?)* + 4w?) f*(w) = 0.

O

Bemerkung 1.17.2 Man kann g(¢) = ¢ durch eine beliebige holomorphe Funk-
tion g: U — C ersetzen.

Beispiel 1.17.3 Fiir f =1 liefert Satz 1.17.8 die Darstellung

w( 1= w4
Zw)= [ =0+ ) de= | i+ ) | = B0+ i),

2¢ w?

u—"?3+uv2
d(w) = | v+ou? -2
u? —v?

die Ennepersche Minimalfidche darstellt und

v+’§—3—uzv
T(w) = | —u— % 4 up?

2uv

wobei

die dazu “konjugierte” Minimalfliche.
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1.18 Geometrische Bedeutung der Gaussschen
Kriimmung

Sei S = ®(U) C R™"' eingebettete, regulire Hyperfliche mit Metrik g =
d®(z)t - d®(z)), wobei ® € C°(U;R™1, U C R" offen und zusammenhéingend.

Definition 1.18.1 i) Das n-dimensionale Volumenelement auf S beziiglich der

Parametrisierung ® ist
dvol = +/det gdx,

wobei dx das Volumenelement auf U C R™ beziiglich der euklidischen Metrik ist,
das heisst, das Lebesgue-Mass.

i) Fiir f € C*(8) ist dann
/ fdvol =/ f(@(x))\/det g(x) dz.
S U

ii) Insbesondere definiert der Ausdruck

Vol(S) z/ Vdet gdz

das n-dimensionale Volumen von S.

Beispiel 1.18.1 i) Sei S die obere Halbsphiire
S=87={z=(y,2) ER" xR;|z|=1,2> 0}
mit Parametrisierung
®(y) = (v, V1-y]*), y € B1(O;R") = B.
Unter Ausnutzung der Symmetrie ist es nicht schwer, die Gleichung

P _ 1
22 11—yl

det(g(y)) =1+ —%

2u verifizieren, und man erhdlt mit

dy 1
wn = Vol(S™ 22/7:20.)",1 —_—
(5% B1-y| o V1—1r?

eine Rekursionsformel zur Bestimmung des Volumens w,, der n-dimensionalen
Standardsphdre. Die Beziehung wog = 2 fihrt so rasch zu den Formeln wn =
A )2 = 27, wy = 2wy = 4, ete.

N

Sei N: S — S™ die Gauss-Abbildung auf S, und betrachte <i> =No
= o(U)

N o ® eine Immersion ist, so definiert & lokal eine Fliiche S
mit Metrik

. Falls
= N(5)

9ik = (N o (I))Z‘i : (N 0 (I))mk = a'ggjlaiﬂ
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wobei (a?) die Darstellung der Weingarten-Abbildung L, = —dN (p) ist beziiglich
® mit .
(N o®),, =dN - ®,, = —a]P,,;

das heisst, .
det § = (det(al))? det g = K det g,

und wir erhalten

Satz 1.18.1 Sei N o ® regulire Finbettung. Dann gilt
Vol(N(S)) :/ |K|+/det g do = / K| dvol.
U s
Insbesondere folgt

Satz 1.18.2 Fiir p = ®(xo) € S sei B,.(p; S) = ®(B,(x0)),r > 0. Falls K(p) >
0, so gilt

.. Vol(N(B,(p;5)))
K@) =l < B0 9)

Beweis. Falls K (p) # 0, so ist L, invertierbar und dN(p) hat maximalen Rang.
Gemiss dem Immersionssatz ist dann

No®: B,(zg) > S

fiir geniigend kleine r > 0 eine reguldre Einbettung. Die Behauptung folgt nun
aus Satz 1.18.1.

O

1.19 Die geometrische Bedeutung der mittleren
Kriimmung

Sei § = E(U) eingebettete, regulére Hyperfliche mit Orientierung N, wobei
® € C®(U;R*1), U C R™*! offen, U kompakt, und sei ¢ € C§°(U).

Fiir |¢| << 1 definiere ®. € C°°(U,R"*1) durch
b, (z) := ®(x) + ep(zx) N(®(x)), z € U.

Beachte, dass . fiir geniigend kleine € € R injektiv ist; weiter hat die Projektion
(id + ep(z)dN(®(2))d®(2)): T,S — T,S

des Differentials d®.(z) in den Tangentialraum T,S in allen Punkten z € U

maximalen Rang , wobei p = ®.(z), z € U. Die Abbildung ®. ist also ebenfalls
eine C°-Einbettung mit ®.(U) = S, c R**+1,

Definition 1.19.1 Die Schar (S.) heisst normale Variation von S.
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Wir berechnen den Flicheninhalt der “Vergleichsflichen” S fiir |e| << 1. Mit
ge = d®'d®. = (d® + cpd(N o ®))!(d® + epd(N o ®))

folgt

(9)ir = gix — ep(hig + hii) + O(€®) = ga (8}, — 2609 hyni) + O(E?).
Da weiter gilt g'™hy,;, = al, sowie

det(1 — 2epL,) = 1 — 2eptr(L,) + O(e®) = 1 — 2nepH + O(?),

erhalten wir

det g. = det gdet(1 — 2epL,) + O(e?) = det g(1 — 2nepH) + O(e?);
also

Vdetge = \/det g(1 — nepH) + O(e).

Es folgt:

Vol(S:) = Vol(S) — En/ @Hdvol + O(?).
s

Satz 1.19.1 £ Vol(S.)|.—o = —n [q ¢Hdvol.

Bemerkung 1.19.1 Minimalflichen sind also genau die Flichen mit stati-
ondrem Volumen beziiglich normaler Variationen.

1.20 Fokalpunkte

Sei S = ®(U) eingebettete, reguléire Hyperfliche mit Orientierung N, wobei
® € C°(U;R™1), U C R" offen, U kompakt.

Setze ® fort auf U x R C R™*! durch

&(z,t) := ®(z) + tN(D(z)).
Beachte, dass fiir x € U, t = 0 die Matrix

d®(2) = (d®(z), N(2(2)))

den Rang n + 1 hat; ® ist also ein C°°-Diffeomorphismus auf einer Umgebung
W von U x {0} C R*1. OBdA sei W = Ux] — 4, §[. Schréinke & allenfalls ein
auf einen relativ kompakten Teil V CC U.

Definition 1.20.1 Die Punktmenge
B(Ux] - 6,]) = Us(S)

heisst Tubenumgebung von S vom Radius 6 > 0, die Fliche S. = ®(U,e)
heisst Parallelfliche zu S im Abstand €.
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Definition 1.20.2 Punkte ¢ = p+t- N(p), p = ®(x), wo d®(z,t) singulir
wird, heissen Fokalpunkte von S.

OBdA sei T,S =R™ x {0} CR""' N = ;. Dann gilt

- (d®, 0
oo (1)

wobei
d®; = (id — tLp) - d®: R" — R".

singulér ist genau dann, wenn (id —tL,) singuldr ist, das heisst, wenn tk;(p) = 1
fiir ein 4. Es folgt

Satz 1.20.1 i) Fokalpunkte sind singulire Punkte der Parallelfliche Sy = ®4(U)
und liegen im Abstand ﬁ(p) von S auf der Normalgeraden t — p + tN(p). (Fo-
kalpunkte sind nicht notwendig Schnittpunkte verschiedener Normalgeraden.)
ii) Die Fokalfliche Y. = {q € R"*1;q Fokalpunkt } von S ist der geometrische
Ort der Singularititen aller Parallelfiichen von S.

Bemerkung 1.20.1 Eine von S ausgehende Lichtwelle wird in der Fokalfliche
konzentriert.
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Kapitel 2

Die innere Geometrie von
Hyperflichen

Die Objekte der “inneren Geometrie” sind Grossen, die sich allein mit Hilfe
der 1. Fundamentalform, also der Metrik g, ausdriicken lassen. Gehéren hierzu
auch die oben eingefiihrten Kriimmungsbegriffe, der Begriff der Geodaten und
der Parallelverschiebung? — Fiir die mittlere Kriimmung kann dies nicht gelten,
da sie von der Wahl der Orientierung abhingt; jedoch werden wir insbesondere
sehen, dass in n = 2 Dimensionen die Gausssche Kriimmung ein intrinsischer
Begriff ist. Dies ist der Ausgangspunkt ist fiir die Entwicklung der Riemannschen
Geometrie.

2.1 Die Ableitungsgleichungen

Sei S = ®(U), wobei ® € C°(U;R"*1), eine eingebettete, regulire Hyperfliche
in R™*! mit Orientierung N, und seien

Gij = <(I)z,-:q>zj)u hij = (No q’u@ziwj>
die Koeffizienten der 1. und 2. Fundamentalform.

Da in jedem Punkt p = ®(x) € S die n+1 Vektoren N und ®,,,1 < i < n, eine

Basis des R"*" bilden, gibt es Koeffizienten T;, B;; mit

®u.0; =T} ®a, + B N. (2.1.1)

Diese Koeffizienten kénnen wir leicht bestimmen. Indem wir (2.1.1) mit N te-
sten, erhalten wir zunéchst

Bij = (N, (P‘Til'j) = hl]

Analog folgt nach Testen mit ®,, die Gleichung

1/d d d
! _ _ .
Liigie = (Paiz;, Pan) = 3 (dl_igjk + dz; ik — dzy 91’]’) ;

53
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das heisst,

1
T = gglk(gjk,z' + Gik,j — Gijk)s (2.1.2)

wobei wir zur Abkiirzung schreiben g;; , = % 9ij, etc.

Definition 2.1.1 Die Koeffizienten Ffj heissen Christoffel-Symbole (2. Art)
der Metrik g; T = (Ffj) heisst Zusammenhang auf S.

Bemerkung 2.1.1 Offenbar gilt Ffj = F;“z

Beispiel 2.1.1 Sei a = (¢,9) mit ¢'> +¢'> = 1, (u) > 0. Fir die von o
erzeugte Drehfliche S, parametrisiert durch

®(u,v) = (p(u), ¥ (u) cos v,9(u) sinv),

_ 1 0 _ '(pIQO”_(PI'Qb” 0
1= ) n= ("0 )

Also erhalten wir als Darstellung der Christoffelsymbole

gilt nach 1.14.2

F%l = F%l = F%z = Fi2 = F%l =0,
1

Fé2 = _§(¢2)u = —W/J'a
F%2 = 1"31 = %

Bemerkung 2.1.2 Zusammen mit der Gleichung
~(No0®),, = L,®,, = al®,, = hijg’*®,, (2.1.3)
liefert (2.1.1) ein System partieller linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung
F,,=A;F,1<i<n

fiir die Basis F = (®4,,...,®,,,N). Fir die Existenz einer Lisung F miissen
offenbar die folgenden Integrabilititsbedingungen erfiillt sein:

inzj = Ai,sz + AzeJ = (Ai,zj + A’LA])F
= (Ajz; + AjA)F = Fy 03

das heisst, die Bedingung

Aiz; — Aje; + AiAj — AjA; = 0. (2.1.4)

Durch Testen mit den Basis-Vektoren ®,,, beziehungsweise N erhalten wir aus
(2.1.1) und (2.1.3) die zu (2.1.4) dquivalenten Bedingungen

0= <‘I)ziwjmk - @mimkmj’®$m>7 1<4,5,k,m <n, (2-1-5)
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beziehungsweise
0= <¢zm,-:ck _(I)a:iwkzjaN)al <45,k <n, (2.1.6)

welche Kompatibilitdtsbedungungen fiir (die Ableitungen von )g und h entspre-
chen. (Die Bedingung Ny,,; = N, ist in (2.1.5), (2.1.6) enthalten.)

Wie koénnen wir diese Bedingungen interpretieren? — Zunichst betrachten wir
(2.1.5). Mit (2.1.1) folgt das System der Gauss-Gleichungen

0= <(F£](I)Z‘l)l‘k - (Fék(bzl)zj s (I)wm>
+ <h1] (N o Q)Ek - hik(N 0 (I))EJ ) (I)zm)
= (Féj,k - Fék,j)glm + Féj <(I)wkwnq>wm> - Fék <¢wjzuq)wm)
— (hijhrem — hirhjm)
Mit
<®$k$l7@$m> = legam
folgt so die Identitét
[(TFk — Tik,;) + (Féjrgk - Fékrgj)]gam = hijhkm — hikhjm.
Definition 2.1.2 Der Ausdruck
Rimjr = [(T3 x — Tig ;) + (Féjrfk - Fékrgj)]gam

heisst Riemannscher Kriimmungstensor. R ist allein durch g bestimmit.

Die Gleichung (2.1.5) ist somit dquivalent zu
Rimjk = hijhim — hikhjm, 1 <1i,j,k,m <n. (2.1.7)
Insbesondere erhalten wir den folgenden, fiir die weitere Entwicklung der Diffe-

rentialgeometrie zentralen Satz.

Satz 2.1.1 (Gauss: Theorema egregium) Die Gauss-Kriimmung auf einer Fliche
(n = 2) ist allein durch die Metrik g bestimmt, und es gilt

Ris15 = K - det g.

(Eine analoge Aussage gilt in allen geraden Dimensionen n = 2d > 2.)

Beweis. Setze ¢ = j = 1,k = m = 2 in (2.1.7) und benutze (1.14.3), also die
Identitat
_det(h)

K= 3etg)

Beispiel 2.1.2 Im Falle der Drehfliche aus Beispiel 2.1.1 erhalten wir
Rigia = —(T]y 1 + T1h05)0% = =" + (¥')? — (¥')? = =y

also o
K=—-—"—,
(]

im FEinklang mit Beispiel 1.14.2.
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Bemerkung 2.1.3 Nach Definition und unter Benutzung von (2.1.7) hat R =
(Rijr) die Symmetrien

Rimjk = —Rimkj = hijhkm — hithjm = Rjpim-
Damit folgt speziell fir n = 2:
Ri1jr = Razjr = Rim11 = Rima2 =0, 1 <4,j,k,m <2,
und alle ibrigen Koeffizienten sind bereits durch Satz 2.1.1 bestimmit
Ry212 = Ro121 = —Ri221 = —Ro112 = K det g;
das heisst,
Rimjk = K(9ijGrm — gikGjm)-

Aus (2.1.6) erhalten wir als weitere Kompatibilitdtsbedingung die Mainardi-
Codazzi-Gleichungen

0=Ti(®a0,, N) = i ®ara;, N) + hijk — hik,j (2.1.8)
= Thu = Tighj + hijg — hik,g, 1 <1, j, k < n.

Speziell im Falle n = 2 lasst sich dieser Satz von Gleichungen auf ein Paar
von Gleichungen reduzieren. Da (2.1.8) fiir j = k trivial ist, diirfen wir oBdA
j =1,k = 2 setzen. Fiir i = 1,2 erhalten wir dann die beiden Gleichungen

T hie — Thohpn + hii,2 — h12,1 =0, (2.1.9)
Y by — Thyhuy + has,y — hasy = 0., (2.1.10)

Beispiel 2.1.3 i) Fiir die Drehflichen aus Beispiel 2.1.1verschwinden alle Ter-
me der Gleichung (2.1.9). Aus (2.1.10) erhalten wir

Tiohas — Thohur = 4" + ' (@' " — @"9") = hosy = ¢ + ",

ii) Flichen in isothermen Parametern. Sei S = ®(U) C R® immersierte Fliche

mit
_ apt . _(E O
g=4do d<I>_(0 5]

wobei 0 < E = E(u,v) € C*(U).
Fir

1
Gik,j + Gk, — Gijk) = EF?J‘

Lijr = 5(

erhalten wir
1 1
r = —Eu, T = __Ev;
=g 112 2
1 1
o1 =Ton = iEv; a2 =T219 = iEua

1 1
Toor = _§Eu; Logp = §Ev-
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Es folgt
1FE 1
Fh = Efu = §(IOgE)u = F%z = Fg1 = _F%m
1E, 1
1"32 = 2 E = E(IOg E), = F%z = 1—%1 = _F%I
und damit

Ri212=E [(1—%,2 - F%2,1) + (C7iThs — T3]
= —%A(log E) = KE?,
da T2, — T2, = 0. Die Gauss-Gleichung lisst sich also in der Form
—A(logE) =2KE
schreiben. Setzen wir E = €%P, so erhalten wir daraus
—Ap = Ke?*.

Speziell fiir K =1 ist dies die Liouville-Gleichung.

ii1) Unter Benutzung von Werkzeugen der komplexen Analysis kann man fir
eingebettete Flichen vom Typ des Torus mit H = 1 aus der Mainardi-Codazzi-
Gleichung die sinh-Gordon-Gleichung

—Au + 2Xsinhu =0

gewinnen.

Bemerkung 2.1.4 Komplementdr zu Bemerkung 2.1.2 ist das System der Gauss-
Gleichungen (2.1.7) und der Mainardi-Codazzi-Gleichungen (2.1.8) nicht nur
notwendig sondern auch hinreichend fiir die Existenz einer Hyperfliche S mit
vorgegebenen (gir), (hir), wobei S bis auf Bewegungen im R™t! eindeutig be-
stimmt ist (Satz von Bonnet).

2.2 Kovariante Ableitung, Parallelverschiebung

Koénnen wir auch die kovariante Ableitung aus Abschnitt 1.7 intrinsisch definie-
ren? — Sei dazu S = ®(U) C R"*! eingebettete Hyperfliche mit Orientierung
N,a = doy € C®(I;S5) eine Kurve auf S, wobei v € C°(I;U), und sei
X € C®(I;R"*!) ein Vektorfeld léings «, das heisst,
X(t) € Ta(t)S, Vtel.
Schreibe
X (t) = 0’ (1) @z, (v(1)) = d2(v(1)) - w(?),

mit v € C*°(L;R").
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Nach Definition 1.7.1 ist die kovariante Ableitung %X (t) gegeben durch die
tangentiale Komponente von

X . . , y
@t X =0"®s; +0"®s0;7,
wobei X = 94X ‘etc. Mit
Byi0; =T5®a, + higN
folgt
DX . o o
5 =00 VIAITE®,, = (08 + 0157 TS) 8, - (2.2.1)

Satz 2.2.1 i) Das Vektorfeld X (t) = d®(v(t)) - v(t) ist parallel lings oo = ® oy
genau dann, wenn gilt

o + 0159 ([F 07) =0, 1<k <n.
it) @ = ® oy ist Geoditische auf S genau dann, wenn

A%+ 447 (T 09) =0, 1<k < n.

Bemerkung 2.2.1 Das heisst, parallele Vektorfelder und Geoditen sind Ob-
jekte der inneren Geometrie.

Sei nun X ein Vektorfeld auf S, und seien po € S, Y € T,,S. Sei weiter
a € C*(I;S) eine Kurve durch py = a(0) mit &(0) = Y, und betrachte das
Vektorfeld X o a lings a. Mit (2.2.1) ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 2.2.1 Vy X (pg) := £(X 0a)(0) heisst die kovariante Ableitung
von X in Richtung Y (an der Stelle po).

Bemerkung 2.2.2 Die kovariante Ableitung ist wohldefiniert und intrinsisch.
Sei dazu fiir p = ®(z) in einer Koordinatenumgebung V = ®(U) das Vektorfeld
X durch X(®(z)) = d®(z) - v(z) mit v € C®°(U;R"™) gegeben, und seien

Y =d®(z0) - w, w € R,
bzw.
a=®oy, ye C®(;U),

die Darstellungen von'Y', bzw. a beziiglich ® mit v(0) = zo,¥(0) = w. Dann gilt
(X oa)(t) = do(y(t)) - v(y(t)) und mit (2.2.1) folgt

Vy X (po) = 2 (X 00)(0)
= (%(v 0 7)*(0) + v¥(zo)3 (0)T%; (5”0)) Py, (2.2.2)
k . ) .
= (g—z](l’o) -w! + UZ(IL'O)w]F?j('TO)) (bmk’

unabhdngig von der spezielen Wahl von «.
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Satz 2.2.2 Die kovariante Ableitung hat die folgenden Eigenschaften
i) Vy (X1 + X5) = Vy X1 + Vy Xo,

i) Vy (fX) = (df - V)X + fVy X,

i) VivyX = fVy X

fiir alle C*-Vektorfelder X, X1,X5,Y auf S und alle f € C*(S).

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus (2.2.2). O

2.3 Die Exponentialabbildung

Sei S = ®(U) C R"*! eingebettete Hyperfliiche. Zu p € S, v € T,S sei a =
a(t;v) € C*(I; S) die eindeutige maximale Geodite durch «(0) = p mit &(0) =
v nach Satz 1.6.2.

Definition 2.3.1 Die Abbildung exp,: D C T,S — S mit
v a(l;v)

heisst Exponentialabbildung auf S in p.

Bemerkung 2.3.1 i) Falls S wvollstindig ist, so ist exp, nach Satz 1.6.8 fiir
jedes p € S auf D = T,S definiert.

i1) Allgemein gilt
a(t; ) = a(Mt,v), YA > 0,t € R; (2.3.1)
also ist D stets eine sternformige Umgebung von 0 € T,,S.

i1) Nach dem Satz von Picard-Lindeldf gilt exp, € C*°(D;S), und exp, hingt
glatt vom Basispunkt p ab.

Satz 2.3.1 Zup € S gibt es r > 0, so dass B,.(0) = {v € T,S;|v| <r} CD
und so dass expy g, (o) €in Diffeomorphismus ist von B, (0) auf eine Umgebung
V wvonpinsS.

Beweis. Sei v € T;,S. Es gilt

.. exp,(hv) —exp,(0)
dexp,(0)v = flblg}) A :

Mit (2.3.1) folgt
exp,(hv) = a(1; hv) = a(h;v) = p + ha(0;v) + O(h?),
und mit &(0;v) = v erhalten wir
d(exp,(0))v = v;

das heisst,
dexp,(0) =id: TS — T),S. (2.3.2)

Aus dem Immersionssatz folgt nun die Behauptung. O
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Definition 2.3.2 Das BildV = exp,(U) einer Umgebung U von 0 in T,S = R"
heisst eine Normalumgebung von p in S, falls exp,: U =V ein Diffeomor-
phismus ist.

Bemerkung 2.3.2 Mittels exp,, erhalten wir offenbar spezielle Koordinaten fiir
eine Normalumgebung, und zwar

i) geoditische Normalkoordinaten, falls wir rechtwinklige Koordinaten fir
TS = R™ wdhlen, beziehungsweise

i4) geoditische Polarkoordinaten, falls wir Polarkoordinaten auf TS wdihlen.

Der Parameterwechsel von ® zu exp, dndert zwar nicht die Geometrie, wohl
aber die Darstellungen der Metrik und des Zusammenhangs I’ = (T};).

Satz 2.3.2 In Normalkoordinaten um p gilt
9(0) =1, T};(0) = 0.
Beweis. Nach (2.3.2) gilt

g(0) = dexpp(O)tdexpp(O) =1

Nach Definition von exp,, gilt weiter, a(t) = exp,(v(t)) ist Geodéte durch a(0) =
p genau dann, wenn v(t) = tv, fiir ein v € T},S. Satz 2.2.1.ii) liefert nun

V4 YT (0®) = v T ((#) = 0.
Setzen wir insbesondere ¢ = 0, so erhalten wir
viijfj(O) =0,1<k<n,

fiir beliebiges v € T),S. Da I‘fj = I‘;?z-,

folgt

I%(0)=0,1<4,j,k <n.

Satz 2.3.3 In geoditischen Polarkoordinaten
10, 00[xS™ ! 3 (r, &) = exp,(ré) € S
um p auf S gilt
gu=1T}=0,1<k<n,
sowie
g1k = gi1 =0, g (r€) = r* (8 + O(r)), 2 < i,k <.
Beweis. Der Geoditen

a(t;ré) = exp,(tr) = a(tr;§)
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durch a(0) = p mit &(0) = r¢, || = 1, entspricht in Polardoordinaten die Kurve
t = y(t) = (tr, &) €]0,00[xS™ .

Da |a(t; §)| = |a(0;§)| = [€] = 1, folgt

0 .
g = |5 e, (o) = la(t: )., 7 = 1.
Weiter gilt aufgrund von Satz 2.2.1
A+ 49T =0, 1<k <n,

und mit 4 = (r,0) folgt
% =0,1<k<n.

Behauptung 1: g1, = g1 =0, 2< k < mn.
Beweis. Da exp, (0 - §) = p fiir alle &, folgt

Oexp,(0-&) 0
& 7

also gix = gx1 = 0 fiir r = 0 und alle k£ > 2. Die Gleichung
1
0=T¢ = 5glk(g1k,1 +gr1 — 911k) = 9% gika
liefert zudem fiir alle & die Bedingung

g1k1 =0

und damit die Behauptung. 0

Nach Substitution 2 = r£ erhalten wir schliesslich mit (2.3.2) und der Ketten-
regel

0 0
955 &) = (3¢ exp,(rf), 3 exp,(r§))

9 0
= r2<6_m,~ exp,(z), az; eXPy (7)) =1
=1r2(d;; + O(r)).

O

Geoditische Polarkoordinaten sind fiir uns vor allem in n = 2 Dimensionen von
Interesse.

Satz 2.3.4 Sein = 2. In geoditischen Polarkoordinaten (r,8) — exp,(re*®) um
p auf S gilt in einer Umgebung von r = 0 die Darstellung

9= (é AOQ) M) =7 — K () +00%),

und X\ lést die Differentialgleichung A\, + KX = 0.
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Folgerung 2.3.1 Sei L(r) die Linge des “Kreises” S, (p) = exp,(0B,(0). Aus
Satz 2.3.4 folgt

27 2 3
L(r) = / Van(rdydd= [ xdd = 2mr — K () + 06):
0 0
insbesondere erhalten wir die Beziehung

K(p) = — }5% 3(L(2T; 27r)

zwischen der Gausskrimmung und der Linge geoditischer Kreise.

Beispiel 2.3.1 Sei S = S?, und sei p der Nordpol. Es gilt L(r) = 2w sinr und
K(p)=1.

Beweis von Satz 2.3.4. Satz 2.3.3 liefert die Darstellung

(1 0 . . 9

1= (p ) A=A =r+06)

und die Identitét
I, =T3% =0.
Satz 2.1.1 ergibt
K\ = K det g = Ri212
= [(F%Lz - F%2,1) + (T4, Th — ThLTh)IN = _(F%Zl + (T3)")A%.
Mit
2 1 9 1. 5.2 Ar
I, = 59 (912,2 + 922,1 — g12,2) = 5/\ (A% = By (2.3.3)

erhalten wir die Differentialgleichung

Ar ANY A
k=-(3).-(3) %
Die Niherung A(r,0) = r + O(r?) liefert die Anfangsbedingungen A(0) = 0,

sowie A(0) = 1. Also folgt auch

/\rT(O) =0, )‘rrr(o) = —K(p)

und damit 1
\r) =7 = e K (p) + 0(r*),

wie gewiinscht. O
Folgerung 2.3.2 Geoditen sind lokal kiirzeste Verbindungen.

Beweis: Sei p € S, Vo = exp, (B, (0)) eine Normalumgebung, v = s¢ € T},S ein
Vektor mit |[v| = s < 7o, ¢ = exp,(v). Betrachte die Geodite

alt) = exp,(tv), 0<t <1,
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von p nach ¢. Es gilt a = exp, oy, wobei v in geoditischen Polarkoordinaten
die Darstellung hat

v(t) = (ts,€), 0<t < 1.

Mit Satz 2.3.3 erhalten wir |&|? = s%g11 = s?; es folgt
1

L(a) = / @) dt = s = |o].
0

Sei B € C*([0,1]; S) eine weitere Kurve von $(0) = p nach 3(1) = ¢q. Wir
unterscheiden zwei Fille

i) Sei B([0,1]) C V. Dann hat 3 eine Darstellung
B = €XPyp od, d(t) = (T(t),f(t)),

und Satz 2.3.3 ergibt

B@ = g(6®))(0®),6(0) =+ Y 95, = ().

2<i4,5<n

Es folgt:

ii) Falls ([0,1]) ¢ Vb, betrachte 3|jo,¢,], wobei to = inf{t; 3(t) & Vo}, mit

L(B) > L(Blio,t0]) > r(to) = ro > L().

Da L(B) > L(B|o,4,]) folgt die Behauptung.

2.4 Isometrien

Seien S = ®(U), S = ®(U) C R™*! eingebettete Hyperflichen.

Definition 2.4.1 i) Eine Abbildung f: S — S heisst differenzierbar (glatt),
wenn die Abbildung f o @ differenzierbar (glatt) ist.

i) Eine C*°-Abbildung f: 5= S heisst Isometrie, falls die Metriken g und g
auf S, bzw. S = f(S) C S beziiglich der Parametrisierungen ®, bzw. ® = fo ®
tibereinstimmen

iii) Falls f bijektiv ist, so heissen S und S isometrisch.

Beispiel 2.4.1 Das Katenoid und das Helikoid aus Abschnitt 1.18 sind isome-
trische Minimalflichen.
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Bemerkung 2.4.1 i) Falls f: S — S Isometrie, so gilt fiir p= ®(xo) € S und
beliebige Vektoren

V =d®(zo)v, W = d®(zo)w € TS,

bzw. ~ ~
V =d®(xo) -v, W =d®(z) - w

die Identitit o o o
(V,IW) = gijv'w’? = gijv'w? =(V,W).

Schreiben wir
V =d(fo®)(zo)v =:df(p) -V, W = d(f o ®)(wo)w =: df (p) - W,
so ist f Isometrie genau dann, wenn gilt

(df (p)V, df (p)W) = (V,W), VV,W € T,S.

Fiir n = 2 erhalten wir aus Satz 2.3.4 eine hinreichende Bedingung fiir die
(lokale) Isometrie von Flichen.

Satz 2.4.1 (Minding) Zwei Flichen S und S mit derselben konstanten Gauss-
Kriimmung K sind lokal isometrisch.

Beweis. In geoditischen Polarkoordinaten um beliebige Punkte p € S, p € S

gilt nach Satz 2.3.4
{1 0} __(1 O
9= 0 )\2 y 9= 0 Xz ’

wobei ), beziehungsweise A Losungen sind der Gleichung
Aer + KA=0= X, + KX\ (24.1)
mit Anfangsbedingungen

A(0) = X(0) =0, \(0) = A.(0) = 1.

Aufgrund der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems fiir Gleichung
(2.4.1) folgt A = X; das heisst, g = g, und die Abbildung ezp, o exp,' ist
die gesuchte Isometrie einer Normalumgeung von p € S, parametrisiert durch
® = exp,, auf eine Normalumgebung von p € S. O

Beispiel 2.4.2 i) Der Zylinder
Z ={(z,y,2) € R%2® +y* =1}

besitzt nach Beispiel 1.13.3 die Gausskrimmung K = 0, ist also nach Satz 2.4.1
lokal isometrisch zur Ebene R2.

ii) Der Kegel
To = {(Z’,y,Z) € ]R3§ z >0, z? +y2 =« .zz}’

wobei o > 0, hat die Gausskriimmung K = 0, ist also lokal isometrisch zu R2.
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Eine weitere niitzliche Eigenschaft von Isometrien liefert der nichste Satz.

Satz 2.4.2 Eine Isometrie f bildet Geoditen o € C(I;S) ab auf Geoditen
a=foae(C®I;S).

Beweis. Beziiglich ¢ und ® = fod gilt I =I'; zudem haben a = ® oy und
a = ® oy dieselbe Darstellung ~. O

Als Anwendung von Satz 2.4.2 beweisen wir die folgende “point-frame formula”.

Satz 2.4.3 Seien fi2: S — S Isometrien, wobei S zusammenhingend. Fiir
einen Punkt p € S gelte

f1(p) = fa(p), df1(p) = df2(p).

Dann ist f, = f5.

Beweis. i) Sei a € C™(I;S) Geodite durch a(0) = p mit &(0) = v € T,S.
Gemaiss Satz 2.4.2 sind dann a7 = f; oa und as = f3 o @ Geoddten durch
P = a1(0) = fi(p) = fo(p) = 2(0) mit ¢1(0) = dfi(p)v = dfa(p)v = G2(0).
Mit der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems fiir Geodéten folgt
a1 = az. Da v beliebig gewdhlt war, schliessen wir, dass f; = fo auf einer
Normalumgebung von p € S.

ii) Sei

A ={q€S; fila) = f2(a),df1(a) = df2(a)}-

Offenbar gilt p € A, also A # (). Weiter ist A offenbar abgeschlossen. Teil i)
zeigt nun, dass A mit ¢ auch stets eine Normalumgebung von ¢ enthélt; also

ist A auch offen. Da S nach Annahme zusammenhingend ist, folgt A = S und
damit die Behauptung. O

2.5 Geoditische Kriimmung, der Satz von Gauss-
Bonnet

Sei S = ®(U) eingebettete Fliche in R? mit Orientierung N, o € C*(I; S) eine
Kurve mit |&| = 1. Betrachte die Orthonormal-Basis fiir Tj,(;)S

e1(t) = a(t), ex(t) = N x ey (t),t € I.

Definition 2.5.1 (22 e,) =: k,(t) heisst geodétische Kriimmung von a.

Beispiel 2.5.1 i) Fiir ebene Kurven a € C*°(I;R?) stimmt k, mit der in Ab-
schnitt 1.9 definierten Krimmung beziiglich der Kurvennormalen ey iberein.

i1) Der nach Bogenlinge parametrisierte Breitenkreis o zum Breitenwinkel 6 auf
der durch die dussere Normale orientierten Standardsphdire S?, gegeben durch

a(t) = (cosb cos(%),cosﬂ sin(%),sin&),

0s 0 os 6
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erfiillt

kg=< ,62>=ta.110.

dt
Beachte, dass

e2(t) = a(t) x a(t) = (—sind cos(CL), —sind sin(%),cos 0)

0s 0 0s 6

sowie

@(t) = cos @' (= cos(—— ), — sin(——), 0).

Bemerkung 2.5.1 « ist Geoddte genau dann, wenn kg = 0.
Beweis. Mit der Identitit (5, ¢) = 4|6 = 0 folgt

Da Da Da

at <E7€1)€1 + <E>62)€2 = kges.

O

Sei Vo = exp,(By,(0)) Normalumgebung eines Punktes p € S, A C V; \ {p}
ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit glattem Rand OA, parametrisiert
durch @ € C*°(R; S) mit |&| = 1, wobei a periodisch mit Periode L = L(0A).

Seien (r,¢) geoditische Polarkoordinaten auf Vp, 0 < r < 7o, und sei g die

Metrik
(1 0
7=\ »)-

Definiere die Orthonormal-Basis
9
09

exp,, (rei®)

>| =

P .
Ei(q) = 5 expy(re'®), Ex(g) =

fiir ¢ = exp,(re’®) € Vo \ {p}, und setze
N = E1 X EQ.

Sei a(t) = exp,(y(t)), wobei v in Polarkoordinaten durch () = (r(t), $(t))
gegeben ist, und sei

e1(t) = a(t), ex(t) = N(a(t)) x ex(t)
das begleitende 2-Bein sowie

_D€1

K1) = (L ea) (1)

die geoditische Kriimmung. Schliesslich withle 9 € C1(R) mit
e1(t) = cos¥(t) Eq (a(t)) + sin 3(t) B2 (a(t)).
Durch 9(0) ist ¥ eindeutig bestimmt. Weiter erhalten wir

ea(t) = cos I(t) Bz (a(t)) — sin 9(t) Er (a(t)).
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Lemma 2.5.1 Es gilt ky(t) = 9(t) + A\ (£)$(t), wobei A.(t) = (2 N) (4(1)).

Beweis. Mit den Identitéten

DE1 _ DE2 _
B = g B =0
und DE DE
2 1
Y22 py - (2 g
< dt Y 1) < dt ’ 2)
folgt
D .
) = (%732) = ¥(—sin¥E; + cosVEs, e2)
DE
+ cosﬁ(%,eg) + Sinﬁ(Wz,ez)
. DE . DE
:19-1-005219(71,1?2)—s1n219(72,E1)
. DE,
= ——, Es).
¥+ ( 7 2)

Sei ¥ = exp,: By (0) C T,S — S. In geoditischen Polarkoordinaten erhalten
wir

Ei(a(t)) = d¥(y(1))(1,0)
und damit Ey = ¥,,, AE; = ¥,,. Mit (2.2.1) folgt

DFE;(a(t » s
71;5 ®) = WJF}jEl +'7JF%j - AEy;
das heisst,
DE s
<71’E2) = 7T

Da weiter geméss Satz 2.3.3 und (2.3.3) gilt 7, = 0, '3, = 4=, folgt schliesslich

DE,

— — F :T'2: r.
dta2> )\’Y )‘¢

(

und damit die Behauptung. O

Satz 2.5.1 (Gauss-Bonnet; lokale Version) Sei A C Vo\{p} ein einfach zusam-
menhdngendes Gebiet mit C*°-Rand 0A, parametrisiert nach Bogenlinge durch
a € C®(R;S) und so orientiert, dass es(t) in jedem Punkt a(t) nach A hinein
weist. Dann gilt

L
/Kdvol+/ ky(t) dt = 2m,
A 0

wobei L die Linge und kg die geoddtische Krimmung von OA bezeichnen.

Bemerkung 2.5.2 Fiir einfach geschlossene ebene Kurven a € C™ (R;R?) lie-
fert Satz 2.5.1 erneut den Umlaufsatz 1.10.1. (Beachte, dass wir die Orientie-
rung von « und damit das Vorzeichen der Umlaufzahl vorgeben.)
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Beweis von Satz 2.5.1. Nach Satz 2.3.4 gilt in geodétischen Polarkoordinaten

auf Vp:
K= —%, detg = A

Sei A = ¥(D), wobei D C]0,ro[xS*. Mit Lemma 2.5.1 folgt

/Kdvol:/ K\/detgdrdqﬁ:—/ A dr do
A D D

L L L
:—/ )\rd¢:—/ )\T¢dt:—/ kgdt-l-/ 9 dt.
oD 0 0 0

Mit dem Umlaufsatz analog Satz 1.10.1 erhalten wir andererseits
L .
/ Jdt = 9(L) — 9(0) = 21
0

und damit die Behauptung. O

Unser Ziel im folgenden ist es, Satz 2.5.1 auf beliebige Gebiete A C S zu verall-
gemeinern. Dazu zerlegen wir das Gebiet mittels einer geeigneten Triangulie-
rung in einfach zusammenhingende Teilgebiete, welche durch geodétische Po-
larkoordinaten von einem Punkt aus {iberdeckt werden. Auf diese Weise werden
wir jedoch gezwungen, auch Gebiete zu betrachten mit nur stiickweise glattem
Rand.

Sei S C R? eingebettete Hyperfliche, orientiert durch N, A C V, \ {p} ein
einfach zusammenhingedes Gebiet auf S, enthalten in einer Normalumgebung
Vo = exp,(By,(0)) eines Punktes p € S.

Definition 2.5.2 i) A hat stiickweise glatten Rand 0A, falls 0A eine stetige
Parametrisierung a: R — S besitzt mit «(0) = a(L) und so, dass fiir eine
geeignete Zerlegung

O=to<ti<...<tp<tpgy1 =1L
gilt

a; =0l 10] € CF ([ti tiga]; 5), |da| =1,

i1
und falls weiter oo | injektiv.

it) Die Punkte a(t;), 0 < i < k, heissen Ecken, die Kurven a([t;,t;+1]) heissen
regulire Bégen von 0A.

i11) « ist (positiv) orientiert, falls fiir das begleitende 2-Bein
e1(t) = a(t), e2(t) = N(a(t)) x ex(t)

der Vektor es nach A hinein zeigt.

iv) Der (orientierte) Aussenwinkel 9; € [—m, 7| in einer Ecke a(t;) ist der
orientierte Winkel zwischen &(t;—) und &(t;+), wobei die Orientierung durch
die Bedingung

(a(ti+) x a(ti—), N(a(t:))) = sind;

bestimmt ist.
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Bemerkung 2.5.3 In Spitzen, wo [¥;| = m, wird die Orientierung durch einen
Grenzibergang festgelegt. Der Einfachheit halber sei im folgenden |9;| < .

Durch Approximation von A durch glatt berandete Gebiete A; C A und Grenziiber-
gang erhilt man aus Satz 2.5.1 den

Satz 2.5.2 Sei A einfach zusammenhdngend mit stiickweise glattem Rand 0A
mit orientierter, stiickweise glatter Parametrisierung o wie oben. Dann gilt

k tit1 k
/Kdvol+2/ kgdt+) 9 =2m.
A =0 "t =0

Beispiel 2.5.2 j) Sei A C S ein geoditisches Dreieck. Do k, = 0 ldngs der
requliren Bdgen «;, gilt fiir die Innenwinkel §; := 7 — ¢; die Formel

2

2
5i=37r—219,~:7r+/Kdvol.
i=0 i=0 A

Der “Winkelexzess” im Vergleich zur Winkelsumme in einem ebenen Dreieck
wird also durch den Term [ 4 K dvol gegeben.

2.6 Der Satz von Gauss-Bonnet im Grossen

Sei S C R® reguldre Hyperfliche mit Orientierung N, R C S abgeschlossen
mit stiickweise glattem Rand OR, wobei OR endliche, disjunkte Vereinigung
stiickweise glatter Jordankurven C; = o;(R) ist, 1 < < ig.

Definition 2.6.1 i) Ein Dreieck ist ein einfach zusammenhingendes, kom-
paktes Gebiet auf S mit stiickweise regulirem, zusammenhdngendem Rand, be-
stehend aus 3 reguliren Bdgen mit Aussenwinkeln # 0.

ii) Eine Triangulierung von R ist eine Familie T wvon Dreiecken T; C R,
1 <1 < L mit den Eigenschaften

o) ULy T = B;

b) Gilt fiir ein Paar von Indices | # m, dass TiNTy, # 0, so besteht TyNTy, aus
einer gemeinsamen Kante oder aus einer gemeinsamen Ecke von Ty und Ty, .

iii) Zu einer Triangulierung T von R seien F = L die Anzahl Flichen, K die
Anzahl Kanten und E die Anzahl Ecken. Die Zahl

x=F-K+E

heisst dann Euler-Poincaré-Charakteristik der Triangulierung T .

In den Vorlesungen iiber Topologie oder iiber Riemannsche Flichen werden die
folgenden Sitze bewiesen.

Satz 2.6.1 Sei S C R3 reguldre Hyperfliche, R C S ein kompaktes Gebiet mit
stiickweise glattem Rand wie oben. Dann gilt:
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i) R besitzt eine Triangulierung von T ;

i1) x = x(R) ist unabhingig von T.

Satz 2.6.2 Fir eine kompakte, zusammenhingende, requlire Fliche S C R?
mit g “Henkeln” oder “Ldchern” gilt

x(S) =2 —2g.

Falls fiir zwei derartige Flichen Sy, S2 gilt x(S1) = x(S2), so sind Si und S
diffeomorph.

Bemerkung 2.6.1 Kompakte, zusammenhingende, regulire Flichen S C R?
sind also durch ihre Euler-Poincaré-Charakteristik bis auf Diffeomorphie be-
stimmdt.

Zur Motivation von Satz 2.6.1.ii) betrachte eine Triangulierung 7" von R und
ein Teildreieck T € T. Verfeinere 7 zu Triangulierung 7 durch Einfiigen einer
Ecke g € T. Dann gilt

F=F+2 K=K+3, E=E+1

und daher
x=F-K+E=x+2-3+1)=x.

O

Beispiel 2.6.1 i) Sei S =R%, R= B1(0), T = {T1,..., T4} die Zerlegung von
R in die Durchschnitte von R mit den Quadranten. Es gilt

F=4, K =8, E=5; also x(B1(0)) =1.

ii) Sei S = R = S?. Stelle S? dar als Vereinigung der nérdlichen und der siidli-
chen Hemisphdren Si, S2 dar. Jede dieser Hemisphiren ist offenbar homéomorph
zu B1(0) C R2. Triangulieren wir wie in Beispiel i), so folgt

F =8, K=12, E =6; also x(5%) =2.

Bemerkung 2.6.2 Die FEuler-Poincaré-Charakteristik ist additiv. Zerlege ein
Gebiet R C S durch eine geschlossene Kurve C, bestehend aus reguldren Bdgen
einer Triangulierung T von R, in zwei Teilgebiete Ry und Ry. Da auf C gleich
viele Kanten wie Ecken von T liegen, erhalten wir x(R1) + x(R2) = x(R).

Beispiel 2.6.2 i) Sei S = R?, R = By \ B1(0). Dann gilt nach Beispiel 2.6.1.i)
und Bemerkung 2.6.2 die Gleichung x(R) = x(B2(0)) — x(B1(0)) = 0, was man
auch schnell direkt bestdtigen kann.

ii) Schneiden wir den Torus T? lings des Innenkreises auf, so erhalten wir eine
zum Kreisring Ba \ B1(0) homdomorphe Fliche, und wie in Bemerkung 2.6.2
folgt x(T*) = x(B2(0) \ B1(0)) = 0.
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Satz 2.6.3 (Gauss-Bonnet). Sei S C R® regulire Hyperfliche mit Orientierung
N, R C S abgeschlossen mit Rand OR, bestehend aus stiickweise glatten, disjunk-
ten, positiv orientierten Jordankurven C; = a;(R), 1 < i <o, mit orientierten
Aussenwinkeln 95,1 < j < jo. Dann gilt

/KdvoH—Z/ kyds + Y 09 = 2mx(R),

wobei s Bogenlinge lings der reguldren Bdogen von C; bezeichnet.

Beweis. Sei T = {T;;1 < I < L} eine Triangulierung von R, wobei wir an-
nehmen diirfen, dass jedes Dreieck T} in einer Normalumgebung Vo \ {p} eines
Punktes p € S enthalten ist und dass 07 positiv orientiert ist. Gemeinsame
Kanten von T; und T, fiir | # m werden also entgegengesetzt durchlaufen.

Seien ¥, 1 < k < 3, die orientierten Aussenwinkel von T;. Mit Satz 2.5.2 folgt

3
K dvol + kgds+ Y Oy =2m, 1<I< L.
T on k=1

Fiir die Innenwinkel &, = m — ¥ von 1; erhalten wir somit fiir jedes [ die
Identitit

3
K dvol + k,ds = O — T,
T oty ;

und Summieren iiber [ liefert
/ Kdvol—l—Z/ kyds = Z&lk —xF.
R i JC k.l

Seien

E, := # &ussere Ecken
E; := # innere Ecken
K, := # #Hussere Kanten

K; := # innere Kanten von 7.
Da jede Randkomponente C; geschlossen ist, folgt
K, =E,

Da jedes Dreieck von 3 Kanten berandet wird, wobei innere Kanten jeweils zu
zwei Dreiecken gehoren, gilt weiter

3F =2K;+ K,.

Schliesslich ergibt in einem inneren Eckpunkt die Summe der anstossenden
Innenwinkel den Wert 27, in einem &usseren Eckpunkt dagegen m — 9;; das

heisst, wir erhalten
Z(Slk =2nE; +nE, — 219]
k.l j
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Nach Definition eines Dreiecks miissen alle Eckpunkte der Randkurven C; auch
Eckpunkte einer Dreiecks T; € T sein. In allen {ibrigen Eckpunkten auf OR ist
der Aussenwinkel 9 = 0.

Es folgt
Z(Slk + 219]- —7F =27E —n(E, + F)
k.l j
=2r(E+ F - K) —n(E, +3F - 2K)
= 2mx(R) — m(E, — K,) = 2mx(R),
wie gewiinscht. O

Korollar 2.6.1 Sei S C R? kompakte, regulire Hyperfliche. Dann gilt
/ K dvol = 2mx(S).
s

Bemerkung 2.6.3 Analog zum Umlaufsatz 1.11.1 fiir Kurven erhalten wir so-
mit eine fundamentale Beziehung zwischen der Geometrie und der Topologie
von Flichen.

Satz 2.6.3 ertffnet eine Vielzahl von Anwendungen. Unter Benutzung von Satz
2.6.2 erhalten wir beispielsweise

Satz 2.6.4 Sei S kompakte, regulire Hyperfliche mit K > 0. Dann ist S dif-
feomorph zu S?.

Beweis. Korollar 2.6.1 und die Annahme K > 0 ergeben x(S) > 0, also ist S
diffeomorph zu S? gemiss Satz 2.6.2. O

Satz 2.6.5 (Hadamard) Sei S wvollstindige, zusammenhdingende, einfach zu-
sammenhdngende regqulire Hyperfliche mit K < 0, und sei p € S. Dann ist
exp,: TpS — S ein globaler Diffeomorphismus; insbesondere ist S diffeomorph
2u R2.

Beweis. Da S vollsténdig ist, folgt mit Satz 1.6.3, dass exp, auf dem gan-
zen Raum TS definiert ist. Der Satz von Hopf-Rinow ergibt zudem, dass exp,
surjektiv ist. (Je zwei Punkte p, ¢ € S lassen sich durch eine (kiirzeste) Geodti-
sche verbinden.) Zudem folgt aus der Bedingung K < 0, dass exp, ein lokaler
Diffeomorphismus ist. Diese Tatsachen beweist man z. B. in der Vorlesung Dif-
ferentialgeometrie II. Uns geniigt hier, die folgende Aussage zu beweisen.

Behauptung: exp,, ist injektiv.

Beweis. Seien a1, as; Geodidten von p nach ¢. Wir diirfen annehmen, dass
a1 Nas = {p,q}); sonst wihlen wir die vor dem ersten Schnittpunkt liegenden
Teilbogen. Es sei R das von der geschlossenen Kurve o = a; — as auf der
einfach zusammenhingenden Fliche S berandete und daher ebenfalls einfach
zusammenhingende Gebiet. Satz 2.6.3 liefert

2
/ K dvol + / kg ds + 20,- =2nx(R) = 2.
R a i=1
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Da andererseits K <0, k; =0, folgt §; = 0, = m, also a1 = ag, wie gewiinscht.
O

2.7 Parallelverschiebung und Kriimmung

Sei S C R? eingebettete, orientierte, regulire Hyperfliche, Vy = exp,,(Bry(0))
Normalumgebung eines Punktes p € S, A C V \ {p} ein einfach zusam-
menhingendes Gebiet mit orientiertem, stiickweise glattem Rand 04 = a(R),
wobei |&| =1, a(t + L) = a(t), L = L(OA).

Weiter sei X ein stiickweise glattes Vektorfeld lings a, und sei X parallel
langs der reguldren Bogen von «. Wegen Satz 2.2.1 diirfen wir annehmen, dass
| X@)|=1.

Definiere die Orthonormal-Basis
0

P .
B = — expp(rew), Es = 3

or
(1 0
9=\ )"

X (t) = cos¥(t)Er +sind(t)Es, t € R,

exp,, (re'?)

>| =

auf A, wobei

Schreibe

mit einer stetigen, stiickweise glatten Funktion ¥: R — R.

Satz 2.7.1 Es gilt
HL) = ¥(0) +/ K dvol.
A

Beispiel 2.7.1 Sei a € C®(R;S?) ein einfach geschlossener Weg, welcher S?
in zwei Teile gleichen Volumens zerlegt

5%\ a(R) = AU B, vol(4) = vol(B) = 2x.

Dann sind parallele Vektorfelder X lings o periodisch mit Periode L = L(a).

Beweis von Satz 2.7.1. Zur Vereinfachung setzen wir « als glatt voraus; damit
gilt auch ¥ € C*(R). Es sei

er(t) = a(t), ex(t) = N(a(t)) x e(t)
das begleitende 2-Bein analog Abschnitt 2.5. Schreibe
X (t) = cos p(t)er (t) + sin p(t)e2(t)
mit p € C*(R).

Da X parallel ist, erhalten wir die Gleichungen

0= (2% c2) = cosn(t (<Z—t> +u)
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sowie

Mit der Identitéit

b = (Ot e0) = (2 )
folgt
n= _kga
und Satz 2.6.3 ergibt
(L) — p(0) = — kgds = / K dvol — 2.
84 A

Andererseits unterscheiden sich (¢(L) —¥(0)) und (u(L) — ©#(0)) um den Dreh-
winkel des Vektors e; (t) = &(t) beziiglich Ey, E>. Nach dem Umlaufsatz, Satz
1.10.1, hat dieser den Wert 27, so dass

p(L) — p(0) = (I(L) — 9(0)) — 2m,
Es folgt
I(L) — 9(0) = / K dvol,
A

wie gewiinscht. O



