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Worum geht es?

Grob gesagt, geht es in dieser Vorlesung um die Auflésung linearer Gleichungs-
systeme der Art
Ax =y,

wobei A: X — Y eine lineare Abbildung ist zwischen unendlich-dimensionalen
Vektorrdumen X und Y und wo zu gegebenem y € Y eine Losung € X gesucht
wird.

Beispiel Sei  C R™ beschrinkt, f € L?(Q2). Das Randwertproblem

—Au=fin QCccR"
u = 0 auf 0f)

kann man auffassen als Gleichung der Form Au = f mit X = H? N H}(Q),
Y =L%Q), A: H>N H}(Q) > u— —Au € L*(Q).

Zusétzlich zur linearen Struktur des Problems bedarf es im Fall unendlicher
Dimension weiterer analytischer und geometrischer Strukturen, insbesondere
spielen Vollstéandigkeit, Kompaktheit, beziehungsweise Konvexitét eine Rolle. Je
nachdem ist daher der “richtige” Rahmen fiir die mathematische Behandlung ein
normierter Vektorraum (Linearitét) oder ein metrischer Raum (Vollsténdigkeit,
Kompaktheit), vielleicht auch ein “lokal konvexer topologischer Vektorraum”,
in dieser Vorlesung jedoch meist ein Banachraum oder sogar ein Hilbertraum.

Wie das Beispiel zeigt, geniigen fiir die Anwendungen die klassischen Funk-
tionenrdume allein nicht. In der Vorlesung “Funktionalanalysis II” werden die
fir die Behandlung partieller Differentialgleichungen fundamentalen Sobolev-
Réume eingefiithrt und die Theorie der linearen partiellen Differentialgleichun-
gen entwickelt

Die Vorlesung stiitzt sich auf die grosse verfiigbare Lehrbuchliteratur, vor allem
jedoch auf die nachfolgend aufgefiithrten Texte. Das hier vorliegende Skript zu
meiner Vorlesung im akademischen Jahr 2019 ist eine iiberarbeitete und leicht er-
weiterte Fassung des Skriptums zu meinen gleichnamigen Vorlesungen der Jahre
2007 und 2013. Auch fiir die vorliegende neue Fassung erhielt ich wieder zahl-
reiche hilfreiche Kommentare von Studierenden, Assistierenden und Kollegen,
die ich sehr dankbar aufgenommen habe. Insbesondere danke ich Alessandro
Carlotto fiir seine detaillierten und sorgfiltigen Hinweise.

Michael Struwe Ziirich, Dezember 2019
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Teil 1

Funktionalanalysis I






Kapitel 1

Vollstindigkeit,
Baire-Kategorie

1.1 Ein “nichtlineares” Problem

Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f,: [0,1] — R, und fiir jedes x € [0, 1]
existiere

lim fn(x) = f(w)

n—00

Ist f dann in mindestens einem Punkt x( stetig? — und liegt damit, durch
Tteration des Arguments in Teilintervallen der Léinge %, n € N, die Menge der
Stetigkeitspunkte von f sogar dicht in [0, 1]7?

Baire fand die geniale Losung dieses Problems auf dem Umweg iiber das fiir die
Funktionalanalysis dusserst fruchtbare Konzept der Baire Kategorie .

1.2 Metrische Riaume

Sei (M, d) ein metrischer Raum; das heisst, d: M x M — R hat die Eigenschaften
i) d(z,y) >0, “=" gdw. z =y  (Definitheit),

i) d(z,y) = d(y,z)  (Symmetrie),

iil) d(z,z) < d(x,y) +d(y,z) (Dreiecks-Ungleichung).

Beispiel 1.2.1. i) Jede Teilmenge eines normierten Raums (X, || - ||) kann in
kanonischer Weise als metrischer Raum mit Metrik

d(@,y) = [lz =yl
aufgefasst werden; zum Beispiel [0, 1] C R.

5



6 KAPITEL 1. VOLLSTANDIGKEIT, BAIRE-KATEGORIE

ii) Sei S = {(xk)ren; zr € R} der Raum aller Zahlenfolgen in R. Durch

Mm@mzzilmwu
k=1

281+ |z — vl
wird eine Metrik auf S erklart.
Wir wiederholen kurz die wichtigsten topologischen Begriffe:
i) Q C M heisst offen, falls gilt
Ve e Q3Ir>0: B.(z) ={y € M;d(z,y) <r} CQ
ii) A C M heisst abgeschlossen, falls A = M \ A offen ist.
Fiir Q C M sind ferner definiert:

o
i) Q = U G : der offene Kern von {2,
GCQ, G offen

iv) Q A= ((QC)O)C: die abgeschlossene Hiille von €2,

ADQ, A abgeschlossen

v) 092 = O\ Q: der Rand von €. Somit wird Q = Q U 99 disjunkt zerlegt.
vi) Q C M heisst dicht, falls Q = M, das heisst, falls

VB = B,(z) C M: BNQ # 0. (1.2.1)

vii) Q C M heisst nirgends dicht, falls Q = (), das heisst, falls
VB = B.(z) C M: B\ Q # 0. (1.2.2)
Beispiel 1.2.2. Eine endliche Menge 2 C R ist nirgends dicht, @ C R ist dicht.

Fiir das folgende ist insbesondere von Bedeutung:

Satz 1.2.1. Sei U C M, A=U°= M\U. Es sind dquivalent:
1) U ist offen und dicht;

ii) A ist abgeschlossen und nirgends dicht.

Beweis. i) = ii): Sei U offen und dicht. Dann ist A = U abgeschlossen, und
fiir jede Kugel B = B.(z) C M gilt

B\A=B\A=BnU#0.

ii) = 1): Sei A abgeschlossen und nirgends dicht. Dann ist U = A° offen, und
fiir jede Kugel B = B.(z) C M gilt

BNU=B\A=B\A#.
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Diese Begriffe sind natiirlich bereits auf der Stufe eines topologischen Raumes
erklirt. Falls (M, d) metrisch ist, so gibt es dquivalente Kriterien mit Folgen in
M ; zum Beispiel gilt

Satz 1.2.2. A C M ist abgeschlossen, gdw. fiir alle Folgen (zy)ken in A und
x e M gilt:
zg = x (k—o00) =z €A

Ein erst auf der Stufe metrischer Rdume definierter Begriff ist der Begriff einer
Cauchy-Folge und der Begriff der Vollstandigkeit.

Definition 1.2.1. (2j)ken st eine Cauchy-Folge in M, falls

d(zp,x;) = 0 (k,l — 00).

Definition 1.2.2. (M, d) heisst vollstindig , falls jede Cauchy-Folge (xy)nen
in M konvergiert.

Beispiel 1.2.3. i) CY(]0, 1]) mit der von der Supremumsnorm

1fllco = max |f(t)]

0<t<1
induzierten Metrik ist vollsténdig.
ii) Die Raume LP(2), 1 < p < oo, sowie C™(f2), m € Ny, sind vollstindig.
iii) Sei & C R™ offen, Q = U;il K; mit kompakten K; C K;4+1, j € N. Dann
ist C°(Q) mit der Metrik

o0

L lf = glleox;)
d ; == s J
(f,9) Z 201+ [|f = glleo(x;)

Jj=1

analog zu Beispiel [[21] ii) vollstindig. (Die von d induzierte Topologie auf
C°(2) heisst compact-open topology.)

1.3 Baire-Kategorie

Sei (M, d) ein metrischer Raum, M # §.

Satz 1.3.1. Falls (M, d) vollstindig ist, so gelten die folgenden (dquivalenten)
Aussagen

i) Sei U; C M offen und dicht, j € N. Dann ist U = ﬂ;; U; dicht in M.

1) Falls (Ujil Aj)o # 0 mit abgeschlossenen Aj,j € N, so gibt es mindestens
ein jo € N mat jljo # (). Insbesondere gilt:

wi) Falls M = U;’il A; mit abgeschlossenen Aj,j € N, so gibt es mindestens
ein jo € N mit jljo #0.
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Beispiel 1.3.1. Die Beispiele

und
i) M =Q = U,colz}

mit A, = {z} = A, und /L = () zeigen, dass in Teil ii) des Satzes die Annahmen
der Abzdhlbarkeit der Familie (A4;) und die Vollstédndigkeit von M notwendig
sind.

Beweis. i) Aufgrund der Charakterisierung (L21]) dichter Mengen geniigt es,
die folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung: Fiir x € M,r > 0 gilt stets B,.(z) N U # (.

Beweis. Seien z € M,r > 0,B = B,(z). Konstruiere (z;),en induktiv, wie
folgt.

a) Da U; dicht und offen, gilt
Ui N B +#0,U; N B offen.

Wihle 1 e Uy N B,0<r < % mit

B,,(x1) C Boy, (z1) C Uy N B. (1.3.1)
b) Seien x1,...,x;-1 € M,r1,...,rj—1 bereits bestimmt. Beachte, dass wie oben
gilt

Uj N BTj71($j_1) 7é @, Uj N BTj71($j_1) offen.

Wahle M IS Uj N BTj71($j_1), 0< Ty < 29 mit

Brj (mj) C BQTj (mj) C Uj N B,_ji1 (xj_l). (1.3.2)

Dann erhalten wir fiir alle j > k € N die Kette von Inklusionen
x; € By () CU;N By, (wj-1) C By, (xj-1) C ... C By (2), (1.3.3)
also insbesondere
d(zj,or) <rp, <27" =0 (j>k— o0);
das heisst, (z;);jen ist eine Cauchy-Folge. Da (M, d) vollsténdig, existiert

¥ = lim zj,
j—o0

und nach Grenziibergang j — oo in (L33)) folgt mit (32

Vk: z* € By, (x) C Uy.

Insbesondere erhalten wir z* € U = (o, Uy. Fiir k = 1 liefert (L31]) zudem
z* e U;NBC B, also
¥ eUNB#0D,

wie gewiinscht. O
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i) = ii1): (indirekt) Widerspruchsweise nehmen wir an

M= 4,
j=1
mit abgeschlossenen, nirgends dichten Mengen A;,j € N. Setze
U]‘:AEZM\AJ',‘]‘GN.
Nach Satz [L2Tlist U; offen und dicht, j € N. Nach Annahme gilt jedoch
j=1 j=1
im Widerspruch zu 1i).

iii)= ii): Betrachte den vollstdndigen metrischen Raum (L, d) = (B,(z),d), wo
By (x) C U2, Aj und benutze iii), angewandt auf die Mengen L N A;, j € N.

it) = 1): Sei U; offen und dicht, j € N, U = ﬂ;il U;. Widerspruchsweise nehmen
wir an, dass B = M \ U # (). Die Mengen A; = Uy, j € N, sind abgeschlossenen

und nirgends dicht, und mit B C U;’il A;j erhalten wir einen Widerspruch zur
Annahme ii). O

Bemerkung 1.3.1. Die Aquivalenz der Aussagen i) - iii) des Satzes gilt ohne
die Annahme, dass M vollsténdig ist.

Definition 1.3.1. (Baire Kategorie)

1) A C M heisst mager oder von 1. Baire Kategorie, falls A = U(;il A; mit
nirgends dichten Mengen A;, j € N; Kat(A) = 1.

1) A C M heisst fett oder von 2. Baire Kategorie, falls A nicht von 1. Baire
Kategorie ist; Kat(A) = 2.

1) 0 C M heisst residuell, falls Q¢ = A mager ist.

Beispiel 1.3.2. i) M = Q = {J,co{z} C R ist mager.
ii) Jede Teilmenge einer mageren Menge ist mager.

iii) Abzihlbare Vereinigungen magerer Mengen sind mager.

Frage: Gibt es iiberhaupt fette Mengen?

Satz 1.3.2. (Baire) Sei (M, d) vollstindig, M # 0. Dann gilt:
i) Kat(M) = 2

i) Kat(A) =1 = Kat(A°) = 2, und A° ist dicht in M.

iii) 0 # U offen = Kat(U) = 2.

Beweis. i) Dies folgt unmittelbar aus Satz [[3.1]iii).
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ii) Falls Kat(A) = Kat(A€) = 1, so wire Kat(M) = 1 gemiss Beispiel [L31iii),
also Kat(A°) = 2. Sei
A= U Aj C U A_]
j=1 j=1

mit nirgends dichten A;,j € N. Dann ist U; = (4;)¢ offen und dicht, und nach
Satz [[3T1) ist

U:ﬁsz(ooA_j)cc(GAj)c:Ac
=1 j i=1

j=1
dicht.
iii) Wire Kat(U) = 1, so wiire gemiiss ii) die Menge U¢ = A = A dicht, also
A=M,U=0. O

“Typische” Beispiele magerer, beziechungsweise fetter Mengen sind somit die
Teilmengen Q, bezichungsweise R \ Q von M = R. Beachte, dass gilt

@:Rv (R\@)o:(ﬁ

Jedoch scheint es einen Zusammenhang mit dem Lebesgueschen Mass zu geben.
Ist diese intuitive Vorstellung richtig?

Fragen: Sind Lebesgue-Nullmengen A C R (im Baireschen Sinne) “mager”?
Haben magere Mengen A C R stets verschwindendes Lebesgue-Mass?

Beide Fragen sind mit “Nein” zu beantworten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.3.3. Sei (gi)ken eine Abzihlung von Q, und fiir j € N sei

Uj = U]qk — 2= Utk gy 9= Gtk
keN
mit
LYUy) <Y 270t =973,
keN

Die Mengen U; sind offen und wegen
U;>Q=R

auch dicht. Nach Satz [L2.1] ist A; = U; nirgends dicht, A = J;Z, A; ma-
ger und daher U = (;2, U; = A° fett nach Satz [L3.2 jedoch gilt LYU) =
limj_mo El (UJ) =0.

1.4 Erste Anwendung

Der Satz von Baire ist grundlegend fiir die Theorie linearer Gleichungen in
Banach-Réumen. Als erste Anwendung stellen wir hier jedoch die Losung des
nichtlinearen Problems aus Abschnitt 1 vor.
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Satz 1.4.1. (Baire) Sei (M,d) vollstindig, (fn)nen eine Folge stetiger Funk-
tionen fn: M — R,n € N, und es existiere der punktweise Limes

lim f,(z)=: f(z) €R

n— oo

fiir jedes x € M. Dann ist
R = {x; f ist stetig an der Stelle x}

eine residuelle Menge, insbesondere also dicht in M .

Beweis. Fiir € > 0, n € N setze

Poe={z; |fulz) — f(2)] < e}
und weiter

R. = J(Pne).

n=1

Beachte, dass Rs C R, fiir § <e.

Behauptung. U := ﬂjoil Ry/; = R, die Menge der Stetigkeitspunkte von f.

Beweis. “R C U”. Sei f in x stetig. Zu € > 0 wihle ro > 0,n9 = ng(e),r, >
0 (n > np) mit

sup [ f(z) — f(zo)| <e/3

€ By (x0)
und
sup | o) — f(z0)| < /3.
n-no
sowie

sup [ fn(x) = fu(zo)| <e/3
zE€ By, (x0)

Dann folgt fiir n > ng,r < min{rg,r,}:
|fn(1') - f(:L')| < E,V:C € Br(zO);

also By (zg) C Pye, %0 € Ppe C Re. Also o € U.

“U C R”. Sei f in xp unstetig. Dann gibt es ¢ > 0 mit der Eigenschaft

0SCR, (z0) f = sup f— inf f>3eVr>0.
Br(zo)  Br(zo)

Zu n € N wihle r, > 0 mit
0SCR, (z0) Jn < &,Vr < 1y.
Schétze ab fir r < ry,

2 sup [fa—fl= sup  |(fulz) = f(2) = (fuly) = f(¥))]

BT(mO) m,yEBT(zo)

> 0SCB, (z0) f — OSCB, (x0) fn > 2¢;
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das heisst 5
20 € Pre,Vn €N

und somit g € R, fiir € < go(xp), daher auch xg ¢ U. O

Behauptung. R, ist offen und dicht fiir jedes € > 0.
Beweis. Offenbar ist R, offen, ¢ > 0. Betrachte fiir ¢ > 0,n € N die Menge

Foe ={;]fn(2) = fasr(z)| <e,Vk € N}

Beachte, dass mit f,+x(x) = f(x ) (k — o0) folgt F,, - C Py... Wegen f,(z) —
f(z) (n — 00) gilt zudem | J -, F,, . = M, Ve > 0. Weiter ist

Fue = (a1 fule) — furr(o)] <<}

k=1

abgeschlossen. Also gilt 0F,, . = F,, . \ F,,, und mit (aFn,E)" C F,. folgt
(OF,¢)° = 0.

Setze A, . = 0F, .. Dann ist A, . abgeschlossen und nirgends dicht und liefert
die magere Menge

=J 4. U Foc\Fn) > | Fa U Fpe > M\ Po. = M\R..
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Satz liefert die Behauptung. O

Setze nun

Dann ist A = (J;2, A; mager, also

R=U=(\U;=A°
j=1
residuell, insbesondere dicht nach Satz [[.3.2]ii). O

Umgekehrt kann man fragen, wann sich eine Funktion f: [0, 1] — R punktweise
durch stetige Funktionen f,: [0,1] — R, n € N, approximieren lsst.

Beispiel 1.4.1. Die Funktion f = xgn[o,1) ist nirgends stetig, also nicht punkt-
weise durch stetige f,, n € N, approximierbar.

Weiter kann man fragen, unter welchen Bedingungen eine Funktion f € L'([0,1])
einen Vertreter f mit obiger Eigenschaft besitzt. Kandidaten fiir (f,,)nen wéiren
in diesem Falle

a) die Mittel (der durch f = 0 ausserhalb forgesetzten Funktion f), mit

z-i—%n
fu@) =n [T )y > f@) (0 o0)

2n
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fiir fast alle = € [0, 1] und insbesondere in jedem Stetigkeitspunkt, oder

b) die Fourier-Reihe der periodisch auf R fortgesetzten Funktion f. OBdA sei
die Periode auf 27 gestreckt. Setze

1 ? —ikt
ap = — t wtdt, ke Z
k 9 0 f()e ) 5

und definiere

Vergleiche dazu das Konvergenzkriterium von Dini:

Satz 1.4.2. (Dini) Falls fiir x € R gilt

/” flat+t)+ fle—t) —2f(x)

t
so gilt fiir die obige Fourier-Reihe

fn(2) = f(z) (n = 00).

dt < o0,

Vergleiche Wheeden-Zygmund: Measure and integral, Theorem 12.28, S. 224.
Eine weitere Anwendung liefert

Satz 1.4.3. (Prinzip der gleichmdssigen Beschrinktheit) Sei (M, d) vollstindig,
(fx)xen eine Familie stetiger Funktionen f\: M — R, und sei (f))ren punkt-
weise beschrdnkt in dem Sinne, dass

sup | fa(x)| < o0,V € M.
AEA

Dann gibt es eine offene Kugel B C M mit

sup  |fa(z)] < 005
AEA, z€B

das heisst, (fa)aea ist auf B gleichméssig beschrinkt.
Beweis. Fiir k € N definiere die abgeschlossene Menge
Ag={z e M; VA€ A: [fi(z) <k} =) {z; |fa(z)] < Kk}
—_———
A abgeschlossen, da f) stetig
mit (J;o, Ax = M. Da M vollstindig, gibt es geméss Satz [L3J]iii) ein ko mit
Ako 7é (. Wahle B C Ako- O

Falls die Funktionen fy lineare Abbildungen auf einem Vektorraum sind, erhélt
man aus Satz ein Kriterium fiir die gleichmissige Beschrianktheit der fy
auf einer Kugel um 0, das heisst fiir die gleichméssige Stetigkeit der fy. Es liegt
daher nahe, nun auch die lineare Struktur einzubeziehen.
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Kapitel 2

Lineare Abbildungen

2.1 Normierte Riume

Sei X ein R- oder C-Vektorraum, || -||: X — R eine Norm auf X; das heisst,
i) ||z]| >0, “=" gdw. x = 0 (Definitheit),

i) ||Az]| = |Al]]z]], Yz € X, A € R oder C (positive Homogenitit),

iii) ||z + y|| <|lz|| + |ly|| (Dreiecksungleichung).

Mit der von || - || induzierten Metrik

d(z,y) = ||z — yl|
ist X dann auch ein metrischer Raum.

Definition 2.1.1. (X,|| - ||) heisst ein Banachraum, falls X beziiglich d
vollstandig ist.

Bemerkung 2.1.1. i) Die Norm ist (Lipschitz-)stetig auf X, da
el = Iyl < [l =yl Vo, y € X.
ii) Die Vektorraumoperationen sind ebenfalls stetig (Ubung).

Beispiel 2.1.1. i) Sei M eine Menge, (X, || - ||x) ein normierter Raum. Dann
ist
B(M, X) ={[: M — X;sup ||/(t)[|x < oo}
€

ein Vektorraum mit der Norm

[ fllBa,x) = sup || f(D)]|x-
teM

ii) B(M, X) ist vollstandig, wenn X vollsténdig ist.

15
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Beweis. i) Mit den punktweise definierten Vektorraum-Verkniipfungen

(f+9)(t) = f(t) +g(t), A)(t) = Af(t),t € M

wird B(M, X) zu einem Vektorraum. Dabei benutzen wir auch die Dreiecks-
Ungleichung und die Homogenitéit der Norm. Die Eigenschaften i) und ii) einer
Norm sind trivialerweise erfiillt; beziiglich iii) beachte

I1f +9llBv,x) = sup |[f(t) + g(O)]|x < sup(|[f(®)[|x + [l9()]|x)
teM teM
<|IfllBar,x) + 9l B, x)-

ii) Falls X vollsténdig ist, so sind Cauchy-Folgen (fx) in B(M, X) punktweise
konvergent, denn fiir jedes t € M ist wegen

15 (8) = fe@llx <15 = felloux) =0 (4, k — o0)

auch die Folge (fr(t)) eine Cauchy-Folge und es existiert f(t) = limg_ 00 fx(t)
mit

1f = fullBar.x)y = sup lim [|f;(t) — fu(t)|x
teM J 0

< limsup||f; — fell,x) =0 (k= o0).
_]—>OO

Insbesondere gilt f € B(M, X). O

Als Anwendung von Beispiel .11l zeigen wir, dass sich jeder metrische Raum
(M, d) “isometrisch” in einen vollsténdigen metrischen Raum (M*, d*) einbetten
l&sst.

Seien (M, d), (M*, d*) metrische Rédume, ®: M — M*.
Definition 2.1.2. ® heisst Isometrie , falls gilt

d*(2(x), ®(y)) = d(z,y),Vz,y € M.

Bemerkung 2.1.2. Eine Isometrie ®: M — M* ist (Lipschitz) stetig und
injektiv, und ®~1: ®(M) — M ist (Lipschitz) stetig.

Satz 2.1.1. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindigen
metrischen Raum (M*,d*) und eine Isometrie ®: M — M*.

Bemerkung 2.1.3. i) Wir bezeichnen in diesem Falle den Raum M = &(M)
als Vervollstindigung von M, (versehen mit der Metrik d = A" i)
ii) Man kann zeigen, dass die Vervollstindigung bis auf Isometrien eindeutig ist.

Beweis von Satz[2.1.9. Wihle M* = B(M,R) mit der von || - [|g(as,r) indu-
zierten Metrik d*. Nach Beispiel ZZTTlist (M*, d*) vollstéindig.

Fixiere ein z* € M. Definiere nun ®: M — B(M,R) durch
O: x> fo(z) =d(z,2) — d(z*, 2).
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Beachte
Vz e M: |fe(2)| = |d(x, 2) — d(z", 2)| < d(x,z");

also f, € B(M,R). Analog folgt

fe = fyllBarr) = sup [ fa(2) = £y (2)]

ze€M
= sup |d(z,z) — d(y, 2)| < d(z,y)

zeM

und
fe = FyllBarry = |fa(x) = fy(2)| = d(z,y).

Also ist @ eine Isometrie. O
Seien || - ||1, || - ||z Normen auf X.
Definition 2.1.3. || - ||1,]| - ||2 heissen Aquivalent, falls mit einer Konstanten
C >0 gilt

Vo e X: 07|zl < |lzll2 < Cllz|s. (2.1.1)

Beispiel 2.1.2. i) Auf R” (oder C") ist jede Norm &quivalent zur euklidischen
Norm; also sind je zwei Normen auch zueinander dquivalent.

Bewets. Die Einheitssphére in R

sl — {z = (x1,...,2,) € R™;||z|| =

ist kompakt, und jede Norm ||-||1 ist beziiglich der euklidischen Norm || -|| stetig,
da fir z =z + &, € = (&,...,&,) mit einer Konstanten C' > 0 gilt

n
2l = [lzoll] < |21 = zolly = 1) &eilh

i=1
<Yl = Y lellledlh < €3 leil < Crllel] -
=1 =1 =1

Also existieren
maxgegn—1 ||2|)1 = C1, mingegn-1 ||z||1 = 02_1 >0.

Mit C' = max{C, C2} folgt (ZII)). O
ii) Die Normen auf C°([0, 1]),

191l = st 1510 ||f||2—/ ()] de

sind nicht dquivalent, da fiir (f,,)nen mit

falt) =t", 0<t <1,
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gilt

1
=1, ||fallo=———0(n— .
[1fally =1, [[falls = —=— =0 (n — o0)

Hingegen lisst sich das Ergebnis aus Beispiel Z.1.2] i) auf jeden Vektorraum
endlicher Dimension iibertragen.

Satz 2.1.2. Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum X sind je zwei Nor-
men dquivalent.

Beweis. Wir fithren die Aussage auf den Fall X = R™, beziehungsweise X = C”
zuriick. OBdA sei X ein R-Vektorraum. Wéhle eine Basis eq, .. ., e, fiir X. Dann
ist die Abbildung

O:R" = X, o= (21,...,2,) = »_xie; €X
=1

linear und injektiv, mit der Rangformel also auch surjektiv. Seien || - |3, || - ||
Normen auf X. Definiere

lzlls = [|@(@)]lF", = € R™,

und analog ||z||2. Die Eigenschaften i), ii) einer Norm folgen aus der Definitheit
und Homogenitiit von || - ||, da ® linear ist und injektiv. Mit der Linearitiit
von @ folgt ebenso fiir z,y € R™ die Dreiecksungleichung

llz+yll = [12(@) + )| < |@@)I[F + 2@ = ll=ll + [lylh

aus derjenigen fiir || - ||3, und ebenso fiir || - ||s¢. Nach Beispiel Z.1.2]1) gibt es
C > 0 mit

CH@(@)| = C7 Izl < [lall2 = [@@)IE < Cllell = Cl|@()II-

fir alle z € R™. Da ® surjektiv, folgt die Behauptung. [l

Satz 2.1.3. Endlich-dimensionale Teilrdiume eines normierten Raumes sind
vollstindig, insbesondere abgeschlossen.

Beweis. SeiY C X ein endlich-dimensionaler Untervektorraum des normierten
Raumes (X, ||-||x), dimg(Y) = n. Sei ®: R” — Y wie im Beweis von Satz2.1.2
llz|] = ||®(x)||x die induzierte Norm in R™.

Cauchy-Folgen (y;) C Y werden unter ®~1 abgebildet auf Cauchy-Folgen (zy)
im (R™,|| - ||). Wegen Beispiel [ZT.2li) sind dies auch Cauchy-Folgen in R"™
beziiglich der euklidischen Metrik. Da R™ vollstédndig ist, existiert der Limes
2= limp 00 2, und yi, — v := ®(z) (k — 00). Somit ist Y vollstindig.

Abgeschlossenheit erhilt man mit dem Folgenkriterium geméss Satz[[.220 O

Fiir co-dimensionale Unterrdume ist das Ergebnis der Satz[2.1.3]im allgemeinen
nicht richtig.
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Beispiel 2.1.3. Betrachte C?([0,2]) als Unterraum von (L'([0,2]),]|-||z1). Die
Folge (fn)nen C C°([0,2]) mit

o 0<t<l
n(t) = _

ist eine Cauchy-Folge in L'([0,2]) mit lim, oo f, = f, wobei

0, 0<t<l1
t) = =

jedoch gilt f ¢ C°([0,2]).

Abstrakt kann man auch wie folgt argumentieren: C°(]0,2]) ist ein strikt in

L([0,2]) enthaltener Teilraum, jedoch gilt L([0,2]) = C°(]0, 2]).

Wir wiederholen den Begriff der Kompaktheit in metrischen Raumen (M, d).

Definition 2.1.4. K C M heisst (folgen-) kompakt, falls jede Folge
(2k)ren C K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

In (R™,|-|) gilt das einfache Kriterium: K C R™ ist kompakt genau dann, wenn
K beschrénkt und abgeschlossen ist. Vergleichbare Kompaktheitskriterien in
C°(Q) oder LP(Q) werden wir spéter kennenlernen; siehe Satz [6.3.1] bzw. Satz
6.5.2)

In metrischen R&umen ist Folgenkompaktheit ferner dquivalent zur “Heine-
Borel-Eigenschaft” oder Uberdeckungskompaktheit.

Definition 2.1.5. K C M heisst iberdeckungskompakt, falls jede offene
Uberdeckung (U,),er von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Die “Heine-Borel-Eigenschaft” benutzt man zur Definition von Kompaktheit in
topologischen Raumen.

Schliesslich kann man endlich-dimensionale Vektorrdume auch wie folgt charak-
terisieren.

Satz 2.1.4. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) dim(X) < oo.
it) Die Einheitssphire S = {xz € X; ||z|| = 1} in X ist kompakt.

Beweis. i) = 4i): Sei dimg(X) = n,®: R" — X der Isomorphismus aus dem
Beweis von Satz[ZT2 || - ||; die durch ® induzierte Norm auf R,

(I)_l(S) = {.Z‘ S Rn; ||.Z'||1 = 1} =: 5.

Wegen Beispiel Z1.211) ist S; C R™ abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
® ist stetig. Damit ist auch ®(S;) = S kompakt.

1) = 4): (indirekt) Sei dimg(X) = oo. Wir konstruieren eine Folge (xy)gen in
S, die keine konvergente Teilfolge besitzt.
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Falls die Norm auf X von einem Skalarprodukt (-,-) induziert wird, das heisst,

falls
Ve e X: ||z|| = (z,x),

so erhilt man eine geeignete Folge (x))ren, indem man aus einer Folge linear
unabhéngiger Vektoren y; mit dem Gram-Schmidtschen [ Verfahren eine Folge
orthonormaler Vektoren erzeugt mit

llznl] =1, (@i, 2%) =0 (i # k),
also auch
2 — x])? = [|2] | + ||k | — 2(2i, 21) = 2 (i # k).
Somit kann (zx)ren keine konvergente Teilfolge haben.

In einem allgemeinen normierten Raum erhélt man analog eine geeignete Folge
durch Anwendung des folgenden Lemmas. O

Lemma 2.1.1. (Franz Riesz): Sei (X, ||-||) ein normierter Vektorraum, Y C X
ein abgeschlossener linearer Unterraum, Y # X.

Dann gibt es fir jedes € €]0,1] ein x € X \'Y mat
i) [l =1,
it) d(z,Y) =infycy ||z —y|| > 1 —e.
Beweis. Wihle 2* € X \ Y. Da Y abgeschlossen, gilt
d: =d(z*,Y) = inf ||z* —y|| > 0.
(@.Y) = inf [lo* — g

Wihle y* € Y mit

* * d
d<|lz* —y*|| < .

1-¢
Setze . .
r -y
=0
[lz* =y
mit ||z|| = 1 und

. -y d
d(x,Y) = inf || || = T >

P 1—e.
veYy [|lz* — y¥|

O

Beweis von Satz[2.1.7] ii) = i) (vollendet). Seien (yi)ren eine Folge line-
ar unabhéngiger Vektoren, Y3, = span{y;; | < k}, k € N. Nach Satz ist Yy
fiir jedes k abgeschlossen. Wihle x7 = Hz—iH und fiir £ > 2 wihle , € Yi \ Y1
mit

okl =1, d(zg, Yi1) >

N |

geméss Lemma [ZT.Jl Dann gilt fiir k£ > [ stets

llzx — ai]| > d(zx,Ys) > d(zk, Yiee1) >

N |

Also ist S nicht kompakt. O

Lsiehe zum Beispiel Werner, S. 202
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2.2 Stetige lineare Abbildungen

Seien (X, || - ||x), (Y;]|| - ||y) normierte Vektorrdume, A: X — Y linear.

Satz 2.2.1. Es sind dquivalent:

i) A ist stetig in 0 € X;

ii) A ist stetig in jedem Punkt xg € X;

i) A ist gleichmdssig stetig auf X ;

w) A ist Lipschitz stetig;

v) SUp||5 <1 ||AZ|]y < oco.

Beweis. v) = iv): Mit der Linearitit von A folgt fiir x1 # x5 € X

r1 — T2

[Azy — Azs|ly = [[A(z1 — 22)lly = |[o1 — @2||x [[A7———
llz1 — 22[x

Iy

< sup |[|Az|[y||z1 — 22||x.
[lz||x <1

i) = iii) = ii) = i) ist klar.
i) = v): (indirekt) Sei sup)|,| <1 ||Az|ly = oo. Wihle (z,)nen in X mit
[lzn]lx <1, 0<||Az,|ly = o0 (n — 00).

Dann gilt
x
2= —— —0in X (n — o0);
[|Azn|ly

jedoch folgt mit der Linearitit von A
[|Azp|ly =1,n €N,
im Widerspruch zur angenommenen Stetigkeit in 0 € X. O

Zusammen mit Satz [2.1.2] folgt:

Satz 2.2.2. Sei X endlich-dimensional, A: X — Y eine lineare Abbildung.
Dann ist A (Lipschitz) stetig.

Beweis. ||z||« = ||z||x + ||Az||y definiert eine Norm, die von A induzierte
“Graphennorm” auf X. Nach Satz[2.1.2 gibt es C' > 0 mit

Ve e X: [|Az|ly < |zl < Cllal|x.

O
Satz gilt nicht mehr, falls X unendlich-dimensional ist.
Beispiel 2.2.1. Sei X =Y = C%[0,1]), || - llx = Il - llz, || - lly = || - llco,

A = id. Analog zu Beispiel Z.T.2lii) gilt

sup || f]lco = 005
HfHLlSl

also ist A nicht stetig.
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Setze
L(X,Y)={A: X - Y, Aist linear und stetig}.

L(X,Y) ist ein Vektorraum mit Norm

Ax Y
Allery = sup [ Aally = sup 1221
llz||x <1 e0 ||2]|x

und es gilt
Vo e X: [|Az|ly < |l llollx-

Falls X =Y (mit derselben Norm), so setze

L(X,X)=L(X).

Satz 2.2.3. i) Seien X,Y,Z normierte Vektorriume, A € L(X,Y),B €
L(Y,Z). Dann gilt BA € L(X, Z), und

I|1BAl|L(x,2) < 1AllLcx, )| BllLey,z)-

1) Die obige Abbildung A, B — BA ist stetig.
Beweis. i) Fiir x € X schétze ab

[(BA)z||z = [|B(Az)||z < [|B||L(v,2)l|Az||y
<|IBllLev. )l Allx vl x -

ii) Stetigkeit der Verkettung folgt aus
BA — BpAp = (B — Byp)A + Bo(A — Ap)
mit 1). O

Falls X = Y, so kénnen wir L(X) wegen Satz als Algebra auffassen.
Insbesondere sind die Potenzen A¥ = A ... A eines A € L(X) definiert.

k—mal

Fiir die Existenz von Potenzreihen bendtigen wir die Vollstédndigkeit.
Satz 2.2.4. Ist Y ein Banach-Raum, so ist auch L(X,Y) ein Banach-Raum.
Beweis. Sei (A,)nen Cauchy-Folge in L(X,Y), das heisst,

sup ||Apz — Azlly — 0 (n,l = o).
||| x <1

Dann ist (A,2)neny Cauchy-Folge fiir jedes z € X mit ||z||x < 1, wegen der
Linearitét also auch fiir beliebiges x € X. Falls Y vollstédndig ist, existiert der
punktweise Limes

Az := lim A,xz, z € X.

n—oo

A ist linear wegen der Linearitét von A, und Stetigkeit der Vektorraum-
Operationen, und aus

|Az|ly = [| lim (Apz)lly = lim |[Anz[ly <limsup [[An|[Loxn|l2lx
n—oo n—oo n—oo



2.2. STETIGE LINEARE ABBILDUNGEN 23

folgt die Beschrénktheit und damit wegen Satz 221 auch die Stetigkeit von A.
Analog erhalten wir
|4z — Apl|ly = [| lim (Ajz — Apz)|ly = lim [[(A = Ap)(2)|ly
l—o0 l—o0

< lignsup”Al — Anlloxvllzllx — 0 (n — o0),
—o0

und daher nach Ubergang zum Supremum beziiglich ||z||x < 1

||A*An||L(X7Y) < hfnsupHAl 7An||L(X,Y) —0 (TL — OO)
—00

Vergleiche den Beweis von ii) in Beispiel 2111 O

Analog zum Kriterium der absoluten Konvergenz fiir die Konvergenz von Reihen
in R gilt der folgende Satz.

Satz 2.2.5. Sei Y ein Banach-Raum, A; € L(X,Y), j €N, und es gelte

o0
> Al < oo
j=1

Dann existiert
n

> Aj= lim > A4 € L(X,Y).
j=1 j=1

Beweis. Sei S, = 7 Aj,n € N. Da

S — Sillox,y) < Z I[A5]L(x,y) — 0(n > 1 — o0),
J=l+1

ist (Sp)nen eine Cauchy-Folge in L(X,Y), nach Satz [Z24] also konvergent. [J

Wir betrachten nun speziell Potenzreihen in L(X).

Beispiel 2.2.2. i) Sei X ein Banach-Raum, A € L(X). Dann existiert die Reihe
00 k
exp(A) = et =370 4r € L(X).

Beweis. Mit der Abschiitzung [[A||;x) < ||A||’z(x) fiir alle k € Ny folgt

Z HFHL(X) < exp(||A|[r(x)) < oo
k=0 ’

O

ii) Sei X ein Banach-Raum, A € L(X), ||A]|rx) < 1. Dann existiert die
Neumann-Reihe Y ;- ) A¥ € L(X), und es gilt (mit 1 = A° = id)

(1—A)§:Ak :iAk(l—A) = 1; (2.2.1)
k=0 k=0
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das heisst, die Abbildung 1 — A ist invertierbar mit

iAk =(1-A)"L

k=0

Beweis. Konvergenz der Reihe S, = >°)_, A¥, n € N, folgt analog zu i) mit
dem Konvergenzkriterium fiir die geometrische Reihe. Die Identitdt (Z2Z1) folgt
aus

(1= A)S, =Sp(1—A) =8, — (Sps1 — 1) =1+ (Sp — Spp1) — L.

n—oo

Satz 2.2.6. Sei X ein normierter Raum, A € L(X). Dann ezistiert
5 n =S o n =S
ra = Tim (14" F e, = inf (141 x, < 14lL2c0)
ra heisst Spektralradius von A.

Beispiel 2.2.3. Sei A € L(X), und sei A € R oder A € C Eigenwert von A mit
Eigenvektor 0 # z) € X. Mit

Alxy = AAn71$A =---=\"u,
folgt dann [|A™[|x) > [A|" fiir allen € N, und r4 > [A].

Beweis von Satz[2.2.6. Beachte, dass Satz[2.2.3 ergibt

Vi€ N: | 4”1 < [14]]zex)-

Zu € > 0 wihle k£ € N mit
k + : n %
1% ||£(x) < }gleA ||L(X) t+e
Fiir n € N schreibe n = kl + m, m < k. Mit Satz folgt
1A 20 < Ao lA™1E )
1 m
< ||Ak||£(X)||A||£(X)

— ||Ak||§(x> < }2§||Aj||z(x> +¢e (n — o0).
Da ¢ > 0 beliebig gew#hlt war, erhalten wir
. n l . n i . . n l
1171;11_>S£P||A ||L(X) = igﬁ 1A ||L(X) = lﬁlnj){ngA ||L(X)’

wie gewiinscht. |

Als Folgerung notieren wir abschliessend:
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Satz 2.2.7. Sei X ein Banach-Raum, A € L(X) mit ra < 1. Dann konvergiert
die Neumann-Reihe Y72 A' € L(X), und es gilt

iAj =(1-A4)7"1eL(X).
j=0

Beweis. Die Konvergenz der Reihe folgt aus Satz 2.2.5 mit dem Wurzelkrite-
rium. Die Behauptung folgt dann wie in Beispiel Z2.21ii). (|

Setze
GI(X) = {A € L(X); A invertierbar und A~" € L(X)}.

Bemerkung 2.2.1. In Abschnitt 3.2 werden wir sehen, dass fiir bijektive Ab-
bildungen A € L(X) eines Banachraums X die Inverse automatisch stetig ist.

Aus Satz 227 folgt nun
Satz 2.2.8. Sei X ein Banach-Raum. Dann ist GI(X) offen in L(X).
Beweis. Sei Ay € GI(X), A € L(X) mit
14 = Aollexy < 114512 k)
Wir zeigen A € GI(X). Schreibe dazu
A= Ao+ (A— Ag) = Ao(1+ A (A — Ap)).
Satz 223 liefert die Abschitzung
IAG (A = Ao)llLixy < IIAG I Lx)llA = Aollnx) < 1.

Mit Satz [Z21 folgt
(1+Ag' (A= A0)~" € L(X),

und mit Satz [2.2.3] erhalten wir
A7 = (1+ AgH(A — Ap)) Tt Ayt € L(X),

wie gewiinscht. |

2.3 Quotientenraum

Sei X ein Vektorraum, Y C X ein linearer Unterraum. Definiere die Aquiva-
lenzrelation
T ~NTo: T —To EY

mit Aquivalenzklassen
[z] =z +Y.

Beachte, dass [ax] = az] fir z € X, a € R, wobei wir fiir & = 0 identifizieren
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weiter gilt [x1 + x2] = [z1] + [x2]; das heisst
XY ={[z];z € X}
ist ein Vektorraum. Es sei 7 die kanonische Quotientenabbildung

m: X>z[z] € X/Y.

Satz 2.3.1. Sei || - ||x Norm auf X, Y C X abgeschlossen, Y # X. Dann ist
llz)llx/y = inf llz —yllx = dist(=,Y)
eine Norm auf XY, und 7 ist stetig mit

7|l x,x/vy = 1.

Falls (X, || - ||x) vollstindig ist, so auch (X/Y,|||Ix/v)-

Bemerkung 2.3.1. Auf die Abgeschlossenheit von Y kann man nicht verzich-
ten. Falls Y C X ein dichter Unterraum ist, so gilt inf,cy ||z —y||x =0,z € X.

Beweis von Satz[2.3.1l. i) Zum Beweis der Definitheit sei ||[z]||x/y = 0 fiir
ein z € X. Dann gibt es eine Folge (yx) C Y, so dass ||z —yx||x — 0 fir k — oc.
Mit der Abgeschlossenheit von Y folgt = limg_,oo yx € Y, also [z] = [0].

Die Homogenitét der Norm || - || x/y ist offensichtlich.

Schliesslich zeigen wir die Dreiecks-Ungleichung. Zu x1,22 € X, € > 0 wihle
Y1,y2 € Y mit

o1 — yllx + |72 — v2llx < |[l[wa]llx/y + llz2]llx/y + &
Es folgt

1] + [z2]llx/y = lllzr + z2]llx/y < l(1+22) = (11 +w2)llx
Sl = mllx + ez = gellx < l=]llx/y + [z2dllx/y +e

Mit € | 0 folgt die Behauptung.
it) Mit [|7(z)||x/v = l[2]l|x/v < ||2||x folgt sofort ||7||rx,x/v) < 1.
Zu e > 0 wihle x = 2. € X \ Y gemiiss dem Lemma 2.T.T] von Riesz mit

llz||x = 1,dist(z,Y) > 1 —e.

Mit
dist(z,Y) = inf |l = yllx = |l[2]lLx/v
folgt
(2]l x/v
Tl ox,x/vy > —7—— >1—¢.
)= ] x

iii) Zum Beweis der Vollstdndigkeit des Raumes X/Y im Falle eines Banach-
raums X sei (zx)reny C X mit [[[zx] — [21]||x/y — 0 (k,] — o0). Es geniigt zu



2.4. HILBERTRAUME 27

zeigen, dass fiir eine Teilfolge A C N der Limes [x] = limy 00, ke [2k] existiert.
OBdA diirfen wir daher annehmen, dass

[zk] — [zr-1lllx/y <27%, k> 1.

Fiir k£ € N wihle induktiv y, € Y, 2 € X wie folgt. Setze y; =0, 21 = x1, und
fiir kK > 1 wihle yi € Y so, dass fiir 2z, = xr — yr € X mit [zx] = [x] gilt

2k — 2r—1llx < [l[z4] = [2rma]llx/y +27°

= |fex] = [wp1]llxy +27% <27R
Dann ist (z)ren Cauchy-Folge, und es existiert z = limg_,o 21 € X. Mit
[zx] = [2l|x/v = [l[zs] = [l x/v < M2k — 2llx = 0 (k — o0)

folgt die Behauptung. O

2.4 Hilbertraume

Sei X ein R- oder C-Vektorraum, (,-): X x X — R oder C.
Definition 2.4.1. (-,-) heisst Skalarprodukt auf X, falls gilt
i) (z,y) = (y,2), Y2,y € X,

i) (ax + By, z) = a(x, 2) + By, 2), Va,y,z € X, a, B € R oder C,
i) (x,x) >0, (z,z) =0< z = 0.

Bemerkung 2.4.1. i) Mit i) und ii) erhalten wir im Falle des Skalarkdrpers C
auch

(z,ay) = (ay,z) = a(z,y) = a(z,y)
fir alle z,y € X, o € C.

ii) Falls X ein Raum mit Skalarprodukt ist, so definiert

]| := (2, 2), © € X,

die kanonische Norm in X.

Beweis. Die Definitheit und die positive Homogenitét sind klar. Die Dreiecks-
Ungleichung folgt mit der nachstehenden Cauchy-Schwarzschen Ungleichung,
Lemma 24.7] aus der Rechnung

lle+yl* = (z,2) +2Re(z,y) + (. y) < ||2l* + 2l Iyl + |lyl]* = (=] +]yl)?.
O
Lemma 2.4.1. (Cauchy-Schwarz) Es gilt

(@, y)| <|l=[l[lyll, Va,y € X.
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Beweis. OBdA gelte ||z|| = ||y|| = 1. Setze t = (z,y) und beachte, dass damit
(x,y —tz) = 0. Mit

1= [yl = |tz + (y — t)|1* = [tP]]2]]* + lly — tz]]* > [t = |(z,y)[?
folgt die Behauptung. O

Definition 2.4.2. Der Raum (X, (-,-)) heisst Hilbertraum falls X bzgl. || - ||
vollstandig ist.

Beispiel 2.4.1. i) R oder C" sind Hilbertrdume mit dem iiblichen Skalarpro-
dukt.
ii) Der Raum L?([0,1]; C) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

1
(f.9)2 = /O fg .

ZuY C X sei
Yit={zeX;WeY: (z,y)=0}

Lemma 2.4.2. Y ist abgeschlossener linearer Unterraum, Y+ = (span Y)L.

Beweis. Linearitit von Y+ folgt unmittelbar aus der Linearitit des Skalarpro-
dukts. Falls weiter (zx) C Y+ mit 2, — 2 (k — o0), so gilt

YyeY: (z,y) = klirgo(zk,y) =0.

Also ist Y+ abgeschlossen nach Satz[[L2.2l Analog erhilt man Y+ = (span Y) .
O

Bemerkung 2.4.2. i) Falls Y = X, so gilt Y+ = {0}.

ii) Offenbar gilt
Yi CYy =Y DYt
Beweis. i) Sei z € Y+, Falls Y = X, so gibt es (y) C Y mit yx — 2 (k — 00),
also
el = (2,2) = Jim (2, 00) = 0.

O

Lemma 2.4.3. Sei (X, (-,-)) Hilbertraum, Y C X ein abgeschlossener linearer
Unterraum, Y # X. Dann gibt es zu jedem xo € X genau ein yo € Y mit der
Eigenschaft

Vy ey: (1'0 - yan) = 07

und
[|zo — yol| = dist(xg,Y) = inf ||zo — y||-
yey

(Der Punkt yo ist der “Fusspunkt des Lotes” von xg aufY.)
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Beweis. Zu vorgegebenem zy € X wihle y, € Y mit
[lzo — yi|| = dist(zo,Y) =: d (k — o0).

Behauptung 1. Es existiert yg = limg_,00 yx € Y, und ||zo — yo|| = d.

Beweis. Benutze die Parallelogramm-Identitat
lla + 0l + [la — bl|* = 2(J]al[* + [b]|*)
mit a = xy — yg, b = 29 — y;. Es folgt
4d* =2 lim (|lzo — ykl* + [lzo — wil*)
k,l—o00

yk+yl||2
2

= lim (4]|zo — + [lyk — wll*)
l—o0

k.
> 4d* + limsup |lyx — wil|*.

k,l—o0

Also ist (yx)ren Cauchy-Folge. Da Y abgeschlossen, folgt die Behauptung. O

Behauptung 2. Vyo € Y: ||zog —yo|| =d < (zo —yo) L Y.
Beweis. Fixiere yp € Y.

“=": Mit der Identitat
[z — yol|* = d* < ||zo — yo + tylI> = ||zo — yol|> + 2tRe(xo — yo,y) + [[yl[*

fir alle y € Y, t € R folgt
d 2
VyEY:():E‘t:OHxO—yO—i—tyH = 2Re(xo — Y0, Y)-

“<”: Fiir jedes 0 # y € Y definiert die Funktion ¢ ~ f(t) := ||xo — yo + ty||?
ein quadratisches Polynom in ¢ mit f” > 0. Falls (g — yo) L Y, so gilt zudem
F/(0) =0, und £(0) = ||zo — yol|* < ||zo — 2||? fiir jedes 2 = yo +ty € Y. O

Seien yo,y1 € Y mit (xg —yo) L Y, (xo —y1) L Y, nach Behauptung 2 also
||.T0 - y0|| =d= ||$0 — y1|| Dann gilt

d* = |70 *y1||2 = [|lzo —yo — (11 *y0>||2
= [lzo — woll® + Ily1 — woll* = & + [y — wol|?,
also y1 = yo. O

Korollar 2.4.1. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum, ¥ C X ein abgeschlossener
linearer Unterraum, Y # X, und sei xg € X \' Y. Dann gibt es eine eindeutige
Zerlegung xo = yo + 2z mit yo €Y, z € Y+ und

[|z]| = dist(zo,Y).

Mit Lemma [2.4.3] erhalten wir sofort auch den folgenden Satz.
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Satz 2.4.1. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum, Y C X ein abgeschlossener linearer
Unterraum. Dann gilt
X=YeoY"

und jedes x € X hat eine eindeutige Zerlegung
z=zl + z*, wobei zl e Y, 2t evt,

mit
1
llz]? = ||=1]1% + |1z

Insbesondere ist die Orthogonalprojektion wy : X — Y mit iy (x) = zll stetig,
und XY ist isometrisch zu Y+.

Bemerkung 2.4.3. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann hat geméss Satz[2.4.1]
jeder abgeschlossene lineare Unterraum Y C X das topologische Komplement
Y1 mit stetigen Projektionen

7r1:X9:c>—>ac”€Y, 7T2=’L'd—7T1:X9$'—>.Z’LEYL.

Fiir eine beliebige Menge Y C X setze weiter
v =(yHtovy (2.4.1)

Mit Lemma 222 erhalten wir sofort Y1 O span Y. Wie das folgende Lemma
zeigt, sind diese Mengen sogar gleich.

Lemma 2.4.4. Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann gilt Y+ = span Y. Ins-
besondere ist Y+ =Y fir jeden abgeschlossenen linearen Unterraum Y C X.

Beweis. Setze W := span Y. Nach Lemma 242 gilt W+ = Y+, also auch
Wit =yt S span Y = W.

Es geniigt daher zu zeigen, dass W++ C W. Andernfalls gibt es y € W+ \ W,
und nach Lemma 243) diirfen wir oBdA annehmen, dass y L W. Das heisst,
y € WHNWt; also (y,y) = 0 im Widerspruch zur Wahl von y. O

2.5 Produkte

Analog zu R™ kann man fiir Vektorrdume (X, || - [|:),1 < ¢ < n, den Produk-
traum X =[] | X; definieren mit Elementen

r=(21,...,2,), 7; € X; (1 <i<n).

Wie in R™ kann man aus den Normen || - ||; der X; verschiedene Normen fiir X
ableiten, zum Beispiel fiir 1 < p < co die Norm

n 1/p
||z[lp,x == (Z II%'IIE-’) :
i=1
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oder die Norm
[[2]]oo,x = max[[a];-

Diese sind wegen Beispiel 2.1.2] alle dquivalent, und die Projektionen
mi: X dx=(x1,...,2,) — x; € X;

sind stetig, 1 < i <mn. X ist vollstindig, falls alle X; dies sind.
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Kapitel 3

Prinzipien der
Funktionalanalysis

3.1 Gleichmaissige Beschrinktheit

Wie angekiindigt, liefert der Satz[[L4.3] von Baire im Kontext linearer Abbildun-
gen auch Information “im Grossen”. Seien X, Y normierte Raume.

Satz 3.1.1. (Banach-Steinhaus) Sei X wvollstindig, (Ax)xea in L(X,Y) punkt-
weise beschrdinkt, das heisst

sup ||Axz|ly < oo,Vx € X.
AEA

Dann folgt
sup || Ax|[z(x,v) < o0;
AEA

das heisst (Ax)xen ist gleichmdssig beschrinkt.
Beweis. Fiir A € A definiere die stetige Abbildung fy: X — R durch
(@) = ||Axz]ly,x € X.
Nach Annahme ist (f))rea punktweise beschriinkt.
Da X vollstindig ist, existiert nach Satz[L43] eine Kugel B = B, () C X mit

sup | fa(2)] < c0.
AEA,zEB

Es folgt fiir ||z||x < 1:

1
[ Axzlly = —[[Ax(zo +rz) — Ax(zo)lly

IN

1 1
Sl Ax(@o +r2)lly + —llAxzolly

1 1
= sup  |fa(2)| + = sup[[Anzolly =: M,
T XeA,zeB,.(z0) T XeA

IN

33
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gleichméssig in A € A und z € X mit ||z||x < 1; also
sup || Ax]|zx,y) < M.
AEA
O

Anwendung 3.1.1. Sei X vollsténdig, (4;);en C L(X,Y) punktweise gegen
A: X — Y konvergent. Dann ist A linear und stetig mit

1Al xy) < liminf ||A5]]zcxy) < oo

Beweis. Nach Satz BTl gilt sup;cy ||4;]|L(x,y) < oo. Wihle eine geeignete
Teilfolge A C N mit

[ A1z x,v) hmg}fHAjHL(X,Y) =: M <oo.

*>
(j—o0,jEAN) J—

Diese Teilfolge konvergiert natiirlich ebenfalls punktweise gegen A. Offenbar ist
A linear, und es gilt

Mally = _lim_ [ Ajally < _lim_ [14;l]zccllallx = Mlal|x

fir alle x € X. O

Die Vollstandigkeit von X ist wichtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.1.1. Sei X = C°([0,1]),| - |[x = || - ||z1, und definiere 4;: X — R
mit A;f:=j [, ); F(t)dt, j € N. Offenbar gilt
1A f1 < llfllzr, g €N
also ist Aj: X — R stetig mit |[A]|r(xr) < Jj, j € N. Weiter gilt
VieX: Ajf — Af:=f(1);
(§—00)
jedoch ist A: X — R unstetig. Wihle dazu f,,(¢t) = ™ mit ||fn—1||zr = 1/n und
Afn = fu(l)=1,n€eN.

Versehen wir jedoch X = C°([0,1]) mit der Norm || - ||x = || - ||co, so kénnen
wir abschétzen

|41 < l[fllco,j €N,
und fir A mit Af = f(1) gilt A € L(X,R).

3.2 Der Satz von der offenen Abbildung

Seien X, Y normierte Rdume, A: X — Y linear.

Definition 3.2.1. A heisst offen, falls das Bild jeder offenen Menge U C X
offen ist in Y.
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Satz 3.2.1. (Satz von der offenen Abbildung): Seien X,Y Banachriume, A €
L(X,Y). Dann gilt:

1) Ist A surjektiv, so ist A offen.

ii) Ist A bijektiv, so gilt A= € L(Y, X).

Beweis. i) Wir fithren den Beweis in 3 Schritten.
Behauptung 1. 3r > 0: B2, (0;Y) C A(B1(0; X)).
Beweis. Da A surjektiv, folgt

Y = fj A(By(0: X)).
k=1

Da Y vollsténdig ist, gibt es nach Satz [[L3.1]iii) ein ko mit

o

A(By, (0; X)) # 0,
und es gibt yo = A(zo) € Y, 79 > 0 mit
By, (y0;Y) C A(Bg, (0; X)).
Sei lg > ||xo||x,lo € N. Dann folgt aus
Bry(yo;Y) = Azo + By, (0;Y)

mit der Linearitat von A

B,,(0:Y) C A(By, (0; X)) — Awo = A(By, (0; X) — o)
C A(Bro+1,(0; X)) = (ko + lo) A(B1(0; X)).

Wahle r = m

Beachte, dass nach Behauptung 1 gilt
Vs > 0: By (0;Y) C A(Bs)2(0; X)).

Behauptung 2. B,.(0;Y) C A(B1(0; X)).

Beweis. Fixiere y € B,(0;Y). Wir konstruieren iterativ eine Folge (zj)ren mit
Yret lzellx <1 und

ZA:ck =y (n— ).
k=1

Da X vollstéindig ist, existiert = Y, ; 25 € B1(0; X), und mit der Stetigkeit
von A folgt

Ax = Z Az =y.
k=1

T
1Az —glly < 2.
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Setze y1 =y — Ar1 € B, /2(0;Y).
Seien fiir £ > 1 Punkte 1, ...,z sowie y1,...,y, bereits bestimmt mit
llz]|x <278 yi=wyi1 — Az € By—1,(0;Y), 1 <1<k
Wiéhle 2541 € By-#x-1(0; X), so dass
Yet1 := Yk — ATpy1 € Bo-r-1,(0;Y).
Dann folgt >~ ||zx||x < 1 und

y—ZAxk:yl—ZAxk:...:yn%O (n — 00),
k=1 k=2
wie gewiinscht. |

Behauptung 3. A ist offen.

Beweis. Sei U C X offen, xg € U, yo = Axg. Wihle s > 0 mit Bs(zo; X) C U.
Dann folgt mit Behauptung 2 sofort
Brs(yO; Y) =Yoo+ BTS(O; Y) C AzO + A(Bs (0, X))
= A(Bs(z0; X)) C A(U).

O

i) = ii) Falls A bijektiv und offen, so ist fiir jede offene Menge U C X das
Urbild (A=1)=}(U) = A(U) von U unter A~! offen, A=! also stetig. O

Beispiel 3.2.1. i) Sei X =Y mit Normen || - ||1, ]| - ||2, und es gelte mit einer
Konstanten C' € R
|z[l2 < Cllall1, Vo € X. (3.2.1)

Ist X vollstindig sowohl beziiglich || - ||1 als auch beziiglich || - ||2, so ist die
Abbildung A = id: (X, ]| -|1) = (X,|| - ||2) offen, und die Normen || - ||; und
[| - |2 sind &quivalent.

Beweis. Wegen [B.270)) ist A stetig. Falls X vollsténdig ist beziiglich || - ||; und
|| - ||2, so folgt mit Satz B2l auch die Stetigkeit von A~!; das heisst, es gilt

l|z|[1 < C'||z|]2, V2 € X. -
ii) Betrachte insbesondere X = CO([O, 1]) mit den Normen || - ||z = || - ||co,
112 = || - ||:. Die Abbildung A = id ist stetig aber nicht offen; sonst wiren
die Normen || - ||¢o und || - ||z: auf CO([O, 1]) dquivalent.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Vollstéindigkeit von Y in Satz B2 TInotig ist. Ana-
log sieht man ein, dass auch die Vollstéandigkeit von X im allgemeinen notwendig
ist. Betrachte dazu das Beispiel

iii) Sei X =Y =1%,||||2 = ||-||;2, und definiere eine Norm ||-||; auf X, wie folgt:
Erweitere das System linear unabhéngiger Vektoren e; = (d;x)ken,t =1,2,3,. ..
zu einer algebraischen Basis ( “Hamel-Basis”) (b,),er mit ||b]z2 = 1, ¢ € I.

Dann hat jedes € X genau eine Darstellung

T = Zabb“

el



3.3. DER SATZ VOM ABGESCHLOSSENEN GRAPHEN 37

wobei nur endlich viele a, # 0. Setze

ol = leu|, Vo = aub, € X.

el el

Beachte, dass fiir = ), a,b, stets gilt
ol <> lau] (bl = (2]
L

das heisst A = id: (X,]|| - |]1) = (X,]| - ||2) ist stetig. Jedoch gilt fur z; =
(/VE, 1 VEO, ) = 2 e
—_——

k-mal
lzklle =1, |lzklh = VE, keN;
also sind die Normen || - [|; und || - ||;2 nicht dquivalent, A~! also nicht stetig

und damit A nicht offen, und der Raum ({2, ]| - ||1) ist nicht vollstindig.

Beispiel 3.2.2. Sei (X, ]| - ||x) Banach-Raum, Y C X abgeschlossen, Y # X,
m: X — X/Y die kanonische Projektion. 7 ist stetig und surjektiv, der Raum
(X/Y,|| - [|x/y) vollstindig nach Satz 3.1l Nach Satz B.2.T]ist 7 daher offen,
und die offenen Mengen in X/Y sind genau die Mengen {#n(U); U C X offen}.

3.3 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Seien X, Y normierte Vektorrdume, A: D(A) C X — Y linear, wobei D(A) C X
ein linearer Unterraum ist.

Betrachte den Graph von A, also den linearen Raum

'y ={(z,Az); r€e D(A)} C X x Y.

Definition 3.3.1. A heisst abgeschlossen, falls I" 4 abgeschlossen ist in X XY .

Daber versehen wir X XY in diblicher Weise mit einer Norm, zum Beispiel mit
der Norm

@, 9)llxxy = [lzllx +[lylly, Ve e X,y €Y.

Beispiel 3.3.1. Falls A € L(X,Y) mit D(A) = X, so ist A abgeschlossen.
Beweis. Betrachte eine Folge ((zk, yx))ken in I'4 mit
xp = x, Yy = Az — y (K — 00).

Da A stetig ist, folgt y = limg_,o0 Az = Ax; das heisst, (x,y) € 4. Also ist
I" 4 abgeschlossen, und damit A. O

Falls X und Y vollstéindig sind, so ist fiir lineare Abbildungen A: X — Y die
Stetigkeit sogar dquivalent zur Abgeschlossenheit.
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Satz 3.3.1. (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien X,Y Banach-Rdume,
A: X — Y linear. Dann sind dquivalent:

i) Ae L(X,Y);
i) A ist abgeschlossen.

Beweis. i) = ii) sieche Beispiel B3]

ii) = i) Betrachte I'4, versehen mit der von der Norm || - ||xxy auf X x Y
induzierten Norm. Falls X, Y vollstédndig sind, so gilt dies auch fiir X x Y. Ist
daher I'4 abgeschlossen in X x Y, so ist (I'4, || - ||xxy) ein Banach-Raum.

Die Projektionen
7x:Tad(z,Az) —»xz € X, my: T4 (x,Az) — Az €Y

sind stetig, mx: I'a — X zudem surjektiv und injektiv. Nach dem Satz B.2.1]
von der offenen Abbildung folgt 7' € L(X,T4), und wir erhalten

A=rmyorny' € L(X,Y)
mit Satz 223 O

Bemerkung 3.3.1. Satz B3] vereinfacht den Nachweis der Stetigkeit einer
linearen Abbildung A: X — Y erheblich. Statt der zwei Bedingungen

)zé{Axk%y(k%oo)

TE —
F y= Az

(k—o0

geniigt es fiir Banach-Réume X und Y, die eine Bedingung zu priifen

xp = x, Az =y (k= 00) = Az =y.

Beispiel 3.3.2. (Hellinger-Toplitz) Sei (H, (-,-)m) ein Hilbert-Raum, und sei
A: H — H linear und symmetrisch; das heisst,

Va,y € H: (Ax,y)g = (x, Ay) .
Dann ist A stetig.
Beweis. Wir zeigen, I'4 ist abgeschlossen. Betrachte ((xy,yx))ren in H x H
mit

xp = x, yp = Az >y (k= 00).

Es folgt fiir alle z € H

(v, 2)u <  (yr,2)m = (Azk,2)g = (i, A2)yg — (2, A2)p = (Az, 2)n;
(k—o00) (k—o0)

das heisst,
Vze H: (Ax —y,z)g = 0.

Bei Wahl von z = Ax — y folgt Az = y; das heisst, 'y ist abgeschlossen. O

Der Graph I'4 kann auch abgeschlossen sein, wenn D(A) ein echter Teilraum
von X und der Operator A unbeschrinkt ist.
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Beispiel 3.3.3. Sei X = C°([0,1]), versehen mit der Supremumsnorm, A = 4

dt
mit D(A) = C'([0,1]) C X.
Behauptung 1. A: D(A) C X — X ist nicht stetig.
Beweis. Betrachte (f,)nen in C1([0,1]) mit f,(t) =", Af, = nf,_1, und

lfnllco = 1, [[Afnllco = nllfa-allco = n, n € N;

also

sup [|Af]lco = oo.
FED(A)|Ifllco<1

Behauptung 2. A ist abgeschlossen.
Beweis. Falls fiir Folgen (fn)nen, (gn)nen in C°([0,1]) gilt

c° dfy c°
fn%fagnzﬁﬁg(n_)oo)a

so folgt mit einem elementaren Satz der Analysis f € C1([0,1]), g = Z—J; = Af;
das heisst, I' 4 ist abgeschlossen. O

Im Satz B.211ii) von der offenen Abbildung kénnen wir nun die Annahme der
Stetigkeit von A durch die Annahme der Abgeschlossenheit ersetzen und diesen
Satz auf unbeschriankte Operatoren erweitern.

Satz 3.3.2. (Satz von der stetigen Inversen) Seien X,Y Banach-Riume, und
sei A: D(A) C X — Y linear, abgeschlossen, injektiv und surjektiv. Dann gibt
es ein B=A"' e L(Y,X) mit AB =id|,, BA = id| ) -

Beweis. Analog zum Beweis von Satz B3] ist jetzt die stetige Projektion
7y : T4 — Y bijektiv, und 73" € L(Y,T4); also B := mx oy € L(Y, X), und
B=A"1.Y = D(A). =

Beispiel 3.3.4. Fiir den Operator A aus Beispiel B.3.3 wihle als neuen Defini-
tionsbereich

D(A) = Cy([0,1]) = {f € C*([0,1]); f(0) = 0}.

Dann ist A = 4: D(A) c C°([0,1]) — C°([0,1]) surjektiv und injektiv mit der
stetigen Inversen

B: f»—)F(t):/O f(s)ds.

3.4 Abschliessbare Operatoren

Seien XY normierte Vektorrdume, I' C X X Y ein linearer Unterraum.



40 KAPITEL 3. PRINZIPIEN DER FUNKTIONALANALYSIS

Definition 3.4.1. T’ heisst ein linearer Graph , falls gilt

(z,y1) €L, (z,y2) €T = y1 =y,
oder, dazu dquivalent, falls gilt

0,y) eT =y =0.

Bemerkung 3.4.1. Falls A: D(A) C X — Y linear, so ist 'y offenbar ein
linearer Graph.

Umgekehrt induziert ein linearer Graph I' C X XY genau eine lineare Abbildung
A: D(A) C X - Y mit I =T4, gegeben durch

D(A) =7x(T), Az =y ({2} xY)NT), 2 € D(A).

Seien A: D(A) C X = Y, B: D(B) C X — Y linear mit Graphen I'y,I'p C
X xY.

Definition 3.4.2. B heisst Erweiterung von A, B D A, fallsT'sy C I'g, oder
— dazu dquivalent — falls

D(A) € D(B) und By, ,, = A.

Definition 3.4.3. A heisst abschliessbar, falls T4 ein linearer Graph ist. Der
zugehorige Operator A D A mit 'y =14 D I's heisst Abschluss von A.

Bemerkung 3.4.2. i) Falls A abschliessbar ist, so ist A die kleinste abgeschlos-
sene Erweiterung (im Sinne der Inklusion der Graphen) von A.

ii) Es gilt D(A) € D(A) C D(A), genauer

D(A) = {r € X; Ixr)ren C D(A), y €Y: (a1, Axy) — (z,9)}.

(k—00)

Im Allgemeinen gilt D(A) # D(A). So sind die Operatoren in Beispiel B33 oder
in Beispiel B.4.3 spéter in diesem Abschnitt abgeschlossen mit dichtem Defini-
tionsbereich, dieser ist jedoch jeweils ein strikter Unterraum des Grundraumes.

Satz 3.4.1. A ist abschliessbar genau dann, wenn fir ((xg,yx))reny C La gilt:

- 0 A = A — =y =0.
(ivk (ko) Yk Tk (ksoo) y) Y

Beweis. A ist abschliessbar genau dann, WGDDL_A ein linearer Graph ist und
dies ist genau dann der Fall, wenn gilt: (0,y) € T4 = y = 0. O

Beispiel 3.4.1. Sei A: D(A) € X — Y linear und stetig. Dann ist A ab-
schliessbar.
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(kj>oo)

Beweis. Sei (zy, Axy, = yi) € T'a mit xy, 0. Da A stetig, folgt

Ax
lAarlly < sup Azl
0#£xz€D(A) ||| x

Izl x <1

lzellx =0 (k — o0),

also Azp, — 0 (k — o0). O

Nicht jeder Operator ist abschliessbar.

Beispiel 3.4.2. Sei X = L%(R), Y = R, A die Abbildung

A: D(A) = {f € L*(R); supp(f) CCR} > f /jo (@) de.

(Dabei bezeichnet supp(f) = {x € R; f(x) # 0} den “Triger” von f. Weiter
schreiben wir Q CC R, falls Q C R und Q beschriinkt.)

Fiir die Folge fi = %X[O,k] € D(A), k e N, gilt

Hmm:%%ow%m»

andererseits gilt jedoch
Vk e N: Af, = 1.

Also ist A nicht abschliessbar nach Satz B.4.11

Die wichtigste Klasse abschliessbarer Operatoren sind lineare Differentialopera-
toren. Sei 2 C R™ offen und beschrénkt, LP(Q) = LP(Q, 1), 1 < p < 0o, wobei
u = L" das Lebesguesche Mass bezeichnet.

Beispiel 3.4.3. A: C°(Q) C L?(Q2) — L*(Q) ist abschliessbar.
Beweis. Sei ((ug, fr))ren eine Folge in Ta € L%(Q) x L?(Q) mit
L2 L?
ur — 0, kaAuk%f(k—)OO)

Dann gilt fiir alle ¢ € C°(Q), alle k € N nach partieller Integration die Glei-
chung

fkcpdz:/Aukcpdz:/ukAgpdx.
Q Q Q

Nach Grenziibergang k — oo folgt
Yo € C(2): fpdx =0.
Q

Da der Raum C2°(2) dicht liegt in L?(Q), folgt f = 0; also ist A abschliessbar
nach Satz 347l O

Allgemein betrachten wir fiir 1 < p < oo Operatoren

A: C(Q) C LP(Q) — LP(Q),



42 KAPITEL 3. PRINZIPIEN DER FUNKTIONALANALYSIS

auf einem Gebiet 2 C R", wobei
Au= " an(x)D, u e CX(Q),
la|<N
mit Multi-Indices a = (a1, ..., a,) € N vom Gewicht |a| = > | a;, und mit

0
Da:D?IDg‘",Dj:%,lg]Sn
J

Die I_(oefﬁzientenfunktionen a. seien der Einfachheit halber von der Klasse
CN () vorausgesetzt.

Satz 3.4.2. Sei 1 < p < oco. Dann ist der oben definierte Operator
A: CX(Q2) C LP(Q) — LP(Q)

abschliessbar.

Beweis. Wir argumentieren wie in Beispiel Sei (ug)ken C C(2) mit
up — 0in LP(Q), fr = Aup, — f in LP(Q) fur k — oo, und sei p € C°(Q).
Nach partieller Integration erhalten wir

fkcpdz:/Aukcpdz: Z /aa(z)Do‘ukgpdz
Q Q Q

la]<N

= 3 (0 [ D (an(o)e) de

la|<N @

Nach Grenziibergang k — oo folgt

Vo € CX(0): / fpdx=0.
Q
Der folgende Satz ergibt f = 0; das heisst, A ist abschliessbar. O

Satz 3.4.3. (“Fundamentallemma der Variationsrechnung”) Sei 2 C R™ offen,
feLl (Q). Falls gilt

loc
Vo € C°(0Q): / fodx =0,
Q

so st f =0 p-fast dberall.

Bemerkung 3.4.3. Die Annahme f € L] () ist zum Beispiel erfiillt, falls
f € LP(Q) fiir ein p € [1,00].

Beweis von Satz[3.4.3. Sei xg € Q Lebesgue-Punkt von f mit

1
limi/ f(z) — f(xg)|dx =0,
10 M(BT(‘TO)) B (x0) | ( ) ( 0)|
und sei r > 0 mit B,(zo) C Q. Wihle ¢ € C(B,(0)) mit fBT(O) pdr =1, und
setze
pr(x) = k" o(k(x —z0)) € CF(Bryi(z0)) C C°(Q), k €N,
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mit [, ¢x do =1 fiir jedes k € N. Es folgt

| / (f(2) - f(x0))pn(x) dz| < Ck” /B @)~ flao)lde — 0,

r/k(‘TU) (k—00)
und
0= [ fords= [ (f(a) = Flan)enlo)do + fa) = Flao).
Q Q (k—o0)
Da zq beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. O

Im Falle der oben genannten Differentialoperatoren méchte man A und D(A)
gerne explizit bestimmen. Diese Frage fithrt auf die sogenannten Sobolev-
Riume. Im Falle des Beispiels etwa ist D(A) C L*(Q) der Raum

H2(Q) = {u e L*(Q);¥]|a| <2: D*u € L*(Q),
u=Dju=0auf 0, 1<j<n};

vergleiche Funktionalanalysis II.
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Kapitel 4

Der Satz von Hahn-Banach,
Konvexitit

4.1 Der Satz von Hahn-Banach

Sei X ein R-Vektorraum. (Siehe Satz T2 fiir den komplexen Fall.)

Definition 4.1.1. FEin p: X — R heisst sublinear, falls gilt
i) plax) = ap(z), Yz € X,a > 0.

i) p(z +y) < p(x) +p(y), Yo,y € X.

Beispiel 4.1.1. Jede Norm auf X ist sublinear.

Satz 4.1.1. (Hahn-Banach): Sei M ein linearer Teilraum von X, p: X — R
sublinear, f: M — R linear mit

f(z) < p(x), Ve € M. (4.1.1)
Dann existiert eine lineare Abbildung F': X — R mit F|,, = f und

F(z) < p(z), Vo € X. (4.1.2)

Beweis. i) OBdA sei M # X; sonst wihle F' = f. Wihle z; ¢ M und setze
My ={x+tey; x € M, t € R}.

Beachte, dass fiir z,y € M wegen Linearitdt von f und Sublinearitéit von p stets
gilt
f@)+ fy) = fle+y) <plz+y) <ple—z1) +plar +y),
also auch
Va,y € M: f(x) — p(x — x1) < p(y + 1) — f(y). (4.1.3)

45
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Es folgt

a:=%50@0—p@—wﬂ)<ax

und
Vee M: f(z) —a<plz—1x1).

Nach Ubergang zum Supremum beziiglich 2 € M liefert (ZI13)) zudem
Yy e M: f(y)+a < p(y+z1).
Definiere f1: M7 — R durch
filx +tx1) = f(z) + ta, x € M, t €R.
Dann ist fi: My — R linear, fi5 = f, und es gilt
Vee M: filzrtz) = f(z) £ a <plx L) (4.1.4)

Nach Multiplikation von ([EIL4) mit ¢ > 0 und mit ¢!z anstelle von x erhalten
wir
Vee M, t>0: fi(xr £txy) = f(x) £ta < p(a £ tz1),

also die Bedingung (@I11]) auf dem Raum M;.

ii) Mit transfiniter Induktion kénnen wir uns nun eine lineare Fortsetzung ¢
von f auf einem maximalen linearen Unterraum N von X verschaffen. Wir
benutzen dazu das Zornsche Lemma. (Dies ist ein zum Auswahlaxiom oder zum
Wohlordnungssatz dquivalentes Axiom; vergleiche Analysis 1.)

Zornsches Lemma: Sei (P, <) nicht leer, partiell geordnet, und jede durch <
total (“linear”) geordnete Teilmenge von P besitze eine obere Schranke. Dann
besitzt P ein maximales Element.

Setze
P ={(N,g9); N C X linear, M C N, g: N — R linear, g|,, = f, g <pauf N}
und fiir (N, g),(L,h) € P setze

(N,g) <(L,h) < N CL,h, =g.

Offenbar ist (P, <) partiell geordnet, (M, f) € P, also P # 0. Sei ((N,,q.)).er
linear geordnet. Setze
N=JN

el
und fiir z € N setze
g(x) = g,(x), falls x € N,.

Dann ist N ein linearer Unterraum von X, und ¢ ist wohldefiniert und linear
mit g(xz) < p(x) fiir alle x € N. Sei ndmlich x € N, N N, mit N, C N, fiir
¢,k € I; dann gilt g, = gu, also 9.(z) = gx(x). Weiter gilt fiir x € N,, y € N,
mit N, C N, auch z,y € N, und daher

9@ +y) = gu(x+y) = gx(2) + 9x(v) = 9(x) + 9(y).
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Schliesslich ist (N, g) obere Schranke fiir ((N,, g,)).c1, da fiir jedes ¢ € I gilt
N, C N und 9in, = Gu-

Das Zornsche Lemma liefert nun ein (beziiglich <) maximales (N, g) € P, wie
gewiinscht.

Es gilt N = X, sonst liefert i) ein (N1,91) € P mit (N,9) < (Ni,01) im
Widerspruch zur Maximalitét von (N, g). Setze F' = g. O

Sei nun X ein C-Vektorraum.

Definition 4.1.2. p: X — R heisst C-sublinear, falls gilt
i) plax) = |a|p(z), Yz € X,a € C,

i) p(z +y) < p(z) +py), Yo,y € X.

Bemerkung 4.1.1. Jedes C-sublineare p ist auch R-sublinear. Aus i), ii) folgt
im komplexen Fall zusétzlich die Bedingung

iii) p(z) > 0, Vo € X.
Beweis. Fiir x € X schiitze ab
0 =p(0) = p(z — z) < p(x) + p(—x) = 2p(x).
O

Satz 4.1.2. Ser X ein C - Vektorraum, M C X ein C-linearer Unterraum,
f: M — C eine C-lineare Abbildung mit

Ve e M: |f(z)| < p(x), (4.1.5)

fiir ein C-sublineares p. Dann gibt es eine C-lineare Fortsetzung F': X — C mit
F,, = [ und
|F(2)| < pl(a), Vo € X.

Beweis. Betrachte fi = Re f: M — R. Beachte, f; ist R-linear und erfiillt
EIE). Weiter gilt fiir € M mit f = f1 + i fa:

fliz) = fr(iz) +ifz(iz) = if(z) = — f2(z) +if1(2);
also
Ve e M: fo(x) = — f1(ix).

Sei F1: X — R die R-lineare Fortsetzung von f; geméss SatzETTImit Fy|,, = fi
und

Vo € X: Fi(z) < p(x). (4.1.6)

Setze
F(.’L‘) = Fl(,CE) — ’LFl(ZZE), z e X.

F ist R-linear und wegen F'(ix) = iF'(x) auch C-linear mit F|, = f.
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Schliesslich zeigen wir, dass F auch ([EL5) erfiillt. Sei z € X. Wihle o = ¢ € C
mit
|F(z)| = aF(x) = Flaz) = Fy(ax).

Dann folgt aus (£.I1.6) und Definition
[F(z)] = Fi(ax) < plax) = |alp(z) = p(z),
wie gewiinscht. O

Im folgenden betrachten wir der Einfachheit halber, falls nicht anders vermerkt,
stets den reellen Fall.

Satz 1.1 gestattet es insbesondere, stetige lineare Abbildungen auf einem Un-
terraum M eines normierten Raumes (X, || - ||x) auf ganz X zu erweitern, mit
derselben Abbildungsnorm.

Satz 4.1.3. (Dominierte Fortsetzung) Sei (X,|| - ||x) ein normierter Vektor-
raum, M C X ein linearer Unterraum, f: M — R linear und stetig.

Dann gibt es F' € L(X,R) mit F|,, = f und

1F||zx k) = | fllarr) = sup |f(z)] .
z€M; ||z||x <1

Beweis. Definiere p: X — R durch

p(@) = ll=llx - [/l m)-
p ist sublinear, f < p auf M. Die Behauptung folgt aus Satz [£T.1} O

4.2 Dualraum

Sei (X,]|| - ||x) ein normierter Vektorraum.
Definition 4.2.1. X* := L(X,R) heisst Dualraum von X.
Notation: Fiir z* € X*, x € X schreiben wir

¥ (x) = (¥, z) = (", 2) x+xx-

Beachte, dass gemiss Beispiel 2.I.1] der Raum X* stets ein Banachraum ist,
unabhéngig davon, ob dies fiir X gilt.

Wie “reichhaltig” ist X*7

Satz 4.2.1. Zu jedem x € X gibt es z* € X* mit

(@, @) xxx = ||zll% = [l="[[%--

Beweis. Betrachte M = span{z}. Setze f(tx) = t||z||% mit f € L(M,R),

A lloaery = sup  [f(tx)] = ||2||x-

l[tz|]x <1
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Setze f gemiss Satz 13l fort zu «* € L(X,R). Offenbar gilt

l2*[lx = [1f ey = ll2llx, (%, 2)x-xx = f(2) = [l2]l%.

Insbesondere erhalten wir die duale Charakterisierung der Norm.
Satz 4.2.2. Es gilt

i) Vo € X [|7]|x = SuPgrexe, ||uv|| <1 (2" D)5

it) Vo* € X*: [|z%]|x+ = suPgex ||| <1 [(€", ).

Das Supremum in i) wird stets sogar angenommen.

Beweis. i) OBdA sei x # 0; weiter diirfen wir wegen Homogenitét annehmen,
dass ||z||x = 1. Die Ungleichung [(z*,z)| < ||z||x = 1 fiir alle z* € X* mit
[lz*||x+ < 1 folgt unmittelbar aus der Definition der Norm in X*. W#hlen wir
weiter x* € X* gemiss Satz L2.1] erhalten wir |(z*,z)| = 1 und damit die
Behauptung.

ii) Dies ist die Definition der Norm in X*. (|
Weiter kann man verschiedene Punkte z # y in X durch ein [l € X* “trennen”.
Satz 4.2.3. Seien z;y € X, © # y. Dann gibt es 1 € X* mit l(x) # I(y).
Beweis. Wihle [ gemiss Satz 2.1 zum Vektor y — z € X mit

l(z—y) =1(z) = l(y) = ||z — yllXx > 0.

Man kann sogar Punkte von (abgeschlossenen) Unterrdumen trennen.

Satz 4.2.4. Sei M C X ein abgeschlossener linearer Unterraum, M # X, und
sei kg ¢ M mit
d = dist(zo, M) = inf ||zg —z||x > 0.
zeEM

Dann gibt es | € X* mit l,, =0 und

Beweis. Setze
My = {x + taxo; z € M, t € R},

und definiere die lineare Abbildung f: My — R durch
f(z+tag) = td.
Dann gilt: f},, =0, f(zo) = d.

Behauptung. ||f||L(MO7]R) =1.
Beweis. Fir y =z + txg € My mit ¢t # 0 gilt

—T
If@)l = [tld < 1t llzo — (—)llx = lltzo + 2flx = [lyllx;
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also ||f||L(M0,R) <1.
Umgekehrt wihle zu € > 0 ein x = z. € M mit

d<|lzg —z||x <d+e.

Es folgt fir y = xzg — x € My

d
=d> — ; 4.2.1
Fly)=d = o llyllx; (4.2.1)
das heisst
/(W) d
= sup o =
1z vo®) I T e
Mit € — 0 folgt die Behauptung. |
Wiihle | = F, die Fortsetzung von f geméss Satz O

Bemerkung 4.2.1. Aus ([£21)) folgt sogar fiir jedes f € X* mit f},, = 0 und
|f(zo)| =: d + 2¢ > d die Abschitzung ||f||x~ > 1. Somit erfiillt das in Satz
424 konstruierte ! die Bedingung

d = dist(zo, M) = I(z0) = sup |f(zo)l;
HFIx* <1

das heisst, das Supremum wird fiir f = [ angenommen.

Sei A C X.
Definition 4.2.2. Der Annihilator von A ist die Menge

At ={fe X" fi, =0}

Bemerkung 4.2.2. Offenbar gilt A+ = (span(A))L, wobei span(A) die lineare
Hiille von A ist.

Satz 4.2.5. Sei M C X ein linearer Unterraum, xo € X. Dann sind dquivalent
1) zo € M;

i) Vf € ML: f(xo) = 0.

Beweis. i) = ii) Sei f € M*, g = limg_,00 2% mit 2, € M, k € N. Es folgt
f(zo) = limg— 00 f(xg) = 0.

i) = i) Sei 9 ¢ M. Wiihle [ € X* gemiiss Satz[LZAmit [(zo) = dist(zo, M) > 0
und /| =0, alsol € M+, O

Beispiel 4.2.1. Insbesondere gilt fiir jeden linearen Unterraum M C X:

M =X & M+ ={0}.
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Beweis. “=": Falls M = X, so verschwindet gemiiss Satz 2.5 jedes f € M+
an jeder Stelle 2o € X; also M+ = {0}.

“«<=”: Falls Mi = {0}, so gilt gemiss Satz die Aussage xo € M fiir jedes
xg € X; also M = X. [l

Bemerkung 4.2.3. Zu L C X* sei

‘L={zxeX;VieL:l(z)=0}.

Dann gilt geméss Satz 20 fiir jeden linearen Unterraum M C X die Beziehung

)

vergleiche Lemma 2.4.4]

In den folgenden beiden Abschnitten untersuchen wir den Dualraum eines nor-
mierten Raumes und dessen Trennungseigenschaften genauer.

4.3 Dualitat im Hilbertraum

Sei (H, (,-)m) ein Hilbertraum (iiber R). Fiir y € H sei j, € H* die Abbildung
Jy(@) = (y,@)m, v € H.
Auf diese Weise ist eine Abbildung
J:H>yw—j,€ H"
erklart.

Satz 4.3.1. J ist eine lineare Isometrie.

Beweis. Offenbar ist J linear. Weiter gilt fiir y € H mit Cauchy-Schwarz

iyl = sup  |jy(@)[ = sup  [(y,2)u| < |lylla-
zeH, ||z||lp<1 z€H, ||z||p<1
Durch Einsetzen von = = H;"‘H erhilt man sogar die Gleichheit der Norm. O

Tatséchlich ist J sogar ein Isomorphismus, insbesondere surjektiv.

Satz 4.3.2. (Rieszscher Darstellungssatz) Zu jedem | € H* gibt es genau ein
y € H mit
Ve e H: l(z) = (y,2)g = jy(x).

Beweis. OBdA sei [ # 0; wegen Homogenitéit diirfen wir weiter annehmen,
dass ||!|| g+ = 1. Nach Definition der Operatornorm gibt es (yi)ren in H mit

yrlle =1, Wyk) = |z =1 (k — o0).

Behauptung 1. (yx)ken ist Cauchy-Folge.
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Beweis. Benutze die Parallelogramm-Identitét
. 2 2 _ 2 2
Vo,y € H: |z +ylly + |z =yl = 201l + [yllw)-
Mit z = y;/2, y = yr/2 folgt

Yi + Yk
2

Yj — Yk

Vi, k € N: || 5

1% (4.3.1)

17 =1~

Mit Fehler o(1) — 0 (j, k — o0) gilt somit

1 Yj + Yk Yi + Yk
L o(1) = 5 () +1u) = U(H57) < [l [Pl
Yi — Yk
=T I

also

limsup [|y; — yxllz =0,

J,k—oc0
wie gewiinscht. 0

Da H vollstindig, existiert y = limy—o0 yx € H, und ||y||g = 1.

Behauptung 2. [ = j,.
Beweis. Wegen Stetigkeit von [ gilt
y) = Jim L) = - = 1= llyllE = ju (o). (13.2)
Sei
X=yt={zeH; (y,z)g =0},
und sei z € X mit ||z||g = 1. Fiir ¢ € R gilt dann
ly + el = lyllf +2e(y. @)m +€2||2l[f; = 1+ €7,

und die Vektoren
Y +ex

Ye = N pe

haben die Norm ||ye||g =1, € € R.

Da fiir alle € € R gilt
l(ye) <1=1(y) = Uyo),

folgt
d d 1
0=—|._oly:) = d—gjszoﬁ(z(y) +el(@) = I(a),;
das heisst,

Da H = span{y} + X nach Satz 24Tl folgt mit (@32) die Behauptung. O
Offenbar ist y eindeutig bestimmt. Falls ndmlich | = j, = j., so folgt aus der

Gleichheit (y,2)g = (z,z)g fir alle x € H bei Wahl von z = y — z, dass
Y =2z. O



4.3. DUALITAT IM HILBERTRAUM 593

Mittels J koénnen wir daher den Dualraum H™* von H mit H “identifizieren”.

Bemerkung 4.3.1. i) Bedingung ([£3.1)) besagt, dass die 1-Kugel in H gleich-
maiissig strikt konvex ist.

ii) Variationelle Charakterisierung: Zu | € H* sei F': H — R mit
1
F(x) = §(x,:c)H —(z), x € H.

Dann gilt fiir y,z € H, e € R:

F(y +2) = () + (02 1)) + 5 (22

also

Jy =1l F(y) = min F(z).
Eine wichtige Anwendung von Satz liefert der folgende Satz.
Satz 4.3.3. (Laz-Milgram) Sei a: H x H — R bilinear und stetig mit

Vo,y € H: |a(z,y)| < Allz]|allyl|a-

Mit einer Konstanten X\ > 0 gelte weiter

Vo € H: a(z,z) > N|z||%.
Dann gibt es eine stetige Bijektion A € L(H) mit

Va,y € H: a(z,y) = (Az,y)H,
und es gilt
NAllLay < A, [A oy <AL

Bemerkung 4.3.2. Die Bilinearform a muss nicht symmetrisch sein.
Beweis. Fiir alle x € H ist

loty = a(z,y)
linear und

el = sup fa(z,y)| < All2||a < oo
yeH, |ly|lx<1

Nach Satz existiert Az := J !, € H mit
Vy € H:a(z,y) = la(y) = (Az,y)n-
Offenbar ist A linear und wegen
Azl = [[la|l- < All]|n

gilt A€ L(H), [|AllLm) < A
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Behauptung 1. A ist injektiv mit ||Az||g > A|z||g, € H.
Beweis. Fiir x € H gilt

(Az,2)n = a(z,2) > All=[7-

Mit
(Az, ) <|[|Az||a x| n
folgt
Azl = All||m;
insbesondere erhalten wir Az # 0, falls x # 0. O

Behauptung 2. im(A) = A(H) ist abgeschlossen.
Beweis. Sei (x)gen eine Folge in H mit
Az —y (k= 00).
Mit Behauptung 1 folgt
l|on — x| | < AN H|A(ze — 20)||g = X Y| Azg — Azyl|lg — 0 (k1 — 00).
Sei & = limy_00 2. Da A € L(H), erhalten wir
Ax = klglgo Axy = y;
das heisst, im(A) ist abgeschlossen. O

Behauptung 3. A ist surjektiv.

Beweis. Sei widerspruchsweise M := im(A) # H. Wihle 0 # y € M+ gemiss
Satz 241l Da Ay € M, folgt mit

0 < AlyllE < aly,y) = (Ay,y)m =0
der gewiinschte Widerspruch. O

Somit ist A bijektiv, und nach Satz B21lii) (Satz von der offenen Abbildung)
gilt A1 € L(H).

Zur Abschitzung der Norm sei z € H. Setze z = A~lz. Mit Behauptung 1
erhalten wir
A7 2]l = [lellm < A7H| Azl = X H]al| -

Da z € H beliebig gewahlt war, folgt
A Ly < A7Y

wie gewiinscht. O

Korollar 4.3.1. Sei a: H x H — R wie in Satz[{.3.3, und sei l € H*. Dann
gibt es genau ein x € H mit

Yy € H: a(z,y) = (y),

und
2|z < A7HE e
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Beweis. Setze v = A~'J 71, mit A wie in Satz E3.3 Es gilt

Vy € H: a(z,y) = (Az,y)g = (J 'Ly = (y),

und
lzlla < A alltlas < A7 a-
nach Satz 3.2l und Satz [L.3.3] O

4.4 Der Dualraum von LP(Q2),1 <p < oo

Sei  C R™ offen, 1 < p < oo, LP(Q) = LP(Q, p) fiir ein Radonmass p auf R,
der zu p konjugierte Exponent 1 < ¢ < oo mit * —|— = = 1. Wir formulieren den
Hauptsatz dieses Abschnittes.

Satz 4.4.1. LP(Q)* ist isometrisch isomorph zu L1(Q).

*

Zum Beweis konstruieren wir eine lineare Isometrie J: L(Q2) — LP(€Q)* und

zeigen anschliessend mit Hilfe der gleichmiissigen Konvexitéiit der Norm in LP ()
analog zu unserem Vorgehen im Beweis von Satz [4.3.2] deren Surjektivitét.

Fiir g € L1(R) sei l, € LP(Q2)* die lineare Abbildung

LP(Q) 9f»—>/Qfgd,u€R.

Stetigkeit von [, folgt aus der Holderschen Ungleichung

= \ /Q fgdﬂ‘ < I1flles - llgllze. (4.4.1)

Lemma 4.4.1. J: LI(Q) 5 g — I, € LP(Q)* ist eine lineare Isometrie.

Beweis. Offenbar ist J linear. Weiter folgt aus [@4.1]) die Abschéitzung

[gllLr(@)- = sup
f 1L <1

/ fgdu\ < llgllze(oy:

das heisst, J ist stetig mit

||J||L(Lq(ﬂ);LP(Q)*) <1.

i) Sei 1 < p < oo. In diesem Fall ist ¢ < oo, und es gilt p = L Zu g € L1(Q)
wihle f = g|g|> € LP(Q) als Vergleichsfunktion mit ||f||LP(Q) = ||g||Lq(Q)
Dies ergibt

lg( I*/ 91" di =11l L0 < WgllLor 1£1lze = gl Lo gl

das heisst
gl L= = llgllLas
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also

gl o = llgllra-

ii) Betrachte nun p = 1, ¢ = 0o0. Sei g € L>(Q). Zu € > 0 sei x € Q Lebesgue-
punkt von g mit

lg(z)| = lim

> o — E.
lim > [lgllz= — <

1
(B, (@) /BT@ g dp

Wihle r > 0 mit r < dist(z, 9Q) und

o= > |lgl|lpe — 2e.

1
(B, (@) /Brm g o

Setze f = MXBT(I) € LY(9). Beachte

1£llze =1, lLg(H)] = @ > llgllz~ - 2e.

Es folgt
||lg||L1* > |lgllLe — 2e.

Nach Grenziibergang € — 0 erhalten wir
lgllLae = llgllz=
und damit
gl = llgllze=,
wie gewiinscht. |

Lemma 4.4.2. J ist surjektiv.

Beweis. i) Betrachte zunéchst den Fall 1 < p < co. Sei I € LP(Q)*. Wéhle eine
“Maximalfolge” (fx)ren mit ||fx||r» = 1 und

[(fe) = [lUlge= (k= o0).

OBdA diirfen wir annehmen ||I|| 7+ = 1.

Behauptung 1. (fi)ken ist Cauchy-Folge.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich genau gleich wie Behauptung 1 im Beweis
von Satz aus dem folgenden Satz iiber die gleichméssige Konvexitét
von LP(2). (Einen Beweis findet man zum Beispiel in Adams: Sobolev spaces,
2.29 Corollary.) O

Satz 4.4.2. Sei 1 < p < oo, und seien u,v € LP(Q), mit ||u||rr = ||[v||r = 1
und € := ||u — v||L» > 0.

1) Falls 2 < p < o0, so gilt

u—+v e\ /P
p < |1 —— ;
1520 < (1- 5)
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1) Falls 1 < p <2, so gilt mit q= p%l

u+v g1\ /4
<(1l1-—-— .
145 < (1- 57)

Da LP(Q) vollstindig ist, existiert
f=lim freLP(Q),
k—o0

und es gilt
Al =1, 1(f) = Ul ger = 1.

Setze g = f|f|P"? € L9(Q) mit ||g||z« = 1.

Behauptung 2. [ =[,.
Beweis. Fiir ¢ € LP(Q), |e| < 1 sei

f+ep
fzi, f Lpzl.
== T repln Vel

Da I(f.) fiir ¢ = 0 maximal, folgt

d d
0= d_[_:‘s:ol(fa) = l((p) - l(f)d_g‘szonf +5(‘0||L1)’
wobel
d 1d .
T lecollf +eellnr = ]—jd—s\gzo/g|f+atp| dp
1 [ d _ oo |
== —|_ If+teelldu= [ of IfI\" du= | pgdu;
pJode o 0
das heisst,

Vo € LP(Q): U(p) = 1(f)lg(p) = l4().
0

ii) Sei nun p = 1. Zur Vereinfachung nehmen wir an g = £ und u(92) < co. Sei
1 € LY(Q)*. Da u(Q) < oo, liefert die Holdersche Ungleichung fiir alle s > 1 die
topologische Einbettung is: L*(Q) — L(Q) mit

ol oy < (@))% 1
||d ||L(L ,L)_(M( ) (Sjl) )

also auch | =l o iz € L*(Q)* mit

limsup [|I[| s ) < [l 21 ()=
s—1

Nach i) besitzt | als Element von L*(€)* eine Darstellung | = I, mit g = g, €
L7 (), wobei  + 1 = 1; insbesondere gilt

Up) = lg.(p) :/Q‘Pgr dp, Vo € CZ(Q).
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Es folgt fiir 1 < s < s’ und zugehérige 1 < 7/ <r < 00

Vo € C2(Q): /ngr dp = 1(p) = /ngw du,
insbesondere
Vo € C°(Q): /Q(gr = gr)pdp=0.

Mit Satz B43] erhalten wir g, = g =: g € [ L™ () mit

<00

gllzr = llgrllr = [llg |l = [l]]z

fiir alle s > 1 und zugehorige r, wobei % + % =1. Mit s | 1 folgt r T oo und

limsup ||g[|z- = lim sup |||
T—00 s—1

e <l pass

das heisst, g € L>®(Q), und | = I,

Fiir eine allgemeine offene Menge Q2 C R™ erhilt man die Aussage des Lemmas
indem man Q C J, ¢y Q& tiberdeckt mit offenen Mengen Q2 C R™ von endlichem
Mass, k € N. O

Bemerkung 4.4.1. i) Alternativ kann man Lemma [£.4.2] mit Hilfe des Satzes
von Radon-Nikodym beweisen.

ii) Analog zu Bemerkung .3.T]14sst sich zu I € LP(Q)* ein g € LI(Q) mit [ = [,
auch variationell charakterisieren: Sei dazu E: LP(2) — R definiert mit

E(f) = %anzp “U(f), fe Q).

Falls dann f € LP(£2) mit

E(f)= hergy(lmE(h),

so gilt fiir ¢ € LP(Q):

d
0= 2l +e0) = [ FIA7 2o~ (o)

also
I =1, mit g = f|f[F~2 € LI(Q).

Bemerkung 4.4.2. Falls p = £", so gilt L'(Q) # L>°(Q)*, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 4.4.1. Sei zg € Q, und sei d,,: C°(2) — R das Dirac-Funktional
v € COQ): 0ay (f) = f (o).
Sei [ eine Fortsetzung von 04, auf L>°(§) gemiss Satz Dann gilt

Vg e LYNQ): 1 #1,.
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Beweis. Nimm an, [ = [, fiir ein ¢ € L'(Q). OBdA sei o = 0, B1(0) C Q.
Fixiere ¢ € C2°(B1(0)) mit

0< 9 <1, p=1auf By (0).

Fiir k£ € N setze .
er(x) = p(kx) € C2(B1(0)) C C°(Q)

(k—_>>oo)

mit 0 < ¢ < 1, @k 0 p-fast tiberall. Mit dem Satz iiber dominierte

Konvergenz folgt

1=,y () = 1) = o) = | gonde =0 (k= o0).
Q
Dies ist der gewiinschte Widerspruch. O

Bemerkung 4.4.3. Fiir p = £" und jedes g € L'(Q) gilt [, < pu L 4.

4.5 Trennungssitze fiir konvexe Mengen, Extre-
malpunkte

Sei (X,]| - ||x) normierter R-Vektorraum.

Satz 4.5.1. (Trennungssatz) Seien A, B C X nicht leer, disjunkt und konvez.
Dann gilt:

1) Falls A offen ist, so gibt esl € X*, A € R mit

Va € A,b € B: l(a) < X < I(b).

i) Ist A kompakt und B abgeschlossen, so gibt esl € X*, X € R mit

l A < inf I(b).
sup (@) <A < inf 1(b)

Bemerkung 4.5.1. Gemiiss Satz [£.5.1] kann man disjunkte konvexe Mengen
durch eine Hyperebene H = {x € X; I(x) = A} trennen.

Beweis von Satz[.5.1]. i) Fixiere ag € A, by € B. Setze xg = by — ag. Dann
ist die Menge C' := A — B + xy konvex, offen und nicht leer mit 0 € C. Da
AN B =10, gilt weiter z & C.

Wiéhle R > 0 mit Bg(0) C C. Sei p: X — R das Minkowski-Funktional mit
p(z) = inf{\ > 0; x € AC}.

Behauptung 1. Die Funktion p ist sublinear.

Bewetis. Die positive Homogenitét von p ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition. Seien weiter z = Au, y = pv mit uw,v € C und A\, u > 0. Da C konvex,
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gilt
Au + pw
z:=
A+ p

und p(z) < 1. Mit positiver Homogenitét von p folgt

eC,

p(@+y) =pQAu+ ) =pz)(A+p) <A+ p.
Nach Ubergang zum Infimum beziiglich A\ und p erhalten wir schliesslich
p(z+y) < p(z) +py),

wie gewiinscht. O

Da fiir jedes x € X mit A = 2R™!|z||x trivialerweise gilt
x € Bar(0) C AC,
folgt mit der Konstanten M = 2R~! die Abschiitzung
Ve e X: p(z) < M||z||x.
Da C offen, gilt C' = {x; p(x) < 1}. Weiter erhalten wir aus g ¢ C, dass
p(z0) > 1.
Definiere f: span{zo} — R durch f(tzg) = ¢, t € R. Beachte

YVt > 0: f(txg) =t < tp(xg) = p(txo),
Vi < 0: f(tzg) =t <0 < p(txo).

Sei I die Fortsetzung von f gemiss Satz LT.T] mit I(txo) = ¢ fiir alle t € R und
mit
Ve e X: l(x) < p(x).

Fiir alle z € X gilt dann

|l(x)] = max{i(z), (—z)} < max{p(z), p(—z)} < M||z||x;
also [ € X*. Weiter gilt fira € A,be B

l(a) —U(b) =la—b+xzp) —(z0) <O,
da l(zo) =1und dal(z) <p(z) <1lfirz=a—b+z € C. Es folgt
sup{l(x); = € A} <inf{l(b); b€ B} =: A

Da A offen, | # 0, wird sup{l(z); z € A} an keiner Stelle ay € A angenommen.
Sonst hitte fiir beliebiges x € X die Funktion ¢t — f(t) = l(ap + tx) an der
Stelle ¢t = 0 ein inneres Maximum, und f/(0) =I(x) =0, z € X. Es folgt

l(a) <sup{l(z); x € A} < A, a € A.

ii) Mit der folgenden Beobachtung lisst sich ii) auf i) zuriickfithren.
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Behauptung 2. Seien A, B wie in ii). Dann gibt es r > 0 mit U,.(A) N B = 0,
wobei

UT(A) = U Br(x)

z€A

offen, konvex und nicht leer.

Beweis. Offenbar ist U,.(A) fiir jedes r > 0 offen, konvex und nicht leer, da
A # (. Nimm an, fiir 7 | 0 gibt es ax € A, by € By, (ax) N B, k € N. Da A
kompakt, konvergiert eine Teilfolge ar — a (k — oo, k € A), wobei a € A. Da
B abgeschlossen, und

(k—00)

[bx — allx < |[bx — ak|lx + |lax — allx < g+ [lak — al|x 0,

folgt andererseits @ = limg_ oo b € B; also AN B # @ im Widerspruch zur
Annahme. O

Wiéhle nun » > 0 wie in Behauptung 2, I € X* gemiiss i) zu A’ = U,.(A) und
B. Da A kompakt, wird sup,c 4 {(a) in einem Punkt ap € A angenommen. Da
I # 0, folgt jedoch I(ag) < Sup,ep, (q0) () Wie in i), und wir erhalten

max!l(a) =1l(ap) < sup l(x) < sup I(x) < inf [(b),
nasl(o) = lao) < swp 1@< swp 1)< jnf 10)

wie gewiinscht. O

Beispiel 4.5.1. Fiir die konvexe Menge C' = B;(0; X) erhilt man offenbar das
Minkowski-Funktional p(z) = ||z||x, z € X.

Sei K C X eine beliebige Teilmenge, M C K.

Definition 4.5.1. i) M heisst extremale Teilmenge von K, falls fir je zwei
Punkte xo,z1 € K und 0 < a < 1 gilt

To =ax1 + (1 — a)zg € M = 29,21 € M.
ii) Falls M = {z} extremal, so heisst © ein extremaler Punkt von K .

Beispiel 4.5.2. i) Sei X = R?, || - ||x die euklidische Norm, K die Vollkugel
K = B1(0) = {(z,y); %> +y? < 1}. Dann ist jeder Randpunkt von K extremal.

ii) Sei X = R?, versehen mit der Norm

[|(z, y)llx = max{|z[, [y[},

und sei K die Menge
K =DB1(0) = {(z,y); -1 <,y <1}
Dann sind die Seiten von K extremal, zum Beispiel

F={(z,1); -1 <z <1}

Die Extremalpunkte von K sind genau die Punkte (£1,41).
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Lemma 4.5.1. Sei M C K extremale Teilmenge von K, L C M extremale
Teilmenge von M. Dann ist L extremale Teilmenge von K.

Bewets. Seien xp,x1 € K, 0 < a <1 und
ZTo = axy + (1 — a)zg € L.

Da L C M, gehort x, zu M; da weiter M extremal in K ist, folgt zg,z1 € M.
Da schliesslich L extremal in M, liegen xg und x; sogar in L; also ist L extremal
in K. |

Lemma 4.5.2. Sei K C X kompakt, | € X*, A = min,ck [(z). Dann ist

Ky={z e K; l(x) = \}
extremale Teilmenge von K.
Beweis. Seien g, 21 € K, 0 < a < 1, und es gelte

To =ax1 + (1 — a)zg € Ky;
das heisst,
l(zo) = al(z1) + (1 — @)l(zg) = A

Da l(xo) > A, I(x1) > A, folgt I(zg) = A = I(x1); also xg,z1 € K. O

Satz 4.5.2. (Krein-Milman) Sei K C X kompakt und nicht leer. Dann besitzt
K einen extremalen Punkt.

Beweis. Sei M die Familie
M ={M C K; 0 # M kompakt und extremal in K}
mit der partiellen Ordnung
VLM eM: L<M:=MC L.

Wir verifizieren die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas.

Offenbar gilt K € M, also M # (). Sei (M,),cr linear geordnete Teilmenge in

M. Setze M = (),c; M,. Dann ist M kompakt und nicht leer.

Behauptung 1. M € M.
Beweis. Seien g, 21 € K, 0 < a < 1, und es gelte
To=0ar1+(l—a)rg e M = ﬂML.
vel

Dann gilt z, € M, fiir beliebiges ¢ € I. Da M, extremal in K, folgt zq,z1 € M,
fiir alle ¢; das heisst, g, 21 € M, und M ist extremal. ([l

Da offenbar M C M, fiir alle ¢ € I, ist M eine obere Schranke fiir (M,),cs
beziiglich der oben definierten Ordnung. Geméss dem Zornschen Lemma gibt
es ein maximales Element M € M. Insbesondere M # . Sei z € M.
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Behauptung 2. M = {z}.

Beweis. (indirekt) Nimm an, y # « sei ein weiteres Element von M. Wihle
[ € X* mit I(z) # l(y) geméss Satz Setze A = ming,en l(m). Gemiss
Lemma 5.2 ist

My={me M;l(m)=A}C M

extremal in M, nach Lemma 5] also auch in K. Weiter gilt My # 0, und
M) ist kompakt, also My € M. Schliesslich gilt My C M; jedoch My # M,
da wegen I(z) # l(y) entweder © ¢ M) oder y ¢ My, im Widerspruch zur
Maximalitdt von M. O

Offenbar folgt die Aussage des Satzes aus den Behauptungen 1 und 2. |
Definition 4.5.2. Fiir A C X sei

conv(A) = N B

ACB; B konvezx und abgeschlossen

die abgeschlossene konvexe Hiille von A.

Bemerkung 4.5.2. Offenbar ist der Durchschnitt konvexer Mengen konvex.

Satz 4.5.3. (Krein-Milman) Sei K kompakt und konvexr, E C K die Menge
der Extremalpunkte von K. Dann gilt K = conv(E).

Beweis. Da K nach Annahme abgeschlossen und konvex, gilt K D conv(FE).
Die noch fehlende Inklusion beweisen wir indirekt. Sei xp € K \ conv(E). Wihle
[ € X* gemiss Satz [£5.1lii) mit A = {zo}, B = conv(FE) und

inf > mi =\ 4.5.1
me%(E)l(x) > l(zg) > Crbnellrgl(x) A (4.5.1)

Setze
Ky={ze K; l(z) = \}.

Da K # 0, folgt K # 0, und K ist kompakt und gemiiss Lemma 5.2l zudem
extremal in K. Nach Satz besitzt K einen extremalen Punkt yo. Da
K extremal, ist yo gemiiss Lemma [£5.]] extremal auch in K; also yg € E C
conv(FE), im Widerspruch zu (@51). O

4.6 Schwache Konvergenz und Konvexitit

Sei (X, || - ||x) normiert mit Dualraum X*, (zx)keny C X, und sei z € X.

Definition 4.6.1. Die Folge (xr)ren konvergiert schwach gegen x, oder
r, — x (k — o0), falls fiir alle ] € X* gilt:

lxg) = l(z) (k— o0).

Beispiel 4.6.1. 12> ¢; = (0,...,0,1,0,...) %0 (i — o0).
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Bemerkung 4.6.1. i) Wegen Satz 23] ist der schwache Limes x einer Folge
(2k)ken eindeutig bestimmt. Wir schreiben daher = w — limy_, o0 2.

ii) Falls 2, — = (k — 00), so auch zp — = (k — 00).

Satz 4.6.1. Sei (vx)ken C X mit xi Lo (k — 00). Dann ist (z)ren be-
schrankt. Weiter gilt
||lz||x <liminf ||zk||x.-
k—oco

Das heisst, die Funktion x — ||x||x ist schwach folgen-unterhalb-stetig.
Beweis. Die Abbildungen Ay € L(X™*,R) mit
Ap(l) =Uzw), le X*, k€N,

sind punktweise beschriankt. Da X* vollstandig ist, folgt mit Satz[4.2.2lund Satz
BTl die gleichméssige Beschrénkheit der Normen

okl x = sup [(zk)]| = [[AkllL(x+r) < C < 00
leX, [|i]|x+<1

Zum Beweis der zweiten Behauptung wihle | € X* gemiss Satz [£.2.2] mit
Hlx- =1, U(z) = [|z[|x-

Es folgt
[|z||x = l(z) = liminf [(xg) < liminf ||xg]|x.
k— o0 k—o00

Definition 4.6.2. Die von den Mengen
Qu=1"'U), le X*, UCR offen

induzierte Topologie T, heisst schwache Topologie auf X .

Bemerkung 4.6.2. i) 7, besteht aus beliebigen Vereinigungen endlicher Durch-
schnitte von Mengen 2 ;; wie in der obigen Definition.

ii) Offenbar ist die schwache Konvergenz die Konvergenz beziiglich der schwa-
chen Topologie.

iii) Falls dim(X) = oo, so ist die schwache Topologie nicht metrisierbar; das
heisst, sie wird von keiner Metrik auf X induziert. Man muss daher zum Bei-
spiel zwischen den Begriffen “schwach abgeschlossenen” und “schwach folgen-
abgeschlossen” unterscheiden; vergleiche Lemma 6.2} Jedoch ist die schwache
Topologie wegen Satz 2.3 Hausdorffsch.

iv) Da l € X* stetig, ist jedes ;¢ auch offen in der Standardtopologie 7; das
heisst, 7, C 7.
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Fir Q C X sei

Q, = w — clos(Q) = ﬂ A
QCA; A schwach abgeschlossen

die schwach abgeschlossene Hiille von ).

Lemma 4.6.1. i) Q C Q.
i) Falls 21, = x (k — 00) fiir (zx)ren C 2, so folgt x € Q.

Beweis. i) Nach Bemerkung [.6.2liii) gilt 7, C 7; eine schwach abgeschlossene
Menge ist somit auch (stark) abgeschlossen. Es folgt

ﬁw: ﬂ AD m A:ﬁ

QCA; A schwach abgeschlossen QCA; A abgeschlossen

ii) Falls = ¢ €, so gibt es U = ﬂ}']:1 lj_l(lj) € T, mit geeigneten [; € X* und
offenen Mengen I; C R, 1 < j < J,so dass QNU = 0 und = € U. Jedoch folgt
mit z; — x (k — oo) insbesondere I;(z)) — 1;(x) (k — o0) fiir jedes j, also
x € QNU fiir geniigend grosses k, im Widerspruch zur Wahl von U. O

Definition 4.6.3. FEine Menge A C X heisst schwach folgenabgeschlossen
(w.s.c.: weakly sequentially closed), falls fiir alle (xg)ken C A gilt

Ty — z (k= 00) =z € A.

Lemma 4.6.2. Fir A C X gilt:
1) A schwach abgeschlossen = A schwach folgenabgeschlossen.

1) A schwach folgenabgeschlossen = A abgeschlossen.

Beweis. i) Sei A schwach abgeschlossen, und sei (k) ken C A mit xy 2 x fiir
k — oo. Mit Lemma FG1lii) folgt = € 4, = A.

ii) Sei (w1 )reny C A mit 2, — z (k — o0), also auch x;, — = (k — o0) gemiiss
Bemerkung [£.6.11ii). Ist A schwach folgenabgeschlossen, so gilt z € A, und mit
Satz ist A abgeschlossen. O

Beispiel 4.6.2. i) Die 1-Sphiire in [? ist abgeschlossen, aber nach Beispiel EL6.1]
ist sie nicht schwach folgenabgeschlossen. Dies zeigt, dass die Umkehrung der
Aussage von Lemma [£.6.2]ii) nicht gilt.

ii) Auch die Umkehrung der Aussage i) von Lemma [£6.2] gilt nicht, wie das
folgende Beispiel zeigt. Sei e,, € 1%, n € N, wie in Beispiel £6.1}, und sei
S = {vne,;necN}cl?

Dann ist S w.s.c., da jede schwach konvergente Folge in S nach Satz [.6.1] be-
schréankt ist und daher nur endlich viele verschiedene Elemente von S enthalten
kann.
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Andererseits gilt 0 € S.,. Sei dazu
U0,a1,...,a5,¢) ={x € l?; [(z,a;)p]| <e,1<i<k}

mit ai,...,ar €12 und € > 0 ein beliebiges Element der Umgebungsbasis von
0 € [? in der schwach offenen Topologie.

Da fiir jedes 1 < i < k gilt

(@i, en)iz|* < flail* < oo,

WK

n=1

konvergiert auch die Reihe > 7, Zle |(ai,en)i2|?. Da die harmonische Reihe
hingegen divergiert, existiert n € N mit

k 2

€
Z |(ai,en)lz|2 < —

i=1
Fiir dieses n € N gilt nun
€ .
|(ai, en)iz| < 7 1 <<k

also y/nen, € U(0,a,...,ax,€). Somit hat jedes Element der Basis der schwach
offenen Topologie um 0 einen nicht leeren Durchschnitt mit S, und 0 € S,. Also
ist S nicht schwach abgeschlossen,

(Mit Dank an Lukas Pierce, der eine Version dieses Beispiels mit der Suchanfrage
“https://math.stackexchange.com/questions/2862610/does-weakly-sequentially-
closed-imply-weakly-closed” unter der Referenz “@mechanodroid” gefunden hat.)

Satz 4.6.2. Sei Q C X konvex. Dann gilt Q,, = Q.

Beweis. (indirekt). Nimm an Q #_ﬁw. Geméss Lemma [A6.1li) gibt es dann
2o € Quy \ Q. Setze A = {xo}, B= Q. Wihle [ € X* gemiss Satz .51 mit

i <i .
o) < Je 1) = 1)

Es folgt zo € Q,, im Widerspruch zur Wahl von . O

Satz 4.6.3. (Mazur’s lemma) Sei (zx)reny C X mit xx — = (k — 00). Dann
gibt es eine Folge von konvexen Linearkombinationen

l l

Y= anzk, 0<au <1, Y au=1, €N,
k=1 k=1

so dass

y—x (I = o0).

Beweis. Setze K = conv({zy; k € N}). Nach Satz gilt K = K = Ky;
mit Lemma [LG11ii) folgt = € K. O
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Bemerkung 4.6.3. Die schwache Topologie 7,, und 7 unterscheiden sich nur,
falls dim X = oo; in diesem Fall enthélt mit den Mengen €2, 7 auch jede schwach
offene Menge einen nicht trivialen affinen Unterraum. Eine Konsequenz daraus
sieht man im nachstehenden Beispiel.

Beispiel 4.6.3. Sei dim X = co. Der schwache Abschluss der Menge
A={z e X; ||z|]|lx = 1}.
ist die Vollkugel

Ay, =B1(0;X) ={z € X; ||z]|x < 1}.

Beweis. Nach Satz gilt A, C conv(A) = B;(0; X). Zum Beweis der
ungekehrten Inklusion sei € X mit ||z||x < 1, Q € 7, eine Umgebung von x.
Nach Bemerkung [£.6.3] enthiilt 2 einen nicht trivialen affinen Unterraum durch
x; jeder derartige Raum schneidet jedoch A. Insbesondere folgt QN A # (), und
x € Ay; also B1(0; X) C Ay, und die Behauptung folgt. O
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Kapitel 5

Reflexivitat, Separabilitit
und Schwache Kompaktheit

5.1 Reflexivitat

Sei (X, ]| - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*.

Definition 5.1.1. Der Raum X** = (X*)* = L(X*,R) heisst Bidualraum
von X.

Wir kénnen X in kanonischer Weise in X** einbetten mittels Z: X — X**,
wobei

Vie X*, x e X: (Zx)(1) := l(z). (5.1.1)

Satz 5.1.1. T ist eine lineare Isometrie.
Beweis. Offenbar ist Z linear. Wie im Beweis von Satz .6l folgt zudem mit
Satz [1.2.7] fiir jedes x € X die Identitét

lzllx = sup [i(2)| = [|Z2]|x- -
leX=, [|l|x=<1

O

Definition 5.1.2. X heisst reflexiv, falls die durch (BI1]) definierte Abbil-
dung L: X — X** surjektiv ist.

Beispiel 5.1.1. i) R™, C" sind (wegen der Rangformel) reflexiv (fiir eine belie-
bige Norm).

ii) Jeder Hilbert-Raum (H, (-, -) ) ist reflexiv.

iil) LP(Q) ist reflexiv, falls 1 < p < co.

iv) LY(Q) ist nicht reflexiv.

69
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Beweis. ii) Sei J: H — H* die in Abschnitt 4.3 konstruierte Isometrie mit
Vye H: J(z)(y) = (z,y) . (5.1.2)
H* ist wiederum Hilbert-Raum mit Skalarprodukt
Vi=J(x), k=Jy) e H: (,k)g- = (J(x),J)g = (z,9)u. (5.1.3)

Sei J*: H* — H** der isometrische Isomorphismus analog zu (5.1.2). Dann gilt
Z=J*"oJ, denn fir alle z,y € H, |l = J(z) € H* gilt

(T)() = @) @) "F @) ) "2 @ )u " (J@), J )

J (T ) (I (2) = T (J(y)(D)-

!

Also ist Z surjektiv.

iii) Sei 1 < p < 0o, und sei g zu p konjugiert mit %+% =1.8ei J = JP: LI(Q) —
LP(2)* der in Lemma [£4.7] konstruierte Isomorphismus, und sei £ € LP(2)**.
Zul e LP(Q)* sei g € LY(Q) mit [ = JPg. Zu k = o JP € L1(Q)* finden wir
analog f € LP(Q) mit k = Jif; also f = (J9)~1(¢£ o JP). Es folgt

£() = £(TPg) = k(g) = Jf(g) = / fgdu=T79(f) = 1(f) = T)0).

und Z ist surjektiv.

iv) Z: LY(Q) 2 g — Iy € (L>(Q))* ist geméss Beispiel 4] nicht surjektiv. O

Bemerkung 5.1.1. i) Falls X reflexiv ist, so ist X auch vollstédndig.

ii) Fiir jeden normierten Raum X liefert Z(X) C X** eine kanonische Ver-
vollstéindigung; vergleiche Satz 2111

Beweis. i) X** ist nach Beispiel 1] vollstédndig. Sei (x)ken eine Cauchy-
Folge in X. Dann ist (Zxy)gen eine Cauchy-Folge in X**. Sei z = limy_, 00 Zx), €
X**. Da X reflexiv, folgt z = Zx fiir ein z € X, und z = limy_,, g, da Z
isometrisch. [l

Ist L°(Q) reflexiv oder nicht? — Wir beantworten diese Frage in einem allge-
meinen Kontext.

Satz 5.1.2. i) Falls X reflexiv ist, so gilt dies auch fir X*.
i) Falls X* reflexiv ist und X wvollstindig, so ist auch X reflexiv.

Beweis. i) (Ubung)

ii) (indirekt) Seien Z: X — X**, T*: X* — (X*)** die kanonischen Isome-
trien gemiss (GILI)). Widerspruchsweise nehmen wir an Z(X) # X**. Da X
vollsténdig ist, ist M := Z(X) ein abgeschlossener linearer Teilraum von X**.
Wihle ** € X**\ Z(X) und dazu I** € (X**)* = (X*)** geméss Satz [£.2.4]
mit [**(z**) =1, [ = 0. Da I* surjektiv, gilt I** =Z*(I) fiir ein [ € X™; also

Vee X: 0=0"(Z(z)) =Z"(1)(Z(z)) = Z(z)(1) = I(x).
Es folgt | = 0, Z(I) = I** = 0, im Widerspruch zu I**(z**) = 1. O
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Beispiel 5.1.2. L*°(Q) ist nicht reflexiv.

Beweis. L'(Q) ist vollstindig mit Dualraum (L!(Q2))* isometrisch isomorph zu
L*(Q); LY(Q) ist jedoch gemiss Beispiel B.LI}iv) nicht reflexiv. O

Satz 5.1.3. Sei X reflexiv, Y C X ein abgeschlossener linearer Unterraum.
Dann ist auch Y reflexiv.

Bewets. Sei iy: Y — X die kanonische Einbettung, iy-: X* — Y* die dazu
“duale” Abbildung, definiert durch

Vie X',y eY:iy()(y) = liv(y) = U(y),

also 13- (1) = l)y, mit
vie X*: iy (Dlly- < [l]x--

Sei analog 5% : Y** — X™* gegeben durch
Vgt e YL Le X () (0) = v (i3 (1),
mit

Yy e YU iy (y™) [ xee < fly™ [y =

**|

ivlloxes vy <y lye-

Seien weiter 7: X — X**, I¥:Y — Y** die kanonischen Isometrien. Nach
Annahme ist Z surjektiv.
Behauptung 1. Z71(i}*(Y**)) C Y.
Beweis. Sei y** € Y**, und nimm an z = Z71(i}*(y**)) ¢ Y. Wihle [ € X*
gemiss Satz 24 mit I(x) # 0, [}, = 0. Da [}, = 0, folgt i3 (I) = 0; also

0=y (i () =i (y™)(1) = Zz(l) = I(z) # 0.
Der Widerspruch zeigt die Behauptung. O

Sei nun y** € Y**. Nach Behauptung 1 gilt y := Z-}(i¥*(y**)) € Y. Fiir f € Y*
sei | € X* eine beliebige Fortsetzung gemiiss Satz mit /|, = f; das heisst,
i3 (1) = f. Es folgt

v () = v W) = i3 w0 = Ty() = 1y) S Fy) = T y(f)

fir alle f € Y*; das heisst, y** = Z"y, und ZY ist surjektiv. Weiter folgt mit
der Identitiit Ty = i3 (y**) = i3*(Z¥ y) die Gleichheit

I =Ty

5.2 Separabilitit

Sei (M, d) ein metrischer Raum.



72 KAPITEL 5. REFLEXIVITAT UND SCHWACHE KOMPAKTHEIT

Definition 5.2.1. M heisst separabel, falls eine abzihlbare Teilmenge D C M
ezistiert mit D = M.

Bemerkung 5.2.1. Eine Folge (zx) C M ist dicht genau dann, wenn
M=) Bu(zx) - (5.2.1)
1=1 k=1

Im Falle von (B.2.1)) gibt es fiir jedes z € M und jedes | € Nein k = k() € N
mit d(zy,z) < 1/1, und x4y — = (I = 00). Falls umgekehrt D = {z3; k € N}
dicht, so gilt M =D C U2, By ji(zy) fiir jedes I € N, also (B.21]).

Beispiel 5.2.1. i) R" ist separabel, falls d die von einer Norm induzierte Metrik
ist.

ii) C°([0,1]) ist nach dem WeierstraBschen Approximationssatz separabel; ana-
log gilt dies auch fiir C°(Q) fiir eine beliebige offene Menge 2 CC R™.

iii) LP(Q) ist fiir 1 < p < oo separabel; vergleiche Satz 3.5.2 der Vorlesung
“Analysis III” {iber Masstheorie.

iv) L*°([0,1]) ist nicht separabel. Betrachte dazu die Familie fs = x|, wobei
0<s<1, mit

Vo<s<t<l1: ||fé — ft||Loo = ||X]s,t]||L°° =1. (522)
Sei (gx)ken dicht. Fiir jedes 0 < s < 1 gibt es dann wegen (B.21]) ein k € N mit
I1fs = grllLe <1/2. (5.2.3)

Umgekehrt kann (B.23)) fiir festes & wegen (B.2.2)) nur fiir hochstens ein s = s(k)
gelten. Dies liefert eine surjektive Abbildung A 3 k — s(k) €]0, 1] fiir ein A C N,
was jedoch unmoglich ist. (Vergleiche Beispiel 3.5.2, Analysis I11.)

Satz 5.2.1. Sei M separabel, A C M. Dann ist A separabel (beziiglich der
induzierten Metrik d), . , ).
Beweis. Sei (xy)ren dicht in M, ag € A. Fiir k,1 € N mit

AN By y(rg) #0

wihle ap; € AN Bl/gl(:ck), ag; = ag sonst. Dann gilt AN B1/2[(1'k) - Bl/l(akl),

und o o .
A= m U (AN Byjgi(z)) C ﬂ U By i(am);
I=1k=1 I=1k=1
also ist D := {ay; k,1 € N} dicht gemiss Bemerkung 52771 O

Wir verkniipfen nun Separabilitdt und lineare Struktur.

Satz 5.2.2. Sei (X, || ||x) ein normierter R-Vektorraum.
1) Ist X* separabel, so ist X separabel.

i) Ist X separabel und reflexiv, dann ist X* separabel.
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Beweis. 1) Sei (lk)keN dicht in X*. Wahle (zk)keN in X mit ||1'k||X =1 und
U(zr) > [kl x~ — 1/k, k € N.

Setze

M = span{xy; k € N},
M ist separabel. Die Aussage i) folgt daher aus

Behauptung. M = X.

Beweis. (indirekt) Sei X # M, und seien 2o € X \ M und dazu [l € X* geméss
Satz 424 gewiihlt mit
l(l‘o) =1, l‘M =0.

Sei A C N eine Teilfolge mit [ = limy_y00, kea lx. Es folgt

0# [[lllx-=lim |[llg|]lx- < limsup lx(zk),

1
k—oo, kEA k—o0, kEA
jedoch gilt
le ()| = [l = D) < ([l = Ulx[|zkllx =0 (k — o0, k € A).
O

ii) Mit X ist auch X** = Z(X) separabel. Falls ndmlich (z)ken dicht liegt in
X, so liegt (Zxy)ren dicht in X**. Mit i) folgt Separabilitit von X*. O

5.3 Schwache Folgenkompaktheit

Sei (X, || - ||x) normierter R-Vektorraum mit Dualraum X*, Bidualraum X**
und kanonischer Isometrie Z: X — X**. Sei (I )ren eine Folge in X* | € X*.

Definition 5.3.1. (I)reny konvergiert schwach* gegen I, I v l(k — o0),
falls
Vo e X: ly(z) — I(z). (5.3.1)

(k—o0)

Somit haben wir auf X* nun drei Konvergenzbegriffe:
i) Normkonvergenz I, — I (k — 00);
ii) schwache Konvergenz I}, — I (k — oc) im Sinne
Vze X*:2(ly) — z(); (5.3.2)

(k—o0)

iii) schwache* Konvergenz I}, = | (k — oo) im Sinne von (5.3.1)), das heisst,
punktweise Konvergenz.

Bemerkung 5.3.1. i) Bedingung (53.0) ist dquivalent dazu, dass wir (0.3.2))
fordern fiir alle z € Z(X). Falls daher X reflexiv ist, so sind die Bedingungen
der schwachen und der schwach*-Konvergenz dquivalent.
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*

ii) Im allgemeinen gilt: [, — [ = I, — 1 = I, % L
(k—00) (k—00) k—o00

iii) Die schwache* Konvergenz ist Konvergenz beziiglich der von den Mengen
Qeu={l€ X" l(z) €U} = (Tx) " (U), x € X, U C R offen,

erzeugten schwach*-Topologie 7,,~. Offenbar gilt 7« C 7y, also ist 7,+ grober als
7w und daher im allgemeinen nicht metrisierbar. Abgeschlossenheit, beziechungs-
weise Kompaktheit konnen daher nicht dquivalent mit dem Folgenkriterium um-
schrieben werden. Schwach*-abgeschlossene Mengen sind analog zu Abschnitt
4.6 stets auch abgeschlossen beziiglich schwach*-Konvergenz und sind schwach
abgeschlossen, sowie stark abgeschlossen. Weiter gilt fiir  C X* analog zu
Lemma 6.1 stets Q C Qyy C Qe

Nach dem Satz von Tychonov der Topologie ist die abgeschlossene 1-Kugel in
X* stets schwach*-kompakt. Fiir die Anwendungen, die wir unten besprechen,
wird jedoch Folgenkompaktheit ben6tigt.

Satz 5.3.1. (Banach-Alaoglu) Sei X separabel, (Ix)ren C X* beschrdinkt. Dann
gibt es | € X* und eine Teilfolge A C N mit

Ll (k— oo, k€ A).
Beweis. Sei (xj)ken dicht in X. Wihle Teilfolgen N D A; D ... D A; D
Ajr1 D ... D ... 50, dass fiir alle j € N gilt
le(z;) = a; =: l(z;) (k= o0, k € Aj).

Dies ist moglich, da die Folge (I;)reny nach Annahme beschrinkt ist. Sei A die
zu (A;)jen gehorige Diagonalfolge.

Behauptung. [ lidsst sich zu [ € X* erweitern.

Beweis. [ ist linear auf M = span{z;; j € N}, und

()= lim |lg(z)| <limsup||lk||x+||z]|x, Yz € M.
k—o0, keA k—00
Also ist [ stetig fortsetzbar auf X = M. O

Wir kénnen nun zeigen, dass [ v (k — oo, k € A). Sei dazu x € X beliebig,
z = limj_,, jes x;, fiir eine Folge J C N. Fiir j € J, k € N schéitze ab

Ik (z) = U(@)] < lk(z — 25)| + Uz — 25)] + [l(25) — 1(z5)]
< (Sl;p||lk||x* + U x|l — x5 x + |le(x5) — Uz;)]-

Nach Grenziibergang k — oo fiir festes j € J erhalten wir

limsup [lx(z) —(z)| < Cllz — zj||x.
k—oo,keA

Mit j — oo, j € J, folgt lx(z) — I(z) (k — oo, k € A), wie gewiinscht. O
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Beispiel 5.3.1. i) X = L!(Q) ist separabel, X* & L>°(2) gemiiss Satz 41l
Falls (fx)ken C L°°(€Q) beschrinkt, so existiert nach Satz B3] eine Teilfolge
A CNund f € L*™(Q) mit

/fkgdw/fgdﬂ (k= 00, k€ A)
Q Q

fiir alle g € L1(9).

ii) X = L*([0,1]) ist nicht separabel. Das folgende Beispiel zeigt, dass Satz
(3T in diesem Fall nicht gilt.

Fiir 0 <e <1sei T, € X* gegeben durch

1 [€ o
TEf:E/O fdx, feL*([0,1)).

Offenbar gilt

| Tel|x- = sup |T.f| <1,
[1fllLoe <1

jedoch ist die Menge {T;; 0 < & < 1} nicht schwach* relativ folgenkompakt.

Beweis. (indirekt). Nimm an, fiir eine Folge e, — 0 (k — oo) und ein T' € X*
gelte

.. T (k— o0).
OBdA diirfen wir (allenfalls nach Auswahl einer Teilfolge) annehmen, dass gilt

k41
Ek

1> -0 (k— 0).

Wahle
F= (“1FXpepye0 € L([0,1])
k=1

mit || f||r~ = 1. Fiir k¥ € N gilt nun

T, f = — 3 (e — )

R
— 1 €k+1
:(_1)kw+_/ fda;
€k €k Jo
das heisst,
1 Ek+1 2¢e
‘Tekf — (—1)k’ < — (Ek—i-l +/ |f| dl‘) < ki1 — 0.
Ek 0 Ek k—o0
Die Folge (T%, f)ren héuft sich somit bei 1 und —1, ist daher divergent. O

Betrachten wir jedoch den separablen Teilraum C°([0,1]) von L>(]0,1]), so ist
fir die Einschriankung der 7. auf C°([0,1]) der Satz 3.0 anwendbar. In der
Tat sehen wir sofort, dass fiir jedes f € C°([0,1]) gilt T-(f) — f(0) (¢ — 0);

das heisst, T ws (e = 0), das Dirac-Funktional.
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Die Annahme der Separabilitit kann in reflexiven Raumen entfallen. Ausserdem
koénnen wir mittels Z Konvergenzaussagen in X** = (X*)* zuriickziehen und
erhalten so schwache Folgenkompaktheit im urspriinglichen Raum (“schwaches
Bolzano-Weierstrass Theorem”).

Satz 5.3.2. (Eberlein-Smulyan) Sei X reflexiv, (xy)ren n X beschrinkt. Dann
existiert x € X und eine Teilfolge A C N mit

zr -z (k= o0, keA).

Beweis. Betrachte

Y = span{zy; k € N}.

Offenbar ist Y separabel und nach Satz [B.1.3 reflexiv. Nach Satz [5.2.2 ist auch
Y* separabel. Sei Z: Y — Y** die kanonische Isometrie.

Nach Satz B3 Tist (Zzk)ken C Y™ = ZY schwach* folgenkompakt; das heisst,
fiir eine Teilfolge A C N und ein z € Y gilt

(Zay) (1) = () e ke, (Zz)(1) = I(z), VI € Y™

Fiir jedes [ € X™* gehort die Einschréinkung [}, zu Y. Da weiter xx, 2 € Y, folgt
Wzg) = U(z) (k— o0, k€A
fiir alle I € X*; das heisst, zy — 2 (k — 00, k € A). O

Beispiel 5.3.2. i) Satz ist insbesondere anwendbar, falls X ein Hilbert-
Raum ist.

ii) Sei X = LP(), 1 < p < 00, (fr)ken C LP(Q) beschrinkt. Nach Satz LA T]ist
X = LP(Q) reflexiv. Daher liefert Satz[(5.3.2 eine Teilfolge A C Nund f € LP(Q)
mit f, — f (k — oo, k € A); das heisst, mit ¢ = 1% gilt fiir £k — oo, k € A:

Vg € L1(9): /kagdu%/nggdu-

Als weitere Anwendung von Satz [5.3.2 beweisen wir das folgende Approximati-
onstheorem.

Satz 5.3.3. (Approzimationstheorem) Sei X reflexiv, M C X nicht leer, konvex
und abgeschlossen, xo € X \ M. Dann gibt es mg € M mit

[|zo — mol||x = dist(zo, M) = inf ||z —m||x.
meM

Bemerkung 5.3.2. Satz ist insbesondere anwendbar, falls M ein nicht
trivialer abgeschlossener linearer Unterraum von X ist, und liefert ein Analogon
zu Korollar 224.7] in diesem Fall. Analog zur Situation im Hilbertraum kénnen
wir mg als “Fusspunkt des Lotes” von zg auf M auffassen.
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Beweis. Sei (my)reny C M eine “Minimalfolge” mit
[|lxo — mp|lx — dist(xo, M) (kK — 00).

Die Folge (my)ken ist beschriinkt. Nach Satz gibt es eine Teilfolge A C N
und ein mg € X mit
mip <~ mo  (k— o0, k€ A).

Da M abgeschlossen und konvex ist, ist M nach Satz auch schwach ab-
geschlossen, somit auch abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz, und
mgo € M. Schliesslich folgt mit Satz [4.6.1]

oo = mollx < limint |z — ml| = dist(zo, M)

wie gewiinscht. |

5.4 Variationsrechnung

Sei (X,]|| - ||x) ein normierter R-Vektorraum, M C X, F: M — R.

Definition 5.4.1. Die Funktion F ist schwach folgen-unterhalb-stetig
(kurz: w.s.l.s.c. oder weakly sequentially lower semi-continuous) in xg € M,
falls fiir alle (xx)reny C M mit xx — o (k — o) gilt

F(z0) < liminf F(xy).
k— o0

Kiirzer schreiben wir auch

F(zp) < liminf F(x).

ziwo, zeM

Beispiel 5.4.1. i) Die Norm z — ||z||x ist w.s.L.s.c. auf X geméss Satz [L.6.1]
also auch die Funktion z — ||z||% fiir jedes 0 < p < oo.

ii) Sei F': M — R stetig und konvex, wobei M C X konvex und abgeschlossen.
Dann ist F' auf M w.s.ls.c.

Beweis. Sei (x1,)peny C M mit x5, — x9. Wihle eine Teilfolge A C N mit

F(z;) = liminf F(z,) =1 ap > —0c0 (I = o0, 1 € A).

k—o0

OBdA diirfen wir annehmen, dass A = N.

Nach Satz 6.3 angewandt auf die Folge (zx)k>k,, gibt es fiir jedes ky € N
Konvexkombinationen

l l

Y= Zaklzk, 0<ap <1, Z am =1, 1 > ko,
k—ko k—ko

mit y; — xo (I = 00), und (y)i>k, C M, da M konvex.
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Mit der Konvexitét von F' folgt

l

VI>ko: F(y) < Z ap F(zy) < sup F(xyp).
k—ko k=>ko

Nach Grenziibergang | — oo erhalten wir

F(xo) = lim F(y;) < sup F(xg).
l—o00 k>ko

Mit kg — oo folgt schliesslich

F(zp) < limsup F(zx) = ap.

k—o00

Insbesondere gilt ag > —o0. O
Definition 5.4.2. F: M — R heisst koerziv auf M beziiglich || - ||x, falls gilt

F(z) =00 (||z]|lx = o0, z € M).

Satz 5.4.1. (Variationsprinzip) Sei X reflexiv, M C X nicht leer und schwach
folgen-abgeschlossen, F: M — R koerziv und w.s.l.s.c. Dann existiert xo € M
mat
F = inf F(z).
(v0) = inf F(z)

Beweis. Betrachte eine Minimalfolge (2)gen in M mit

k) — in]&F(z) =:ag> -0 (k— oc0).
xre

Da F koerziv ist, ist (xx)ren beschriankt. Nach Satz B32 besitzt (2 )ren eine
schwach konvergente Teilfolge zj, — xo (k — 00, k€ N).

Da M schwach folgen-abgeschlossen, folgt g € M, und

F < liminf F =
(ro) < iy ipE F () = o,

da F' w.s.l.s.c. Insbesondere gilt wieder ag > —oc.

O
Bemerkung 5.4.1. Falls M konvex und F strikt konvex, so kann F' hochstens
eine Minimalstelle in M besitzen.

Beweis. Seien zg # 1 € M mit

F(xp) = inf F(z) = F(x1).

xeM
Fir 0 <t <1 gilt 2y =tz1 + (1 — t)zp € M, und mit

F(xy) <tF(x1) + (1 —t)F(xo) = 112{4 F(x)

erhalten wir den gewiinschten Widerspruch. O
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Beispiel 5.4.2. i) Wir kénnen nun auch einen variationellen Beweis des Riesz-
schen Darstellungssatzes, Satz 4.3.2] geben.

Sei (H, (-,-)n) ein R-Hilbertraum, und sei [ € H*. Die Funktion
L2
F(z) = gllelly —Uz), z € H,

ist koerziv und geméss Beispiel B.41li) und der Definition der schwachen Kon-
vergenz auch w.s.ls.c.; weiter ist M = H schwach folgen-abgeschlossen und
nicht leer. Nach Satz [5.4.1] existiert y € H mit

F(y) = inf F(z)

und ! = j, wie in Bemerkung FL3Tlii).

ii) Analog erhalten wir einen variationellen Beweis von Lemma [.4.2] indem wir
fir 1 <p<oound! € LP(Q)* die Funktion

E(f) = %IIfIIip SU(f). feIr(Q),

betrachten. Wie in i) ist E koerziv und nach Beispiel [.41li) auch w.s.ls.c.;
M = LP(Q) ist schwach folgen-abgeschlossen und nicht leer. Schliesslich ist der
Raum LP(Q) reflexiv, und Satz [.4.T] liefert die Existenz einer Minimalstelle f
von E mit den gewiinschten Eigenschaften wie in Bemerkung [LZATlii).

Beachte, dass diese Beweise die Reflexivitiat der zugrunde liegenden Réume be-
nutzen. Sie liefern daher keinen unabhéngigen Beweis von Satz [4.3.2] oder von

Satz L4T]
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Kapitel 6

Auflésung linearer
Gleichungen,
Spektraltheorie

6.1 Duale Operatoren

Seien (X, || - |[x), (Y;[| - [|y) normierte R-Vektorrdume mit Dualraum X*, be-
ziehungsweise Y*, A: Dy C X — Y linear mit D4 = X.

Definition 6.1.1. Der zu A duale Operator A*: D+ C Y* — X* hat den
Definitionsbereich

Dy ={y* €Y*; ly: Da 2z (y*, Ax)y~xy ist stetig },

und fir y* € Da- ist A*y* € X* die eindeutige Fortsetzung von l,- auf X.
Bemerkung 6.1.1. i) A* hat die Eigenschaft

Vo € Da, y* € Dav: (A" @) xexx = (i, AZ)yexy . (6.1.1)

ii) Auch falls A nicht dicht definiert ist, kann man formal zu A duale Opera-
toren durch ([GIT)) charakterisieren, jedoch sind diese dann nicht eindeutig.

Satz 6.1.1. Fir A€ L(X,Y) gilt A* € L(Y™*, X™*), und
IAllzx, vy = 1A ||Lov=,x)-
Beweis. Fir y* € Y*, z € X gilt

(", Ax)y v | < [ly"[Iv-[[AllLx ol x5

81
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das heisst, y* € D4+, und

sup ||A™y"||x = sup [(A*y™, x) x«x x|
Hy*|ly+<1 llz||x <1, [ly*[ly=<1
= sup (y", Az)y sy | = |[AllLx,v)
lzlx <1, [ly*[ly=<1
gemiéss Satz [1.2.7 |

Beispiel 6.1.1. Seien 1 < p,q < co konjugiert mit % + % =1, Q C R" offen.
Betrachte X =Y = LP(Q)) mit Dualraum X* = Y™ = LI(Q). Sei

A=A:Dy=Cx(Q) C LP(Q) — LP(Q).
Dann gilt D4~ D C°(Q), da fiir alle g € C°(Q2) die Abbildung

lg: C(Q) > fr= (9, Af)paxrr = /QgAfdu: /Q Agfdp=(Ag, f)raxre

mit
Vi e CZ): llg(H)I < [Agllzallfll e,
sich stetig auf LP(2) fortsetzen lisst, und

Vg e C(Q): A*g = Ag.

Satz 6.1.2. Sei A: Dy C X — Y dicht definiert. Dann folgt
i) A*: Dy« CY* — X* ist abgeschlossen.
ii) AC B= B* C A*.
Beweis. i) Betrachte (y})ren C D4~ mit

yr =y in YY" ap =A%y > 2" in X* (K — 00).
Es folgt fiir alle z € D 4:

(y*, Ax)yxy = lim (y}, Ax)y+xy
k—o0
lim (A*yf, o) xrxx = (", ) x+x x-
k— o0
Also ist y* € D+ mit A*y* = x*; das heisst, A* ist abgeschlossen.

ii) Sei A C B; das heisst Dy C Dp, By, ., = A. Sei y* € Dp-. Dann gilt fiir
allex € Dy C Dp

(" Az)y-xy = (¥, Ba)y«xy = (B"Y", &) x+ xx;
das heisst y* € D g+, A*y* = B*y*. O

6.2 Operatoren mit abgeschlossenem Bild

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man die Auflésbarkeit der Gleichung

Az =y (6.2.1)
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zu vorgegebenem y aufgrund der Eigenschaften von A* entscheiden.

Satz 6.2.1. (Banach’s Closed Range Theorem) Seien X, Y Banach-Riume, der
lineare Operator A: Dy C X — Y dicht definiert und abgeschlossen, mit dualem
Operator A*. Dann sind dquivalent:

i) im(A) ist abgeschlossen in'Y;

i) im(A*) ist abgeschlossen in X*;

iii) im(A) = L ker(A*) = {y € Y; Vy* € ker(A*): (y*,y)y+xy = 0};
i) im(A*) = ker(A)*+ = {* € X*; Vx € ker(4): (z*,x)x+xx = 0}.

Wir beweisen nur die Aquivalenz i) < iii). (Hierfiir miissen die Riume X, Y
noch nicht einmal vollsténdig sein.) Der komplette Beweis von Satz[6.2.Tlist recht
aufwendig und anspruchsvoll. So beweist Werner den Satz nur fiir beschriankte
Operatoren und iiberlésst es in Aufgabe VII.5.19 dem Leser, die Details fiir
den allgemeinen Fall zu ergédnzen. Auch der Beweis von Yoshida gilt nur im Fall
beschréankter Operatoren. (Die von Yoshida durchgefiihrte Reduktion auf diesen
Fall scheint unvollstéindig.) Einen ausfiihrlichen Beweis fiir den allgemeinen Fall
findet man jedoch bei Kato (“Perturbation theory for linear operators”, S.234)
oder Brezis, Theorem II.18.

Wir benétigen ein Lemma.

Lemma 6.2.1. i) Sei M C X. Dann ist M+ C X* abgeschlossen (sogar
schwach* folgenabgeschlossen).

ii) Sei L C X*. Dann ist L C X abgeschlossen (sogar schwach folgenabge-
schlossen,).

Beweis. ii) Sei (21)rey C *L mit 2, — x € X (k — 00). Fiir beliebiges 2* € L
erhalten wir

(", 2) x+xx = lim (2", 2x) x-xx = 0;
k—o0
das heisst, z € ~L.
i) analog. O
Beweis von Satz[6.2.1], “i) < 4ii)”. Die Implikation iii) = i) folgt unmit-
telbar aus Lemma [B2.T1ii).

i) = iii) Aus Bemerkung[6. LT folgt unmittelbar die Inklusion im(A) C * ker(A*).
Die umgekehrte Inklusion beweisen wir indirekt. Sei y € + ker(A*) \ im(A). Da
im(A) nach Annahme abgeschlossen, gibt es y* € Y* gemiss Satz 24 mit
(¥*,y)y*xy # 0 und yl*im(A) = 0. Letztere Bedingung besagt, dass

(y*, Ax)y~xy =0, Vo € Dy.

Es folgt y* € D~ und A*y* = 0; also y* € ker(A*). Da y € - ker(A*), erhalten
wir (y*,y)y+xy = 0 und somit den gewiinschten Widerspruch. O

Fiir abgeschlossene, dicht definierte Operatoren A: Dy C X — Y mit abge-
schlossenem Bild ist die Gleichung (62]) somit zu vorgegebenem y € Y genau
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dann durch ein x € Dy auflosbar, wenn alle linearen Funktionale im Kern von
A* auf y “senkrecht stehen” (verschwinden). Wir sagen dann, die Gleichung
©2Z7) ist “normal 16sbar”.

Satz 6.2.2. Fiir A: Dy C X — Y wie in Satz[6.21] sind dquivalent:
1) A ist surjektiv;

i) A* ist injektiv, im(A*) ist abgeschlossen;

iii) 3co > OVy*™ € Da-: colly*|ly- < |[A"y"[|x- .

Beweis. i) < ii) folgt unmittelbar aus Satz

ii) = iii) A* ist abgeschlossener Operator A*: Da« C Y* — im(A*), wo-
bei im(A*) als abgeschlossener Unterraum eines Banach-Raums ebenfalls ein
Banach-Raum ist. Die Behauptung folgt somit aus Satz [3.3.2

ili) = ii) Offenbar ist A* mit iii) injektiv. Sei zj = A*y;, k € N, eine Folge in
im(A*) mit zf — «* (k — 00). Wegen iii) ist dann auch (y;)ren Cauchy-Folge.
Sei y* = limp,o ;. Da A* abgeschlossen, folgt y* € Da-, z* = A*y*; das
heisst, im(A*) ist abgeschlossen. O

Wann ist das Bild eines Operators abgeschlossen? Eine wichtige Klasse sind die
sogenannten Fredholm Operatoren A = id — T auf einem Banach-Raum X,
wobei T" kompakt.

Definition 6.2.1. Ein Operator T € L(X) heisst kompakt, falls T(B1(0; X))
kompakt ist; analog fir T € L(X,Y).

Lemma 6.2.2. Sei T € L(X) kompakt. Falls x;, — x (k — 00), so folgt dann
Tz — Tz (k— c0).

Beweis. Da T stetig, gilt fiir jedes | € X* auch loT € X* und mit z — z
folgt I(Txy) — 1(Tx) (k — 00), also Tay, — Tx (k — 00).

Da andererseits 7' nach Annahme kompakt, und da (x)ren nach Satz EGT]
beschriinkt, existiert eine Teilfolge A C N mit yx, = Tz, — y (kK — 00, k € A),
und y = Tz wegen Eindeutigkeit des (schwachen) Limes. Aus der Eindeutigkeit
des Haufungspunkts y = Tz folgt schliesslich die Konvergenz der ganzen Folge

(Tzk)ren- O

Satz 6.2.3. Sei X ein Banach-Raum, T € L(X) kompakt. Dann ist das Bild
im(id — T) des Operators id — T abgeschlossen.

Beweis. Setze M = ker(id — T). Da B1(0; M) = T(B1(0; M)) C T(B1(0; X))
kompakt, ist M endlich-dimensional nach Satz 2.1.41

Sei L = L ein topologisches Komplement von M. Setze
Sr=x—Tz,z € L.

Dann ist S injektiv, im(S) = im(id — T).

Behauptung 1. 3r > 0Vz € L: r||z||x <||Sz||x.
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Beweis. (indirekt) Andernfalls gibt es x, € L mit

kl|Szk|lx < llzxllx =1, k€ N.

Es folgt fiir eine geeignete Teilfolge A C N:
Sz =xp — Tap, — 0, Tz — x9 (k— 00, k€ A);

das heisst,
xp = a0 €L (k— o005 k€A,

und Szg = 0,]||zo||x = 1. Der Widerspruch ergibt die Behauptung. O

Sei yr, = Sz, — y (K — 00), 2 € L. Mit Behauptung 1 folgt, dass (zx)ken eine
Cauchy-Folge ist in L. Da L abgeschlossen ist, existiert = limgey 2 € L mit
y = Sxz; das heisst im(S) = im(id — T') ist abgeschlossen. O

Beispiel 6.2.1. Kompakte Operatoren erhélt man oft in der Form von Inte-
graloperatoren.

6.3 Kompaktheit

Der folgende Satz gibt ein klassisches Kriterium fiir Folgenkompaktheit im
Raum der stetigen Funktionen auf einem beschrinkten Gebiet Q2 C R™.

Satz 6.3.1. (Arzéla-Ascoli) Sei Q@ CC R", F C C°(Q). Es sind dquivalent:
1) F ist relativ folgenkompakt;
i4) F ist beschrinkt und gleichgradig stetig; das heisst, sup e 7 || f||co < 00, und

Ve>030 >0Ve,y e QVfeF: |[z—yl<d=|f(x)— fly)|<e. (6.3.1)

Beweis. i) = ii) Ubung; vergleiche auch den Beweis von Satz 6.3.21

ii) = i) Sei (fx)ren C F, und sei (z;)en dicht in Q. (Beachte, dass Q@ C R”
separabel ist.) Da F beschrinkt, gibt es Teilfolgen A1 D Ay D ... mit

fk(l'l) —a; =: f(l'l) (k’ — o0, k€ Al).
Nach Auswahl einer Diagonalfolge A erhalten wir

VieN: fk(xl)—>f(xl) (k—>oo, kEen). (6.3.2)
Behauptung 1. f ist gleichméssig stetig und lésst sich daher fortsetzen zu
einer Funktion f € C°(Q).
Beweis. Sei ¢ > 0, und sei § = d(¢) > 0 dazu gemiss ([G.3.1]) gewéhlt. Fiir
X, Ty € Q mit |z — 24| < 0 schiitze ab

|f (@) = flom)] < 1f (@) = frle)] + [fr(@) = fr(@m)] + [fe(@m) — fzm)]
Se|flm) = frele)l +1f @m) = frlzm)],
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wobei k € A beliebig. Nach Grenziibergang k — oo, k € A, folgt mit (6.3.2]) die
Abschétzung

[f (@) = fzm)]| <,

wie gewiinscht. |

Behauptung 2. f; — f in C°(Q) fiir k — oo, k € A.

Beweis. Sei e > 0,0 = d(¢) > 0 dazu gemiss (6.3.1)) gewéhlt. Da Q kompakt,
iiberdecken endlich viele Bélle Bs(z;),1 <1 < L, die Menge Q2. Wéhle ko gemiiss
6.32), so dass fiir k > ko und 1 <1 < L gilt

|fr(x) — fl2)| <e.
Sei x € ) beliebig. Wihle 1 <1 < L mit « € Bs(x;) und schitze ab

[fr(x) = F@)| < [fr(@) = frl@n)| + [fa(x) = Flz)] + [ F () = f()] <3¢
fiir k& > ko. O
Somit ist F relativ folgenkompakt. |
Bemerkung 6.3.1. Satz [6.3.1] (wie auch der folgende Satz [6.3.2)) ist im all-
gemeinen falsch, falls € unbeschrénkt ist. Fiir Q = R”™ erhalten wir aus einer
beliebigen Funktion 0 # fo € C$°(R™) durch Translation mit einem beliebigen

Vektor 0 # e € R™ eine nicht relativ kompakte Familie gleichméssig beschrank-
ter, gleichgradig stetiger Funktionen fi(x) = fo(x + ke) € C°(R™), k € N.

Ein analoges Kriterium gilt auch in den Funktionenrdumen LP(2), 1 < p < oo.

Satz 6.3.2. (Fréchet-Kolmogorov) Sei Q@ CC R™, 1 < p < co. Fir eine Familie
F C LP(Q) sind dquivalent:

1) F ist relativ folgenkompakt;
ii) F ist beschrinkt und “gleichgradig stetig in LP”, das heisst,

sup || f||Le(rn) < 00, sup ||f — 7 fllr@ny =0 (R —0), (6.3.3)
fEF fEF

wobei wir f € F durch f = 0 ausserhalb Q zu f € LP(R™) fortsetzen, und mit
der Notation 1, f(x) = f(z + h), v € R™, fiir jedes h € R™.

Beweis. i) = ii) F ist kompakt, also auch beschrinkt.

Zum Beweis von (6.33) sei € > 0 vorgegeben. Da C'°(R™) dicht in LP(R"),
iiberdecken endlich viele Bille B:(fi), 1 < k < K, mit f; € C°(R") die
Familie 7. Wihle § = §(g) > 0 so, dass gilt

Ep

Vz,yE]R" VkE{l,vK} |:C7y| <= |fk(1')7fk(y)|p< m

Fiir h € R™ mit |h| < 6 folgt fiir 1 <k < K:

e — el 20 < 1 —mmm/ dr < e,

supp(fx)
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Sei nun f € F beliebig, 1 < k < K so gewiihlt, dass f € B.(fx).
Es folgt fiir h € R™ mit |h| < 6

I[f = 7nfllee <If = felle + [k = T fellze + (7o (f — fo)llzr
=2(|f — fellee + [ fe — TnfrllLe < 3¢,

wie gewiinscht.

ii) = i) Sei (ps)s>0 eine “regularisierende Folge” mit 0 < ps € C°(Bs(0)) und
mit [, psdz =1 fiir jedes § > 0. Fiir f € F setze f5 = ps * f mit

fs@) = [ s~ v,
Zue>0sel d =d(e) >0 gemiss ([633) gewihlt mit

sup ||f — Thf”Lp(]Rn) <e€ (|h| <9). (6.3.4)
feF

Behauptung 1. Vf € F: ||f — fsllzr < e.

Beweis. Schreibe

(fs — f)x) = / ps() (& — ) — f(z)) dy.

n

Mit der Dreiecks-Ungleichung und da [, ps(y) dy = 1, folgt mit (6.3.4)

o= fllir < [ psIlf =7 fllndy <=

wie gewiinscht. |

Behauptung 2. Fiir festes § > 0 ist (fs)fer C C°(Q) beschréinkt und gleich-
gradig stetig.

Beweis. Da 2 beschriankt, folgt mit der Holderschen Ungleichung zunéchst
3@ <swpps(u) [ |fw =)l dy < ol fllur < €
y Bs(0)

mit einer von x € Q und f € F unabhéingigen Konstanten C. Analog erhalten
wir

() = 502 = | [ (oot = 9) = il = ) )y

<sup|ps(z —y) = ps(z = y)|[|fller < Cslz = 2[|[f]]Ls-
Y

O

Sei (fr)ken C F. Fiir & = 1/l mit zugehorigem 6; > 0 wihle Teilfolgen A; D
<o+ DA D Ajyr ... gemiiss Satz [6.3.0] und Behauptung 2 so, dass

e = Fiolle < (L2 frs — Frallco < e
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fiir ,k € A;, I € N. Sei A eine Diagonalfolge mit der Eigenschaft, dass fiir jedes
l € N und fiir jedes k € A gilt k € Ay, falls £ > [. Mit Behauptung 1 folgt

fi = frllee < f5 = fislloe + [ fi6 — frs oo
+||fk7t5z _fk”LP < 3gy

fiir j,k € A, 4,k > 1; das heisst, (fi)rea ist Cauchy-Folge in LP(). O

Beispiel 6.3.1. Sei Q CcC R” offen, n > 3, mit Rand von der Klasse C*, und
sei T: L?(Q) — L?(Q) gegeben durch

(T1)@) = [ Glan)f) du
wobei G: Q x Q — R bzgl. £™ messbar mit G(z,y) = 0 fiir z € 9Q und mit
Vo 7é Yy: 0< G(ZC,y) = G(y,.’L') < CliE - y|27n’ |VG(‘Tay)| < CliE - y|1in'

Setze G fort durch G(z,y) = 0, falls z ¢ Q.

Da fiir 0 < v < ngilt |2|*~™ € LY (R™) fiir jedes p < —~—, erhalten wir T'f € L?

loc

mit ||Tf||r2 < C||f||p2. Weiter gilt fiir h € R™, |h| < 1 die Abschétzung

TS — (T )l < | /g G(z,y) — Gz + hy)| 1F W) dy|]
< O] | e £ 12 < CIRL - |1l

vergleiche Korollar 4.2.1 der Vorlesung iiber Masstheorie. Nach Satz ist
der Operator T somit kompakt.

Falls wir T als Operator T': C°(Q2) — C°(Q) auffassen, erhalten wir eine analoge
Aussage mit Satz [(.3.11

Bemerkung 6.3.2. Die eindeutig bestimmte Losung u des Randwertproblems
—Au=fin Q, wu=0 auf o

hat eine Darstellung u = T'f mit einem 7" wie in Beispiel [6.3.1]

6.4 Adjungierter Operator im Hilbertraum

Sei (H,(-,-)m) ein R-Hilbert-Raum mit kanonischem Isomorphismus J: H —
H*, wobei
Vo€ Hy* € H: (y*,2)pg-xu = (T 'y, 2)u. (6.4.1)

Sei weiter A: Dy ¢ H — H dicht definiert, A*: D« C H* — H* der zu A
duale Operator.

Definition 6.4.1. Der zu A adjungierte Operator A”: D,r C H — H hat
den Definitionsbereich

Dyr ={y€eH; ly: Dadz— (y,Ax)g = (Jy, Ax) g~ x u ist stetig }



6.4. ADJUNGIERTER OPERATOR IM HILBERTRAUM 89

und ATy = J~1, fiir alle y € D r; das heisst,

Vo € Da, y € Dyr: (ATy,2)g = 1, (z) = (y, Az) . (6.4.2)

Bemerkung 6.4.1. Offenbar hiingen A7 und A* wie folgt zusammen:
i)y € Dyr & y* = Jy € Dy~, und weiter
ii) Vy € Dar: J(ATy) = A*(Jy); das heisst,

AT =g 10 A*0 J. (6.4.3)

Beispiel 6.4.1. Sei H = R™ mit Skalarprodukt
Vz = (xlv" '7$n)a Yy = (ylv" -7yn): (x,y) = Zz’byw
i=1
und sei A € L(H) gegeben mit

(Azx); = Zaijxj’ 1<i<m;

j=1

das heisst, A hat die Matrixdarstellung

ail Q1n
a = (aij)i<ij<n = :

anl Ann

Dann gilt

n
vxvy S R™: (’y,ASC) = Z AijjYil; = (ATyv'r)v
i,j=1
mit

n
(ATy); = Zaijyia 1<j<mn,
i=1

und AT hat die Matrixdarstellung

Q1n ctr Opn

Notation: Im weiteren schreiben wir — im Einklang mit der Lehrbuchliteratur —
anstelle von AT wieder A*, wobei wir H und H* implizit mittels J identifizieren.
Die Gleichung, welche A* auf einem Hilbert-Raum charakterisiert, ist also stets

[6.42) — mit A* anstelle von A7
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Definition 6.4.2. i) Ein Operator A: Dy C H — H heisst symmetrisch,
falls A C A*, das heisst, falls Do C Da~ und falls gilt

(Ay,I)H = (yan)Ha Vx,y S DA-

ii) Ein Operator A: Do C H — H heisst selbstadjungiert, falls A = A*, das
heisst, falls A symmetrisch ist mit Dg = D a~.

Bemerkung 6.4.2. Ein symmetrischer Operator wird auch als formal selbst-
adjungiert bezeichnet.

Beispiel 6.4.2. i) Sei A € L(H) symmetrisch. Dann ist A selbstadjungiert, da
mit H =Dy C Da- C H folgt, dass Dy = Da~ = H.

ii) Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann ist id — T € L(H) symmetrisch und
nach i) selbstadjungiert,

Beispiel 6.4.3. Wir betrachten die Erweiterungen A;, Ay, A3 des Laplace-
Operators Ao : C(Q) C L*(Q) — L3(Q), Asou = Au fiir u € C(Q), auf
einem glatt berandeten Gebiet 2 CC R™, wobei

Da, = C*(Q),

Dy, = {u e C*Q); u=0 auf 90},

Da,={ueC*Q)u=0= ? auf 90}
mn

Offenbar gilt Ay, & A3 & A2 & Ap, nach Satz [6.1.2 also
Al C A5 C A3 C AL
Weiter gilt nach partieller Integration

(v, Aju)p2 = / vAudp = / Av-udp = (A, u)p2 (6.4.4)
Q Q

fiir alle u,v € Dy,, falls i = 2,3 oder ¢ = oo; das heisst, Az, A3 und A sind
symmetrisch.

Zudem gilt ([6.44]) auch fiir u € Da,, v € Dy, ; das heisst,
l)A1 C DA;, A C A;.

Somit ist A3 O A; £ Az eine echte Erweiterung von As.

Bemerkung 6.4.3. Eine selbstadjungierte Erweiterung des Laplace-Operators
erhalten wir im Sobolev-Raum H? N H{ (); vgl. Funktionalanalysis II.

6.5 Spektrum und Resolvente

Sei (X,]| - ||x) ein Banach-Raum tiber C, A: Dy C X — X linear.
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Definition 6.5.1. Die Resolventenmenge von A ist
p(A) ={\€C; (A\-id— A): Da — X ist bijektiv mit (A -id — A)~' € L(X)}.

Die Menge o(A) = C\ p(A) heisst das Spektrum von A.

Bemerkung 6.5.1. i) Falls p(A4) # 0, so ist A abgeschlossen.

ii) Ist A abgeschlossen, A -id — A bijektiv, so folgt A € p(4), da (A-id— A)~! €
L(X) gemiss Satz 332

iii) Statt A-id — A schreiben wir der Einfachheit halber im folgenden auch A — A4,
sowie 1 = 4d.

Beweis. i) Sei A € p(A), also (A — A)™! € L(X). Dann ist (A — A)~! abge-
schlossen; das heisst, die Menge

M={(z,y) e XxX;2=\N—A)"y, yc X}
ist abgeschlossen. Jedoch gilt offenbar
M =T_a) = {(z,\r — Az); © € Da},
und die Abgeschlossenheit von M impliziert diejenige von A. (|
Definition 6.5.2. Die Resolvente von A ist die Abbildung R: p(A) — L(X)

mat
p(A) 3 A= Ry=(\—A)' e L(X).

Satz 6.5.1. Sei A: Dy C X — X, z9 € p(A). Dann enthdlt p(A) die offene
Kreisscheibe
D={z€C; |z = 2| <1/[|RzllL(x)}-

Insbesondere ist p(A) offen, o(A) abgeschlossen und

1
v A): ||R, P
€ o) IRloc) 2 e
Weiter ist die Abbildung z — R, € L(X) stetig in p(A).
Beweis. Schreibe

(z—A)=(z—20)+(z0—A) =14 (2 — 20)R;, ) (20 — A).

Falls z € D, so ist 1+ (2 — z9)R,, gemiss Satz [Z2.7] invertierbar mit
(14 (2= 20)Rz) ™ = (20 — 2)"RE,
n>0

also auch
R, =(z~- A)_l = R (1+ (2 — zO)RZO)_l € L(X);

vergleiche Satz 2.2.§
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Weiter folgt mit (1 + (2 — 20)R»,) " — 1 in L(X) (2 — 29) offenbar auch

1R = Reollogx) = IReo (14 (2 = 20)Beg) ™ = Dl =0 (2 = 20).

Satz 6.5.2. Falls A\, u € p(A), so gilt:
i) R\AC AR) = AR) —id € L(X);
i1) Ry — Ry = (- MR, Ry
iti) Rx - Ry, = R, - Ry.
Beweis. Fiir A € p(A) gilt

ARy — RyA=Ry(A\—A)=idp, Cidx = (A— A)Rx = AR\ — AR,.
Insbesondere erhalten wir i) aus der Darstellung

RyA = AR\ —idp, C AR\ —idx = AR,.

Weiter lesen wir ab
A(R# - R,\) = ;LR# - )\R)\,

also
(A= p)(Ry — Ry) = (0= MRy,

und ii) folgt nach Komposition mit R,,. Schliesslich erhalten wir iii) aus ii) durch
Vertauschen von g und A. |

Bemerkung 6.5.2. Mit Satz [£.5.1] und Satz [65.2] ii) folgt, dass R auf p(A)
komplex differenzierbar ist mit dRy/d\ = —R3.

Definition 6.5.3. Sei A abgeschlossen mit Spektrum o(A) = C\ p(A). Insbe-
sondere enthdlt o(A) die Menge

op(A) = {X € C; X\ — A ist nicht injektiv }
der Eigenwerte von A mit Eigenraum
ker(A — A) = {& € Da; Az = Az} # {0}.
op(A) heisst das Punktspektrum von A. Die Menge
gc.(A) = {\ € C\ p(A); X\ — A ist injektiv, im(\ — A) ist dicht }
heisst kontinuierliches Spektrum von A. Schliesslich bezeichnen wir mit
or(A) =0(A)\ (0p(4) Uac(A4))

das Restspektrum von A.

Beispiel 6.5.1. Sei X = C", A € L(X), und sei A € C. Wegen der Rangformel
sind dquivalent:
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i) A — A ist injektiv,
ii) A — A ist surjektiv;

das heisst, 0(A) = 0p(A). Nach Darstellung von A durch eine quadratische
Matrix gilt iiberdies die Aquivalenz von i), ii) zu

iii) p(A) = det(\ — A) # 0.

Da das charakteristische Polynom p mindestens eine und héchstens n verschie-
dene Nullstellen A € C besitzt, folgt @ # o(A) = op(A), und o(A) enthélt
hochstens n Punkte. Weiter ist p(A) ist nicht leer und liegt sogar dicht in C.

Ein analoges Resultat gilt in einem beliebigen Hilbertraum H fiir einen kom-
pakten, selbstadjungierten Operator T € L(H).

Beispiel 6.5.2. Sei H Hilbertraum, und sei T € L(H) kompakt und selbstad-
jungiert. Dann gilt
o(T)\ {0} = op(T) \ {0}

(Vergleiche hierzu auch den Satz von Riesz-Schauder, Satz [6.7.2])

Beweis. Nach Satz [6.2.3] hat der Operator id — T abgeschlossenes Bild und
gemiiss Beispiel [6.4.21ii) ist id — T selbstadjungiert. Mit Satz folgt

im(id — T) = ker(id — T)*,
und 1 € o(T) genau dann, wenn 1 € o,(T).

In Satz zeigen wir, dass o(T) C R. Ersetzen wir T' durch A™'T, wobei
A € R\ {0}, so folgt nach Multiplikation mit A die Darstellung

YA€ R\ {0}: im(\—T) = ker(A = T)*,

und die Behauptung folgt. O

Beispiel 6.5.3. Fiir den Shift-Operator S: 12 — [? mit
S(a1,a9,...) =(0,a1,as,...)
gilt 0 € 0(S), 0 & 0,(95).
Bewets. S ist nicht surjektiv, offenbar aber injektiv. [l
Satz 6.5.3. Sei A € L(X). Dann ist p(A) # 0 # o(A), und es gilt:
) 2] > ra = limnsoo [|A717 ) = 2 € p(A);
i) TA = SUP,cqa) 2]

Beweis. i) Sei 2| > 4. Setze A = 27'A € L(X) mit r; < 1. Aus Satz 227
folgt Invertierbarkeit von 1 — A und

R.=(z-A)t=z11-A4A)1=:"1 Z Ar
n>0 (6.5.1)
=2 427244+ 273A% 1 e L(X).
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ii) Mit i) folgt zunéichst ra > sup.eqayugoy [2] =: 00. Es geniigt daher zu zeigen,
dass r4 < op.

Behauptung 1. Es gilt
1
Vne€Ng, r>00: A" = — "R, dz, (6.5.2)
271 dB,.(0)

wobei das Integral als Grenzwert geeigneter Riemann-Summen im Raum L(X)
zu verstehen ist.

Beweis. Offenbar ist (6.5.2) dquivalent zu

1
VneNg,ze X, le X" r>o:l(A"x) = —/ 2" I(R,x)dz. (6.5.3)
8B, (0)

T oW

Fiir |z| > ra entwickle R, gemiss (G.5.0). Auswertung an einem beliebigen
Punkt x € X und Anwendung von [ € X* ergibt

Vn € No: 2"l(R,z) = 2+ Z 2R (AR ).
k>0

Gliedweise Integration iiber 0B,(0) C C mit Hilfe des Cauchyschen Integral-
satzes ergibt (C5.3) fiir r > r4.

Mit Bemerkung folgt, dass die Abbildung
p(A) 3z I(R,x) e C (6.5.4)

fiir jedes x € X, I € X* holomorph ist. Geméss dem Cauchyschen Integralsatz
gilt daher (65.3)) und damit auch (65.2) fiir jedes r > o09. O

Fir r > op setze
M(r) = max{[|R.|[r(x); |2[ =7}

Aus ([6.5.2) folgt mit der Minkowski Ungleichung
Vn € N: ||A"|px) < "M (r),
also N
ra = Tim [[A7]F ) <.
Da r > o¢ beliebig war, folgt r4 < 0y.

iii) Mit einem #hnlichen Argument folgt nun auch, dass o(A) # . Nehmen wir
widerspruchsweise an, o(A) = ), p(A) = C, so ist die auf ganz C definierte
Funktion

z f(z) =l(R,x)

fiir jedes € X, [ € X* analytisch, und (65.0)) ergibt
lin [£(:)] < O tim ol 0= = 4) oo =0,
Z|—00

|z] =00

Mit dem Satz von Liouville folgt f(z) = 0 fiir alle z € C. Da [ und « beliebig
gewdhlt waren, erhalten wir R, = 0 fiir alle z € C; jedoch gilt andererseits

Vzep(A),ze€ X: (z— AR,z = x,
und R, ist fiir alle z € p(A) injektiv. O
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Sei A € L(X). Weiter sei 2 C C offen mit o(A) C .

Definition 6.5.4. Eine Schar v = v1 + - - - + v1, von Kurven v: S* — Q der
Klasse C*, 1 <1 < L, umrundet o(A) in Q, falls fir eine Familie disjunkter
offener Mengen Q; C Q, 1 <1 < L, mit Rand von der Klasse O gilt

O'(A)C U Q, ’71:89[,1§l§L.

1<I<L

Fiir eine Schar v = v; + -+ -+, in Q wie in Definition B.5.4 und f € C°();C)
setze
/ fdz= Z / fdz
.

1<i<L’m
Lemma 6.5.1. Fulls die Schar vy die Menge o(A) in Q umrundet, so gilt

1
Vn € Ng: A" = — | 2"R, dz. (6.5.5)
211 3

Beweis. Gemiss ([@h.2) gilt die Behauptung fiir die Kurve v = 0B,(0) in
0 = By, (0), wobei 14 < 1 < 19 so gew#hlt sind, dass Q = U1<;<.8 C B,(0).
Da D := Qp\ Q C p(A) und daher D > z — 2"R, holomorph, liefert der
Cauchysche Integralsatz die Identitét

VnENO:OZ/ z"RZdz:/ z"dez—/z"dez,
oD Yo Y

und die Behauptung folgt. O

Lemma 6.5.2. Falls die Schar v die Menge o(A) in Q umrundet, und falls
a € p(Ah), a¢Q, so gilt

1
VneZ: (a—A)" = e /(a —2)"R,dz =: yp. (6.5.6)
gl

Fiir n > 0 gilt ([©@5.6]) fir beliebiges o € C.
Beweis. Geméss Lemma [6.5.7] gilt die Behauptung fiir n = 0.
Fiir z € p(A) schreibe
(a— AR = (= A) + (0 — ) (s — A" =1+ (a — 2)R..

Da wir fiir A € L(X) den Operator o — A mit dem Integral vertauschen diirfen,
erhalten wir durch Anwenden von « — A auf die rechte Seite y,, von (6.5.6]) mit
Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes die Rekursionsformel

1
VTLGZZ (Q—A)yn:% (CY_Z)ndZ+yn+1:yn+la
Y

Da « € p(A) erhalten wir nach Anwenden von R, zudem die Identitét

Vn € Z: Yn = Rayn-l-la
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Die Behauptung folgt nun durch Induktion. |

Folgerung 6.5.1. Falls die Schar v die Menge o(A) in Q umrundet, und falls
p: C — C ein Polynom, a,, € p(A), am ¢ Q, ¢m €C, kyy, e Ny 1 <m < M, so
gilt fiir die (in ©Q holomorphe) rationale Funktion

F2)=p2)+ > cmlam —2)7F"

m=1
die Identitét

1
o

M
F(A) == p(A) + > em(om — A)Fm

m=1

/f(z)Rz dz. (6.5.7)

Wie oben bezeichne

GU(X) = {T € L(X); T ist bijektiv, T~ € L(X)}.

Satz 6.5.4. (Spektralabbildungssatz) Sei f(z) = p(z) + szl em(om — 2) ~km
eine rationale Funktion wie in Folgerung[6.5.1l. Dann gilt

i) f(A) e GI(X) & Vzea(A): f(z)#0;
i) o(f(A)) = f(a(A4)).

Beweis. i) “<”: Sei f(z) # 0 fiir alle z € 0(A). Dann gibt es eine offene Menge
Qy C Qmit o(A) C O, so dass die rationale Funktion g = 1/ f holomorph ist in
;. Fiir eine Kurve 7, welche o(A) in Q7 umrundet, folgt mit r(z) = f(z)g(z) =
9(2)f(z) =1 aus ([G57) mit Lemma 6521 die Gleichung

f(A)g(A) = g(A)f(A) = r(A) = 1 € L(X).

Das heisst, g(A) = f(A)~! € L(X).

“=7: Falls f(A) = 0 fiir ein A € o(A), so gibt es eine rationale und in
holomorphe Funktion g mit f(z) = g(2)(z — A), z € Q, und

f(A) = g(A)(A=A) = (A= N)g(4)
ist entweder nicht injektiv oder nicht surjektiv; also f(A) ¢ GI(X).
ii) Fiir 8 € C gilt wegen i) mit g(z) := f(2) — § die Aquivalenz
9(A) = f(A) = B ¢ GI(X) 3z € 0(A): g(2) = f(2) = B =0;

also

pea(f(A) & B e flo(A).



6.6. SPEKTRALTHEORIE IM HILBERTRAUM 97
6.6 Spektraltheorie im Hilbertraum

Sei (H, (+,-)m) ein Hilbert-Raum iiber C mit hermiteschem Skalarprodukt

VIE,y € H: (xvy)H = (yaz)Ha

und sei A: Dy C H — H dicht definiert mit adjungiertem Operator A*.

Welche Aussagen iiber das Spektrum von A kann man machen, falls A symme-
trisch ist oder selbstadjungiert?

Satz 6.6.1. Sei A symmetrisch. Dann sind alle Eigenwerte reell, o,(A) C R.

Beweis. Sei A € 0,,(A) mit zugehorigem Eigenvektor 0 # x € ker(A—A) C D 4.
Es folgt

Nzl = (Az, 2)i = (A2, 2)m
= (2, Az)g = (Az,2)g = N33

also A=\ € R. O

Gilt dieselbe Aussage fiir das gesamte Spektrum? — Betrachte dazu das folgende
Beispiel. Zuvor bendtigen wir noch eine Definition.

Definition 6.6.1. i) Die Funktion f € L?(]0,1]) besitzt eine schwache Ab-
leitung f’ € L2(]0,1[), falls v =: f € L*(]0, 1[) existiert mit

1 1
Vg € C°(]0,1]): / fg'dx = —/ vgdx.
0 0
ii) Weiter sei
H'(10,1]) := {f € L*(]0,1]); f besitzt eine schwache Ableitung f' € L*}

mit der Norm

£l = N f ez + 1122, £ € H(0,1].

Bemerkung 6.6.1. Es gilt H'(]0,1[) = || - ||z -clos (C*([0,1])) mit stetiger
Einbettung H*(]0, 1[) < C°([0, 1]). Weiter gilt

vf,g€ H'(10,1]): fg € H'(10,1]), (f9) = f'g+ fg',
und partielle Integration ist méglich; siehe Funktionalanalysis II.

Beispiel 6.6.1. Sei H = L?(]0, 1[; C) mit Skalarprodukt

1
vfmgeH:(fag)Lz:/O fgdta

und sei Ao = i4: C2(]0,1;C) C H — H. Betrachte die folgenden Erweite-
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rungen A von A, k=1,...,4, wobei

Dy, = H'= H'(]0,1[;C),

Da, ={f € H'; f(0)=f(1)} (periodische Randbedingung),
Da, ={f e H'; f(0)=0= f(1)} (Dirichlet Randbedingung),
Da, ={f e H'; f(0)=0}.

Natiirlich setzen wir Ay f = if’ fiir f € D4, . D4, ist dann offenbar der maximale
Definitionsbereich, und es gilt Ao, ; As ; Ay ; Ay, Ag ; Ay

Behauptung 1. A3 C Ay = A5 C Aj; das heisst, A3 ist symmetrisch, wegen
As ; Ao aber nicht selbstadjungiert, und As ist selbstadjungiert.

Beweis. Die Aussage As C A3 folgt analog zu Beispiel [6.4.3] Es geniigt daher,
A} C Ay zu zeigen; alles weitere folgt aus Satz

Sei f € Daj. Fiir g € C(]0,1[) C D4, erhalten wir
1

(A3F,9)10 = (1. Arg)n =i [ 15/t
0

Da feD Az, kénnen wir abschéitzen

1
sup{ / [Fdt g C®, llglls <1} < sup (Afg)re = |45 F Lz
0

llgll L2 <1

das heisst, f € H! besitzt eine schwache Ableitung f’ € L?, so dass

1 1
(A3f,9)2 = —i /O 17 dt = i /O Fgdt = (if’.g)z2

fir alle g € C2°(]0,1[), und A5 f =if’.

Fiir allgemeine g € D4, erhalten wir mit partieller Integration zusétzlich einen
Randterm

1 1
(A3f,9)r2 = (f, A2g)r2 = —i/o fg dt = z/o Fgdt—i(fg)ll—,.  (6.6.1)

Da andererseits A f = if’, folgt jedoch auch in diesem Fall
1
(“sfge =i [ Fgan
0

mit ([G.6.1]) also
Vg € Day: (f9)lo = (F(1) = £(0))g(1) = 0.
Da g(1) beliebig ist, erhalten wir f(0) = f(1), also f € Dg,. O

Behauptung 2. Es gilt
i) 0(A1) = 0p(A1) = C, p(A1) = 0;
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) 0(As) = 0y (A2) = 212, p(Az) = C;
iii) 0(A3) = C, 0,(A43) =0, p(A3) =0
iv) o(As) =0, p(As) = C.

Beweis. i) Zu X € Cist f = e € ker(A — A1) C Da,.

)

ii) Fiir k € Z gilt analog, dass f = e~ 2™t € D, Nker(2rk — As); das heisst,
27Z C 0p(A2) C 0(A2).

Fiir A € C, g € L? erhélt man alle Lésungen f der Gleichung

(A—Ag)f:()\—i%)f:)\f—if’:g (6.6.2)

mit der Variation-der-Konstanten-Formel
f@) = ae” M +i/ e”\(s_t)g(s) ds, a € C. (6.6.3)
0

Falls f € Dy,, A € C\ 27Z, so ist die Konstante a € C in ([6.6.3) eindeutig
durch die Bedingung f(0) = f(1) bestimmt. Aus der Gleichung

1
a=f(0)=f(1) =ae ™ +¢/0 eV g(s) ds (6.6.4)

folgt nédmlich
1
a=(1- eii)‘)fli/ e D g(s) ds,
0

und mit einer Konstanten C(A\) > 0 erhalten wir zu g € L? eine eindeutige
Losung f € D4, von ([6.6.2) mit

A1z < lal +lgll2 < C(Mllgll L2

Somit gilt A € p(As).

iii) Falls Asf = if’ = \f fiir ein A € C, so folgt f(t) = ae~* und a = 0, falls
f € Dag; das heisst, 0,(As) = 0.

Andererseits ist A — A3 fiir kein A\ € C surjektiv. Fiir g(s) = e~** folgt néimlich
mit ([@6.3) und @64 fiir jede Losung f € Dy, von (66.2) zunéchst a = 0 und

t
f) = ie_i)‘t/ e g(s)ds = ite™ M,
0

also f(1) =ie~™ # 0 im Widerspruch zur Annahme f € Da,.

iv) Wie im Falle von A3 erhalten wir aus (6.6.3) fiir jedes A € C, g € L*(]0,1[; C)
die Darstellung

t
ft) = ie_i)‘t/ eg(s)ds € Da,
0

einer Losung von (6.6.2); das heisst, p(A4) = C. (Da Ay ¢ L(H), 1 < k < 4,
stehen die Ergebnisse i), iii), iv) nicht im Widerspruch zu Satz[6.5.3]) O
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Symmetrische Operatoren kénnen demnach durchaus imaginére Spektralanteile
besitzen, jedoch gilt:

Lemma 6.6.1. Sei A C A* symmetrisch. Dann gilt fir alle z € C die
Abschitzung
Vu € Da: ||(z = Auller = [Im(2)] [|ullm;

das heisst, fiir z € R ist (z — A) stets injektiv. Falls (z — A) zusdtzlich surjektiv
ist, so folgt z € p(A) und
1= A o S
[Im(z)]

Beweis. Fir u € D4 gilt wegen A C A*
(u, Au) g = (Au,u)y = (u, Au) g € R.
Es folgt fiir alle u € D4 die Abschétzung
[Im(2)| ||ulfr = [Im(u, (z = Aw)u| < |(u, (z = Aw)r| < [Jullxll(z - A)ullw,

wie gewiinscht. |

Beispiel [6.6.T] illustriert sehr schon den folgenden Satz, welcher die selbstadjun-
gierten Operatoren durch ihr Spektrum charakterisiert.

Satz 6.6.2. Sei A C A* symmetrisch. Dann sind dquivalent:
1) A= A*;

ii) o(A) C R;

i) Es gibt z1, z2 € p(A) mit Im(z1) < 0 < Im(z2).

Beweis. Wir zeigen iii) = ii) = i) = iii).

iii) = ii): Sei zp — A surjektiv, Im(zp) > 0. Mit Lemma [6.6.1] folgt zo € p(A),
und Satz [6.5.1] liefert zusammen mit Lemma

D ={z€C; |z—z| < Im(z0)} C p(A).

Die Menge {z € C; Im(z) > 0} lisst sich iterativ durch derartige Kreisscheiben
iiberdecken. Analog erhalten wir {z € C; Im(z) < 0} C p(A).

ii) = i): Sei uw € Da~. Da +i € p(A) nach Annahme, existiert v € D4 mit
(A" —dDu=(A—i)v= (A" —i)v,

letzteres wegen A C A*. Es folgt (u —v) € ker(A* —i). Wihle nun w € D4 mit
(A+i)w =u—v. Es folgt

llu —l[f; = (u—v,(A+D)w)g = (A" = i)(u —v),w)ng =0;

das heisst, u =v € Dy4.
i) = iii): Sei z € C\ R.
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Behauptung 1. im(z — A) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei vy, = (z — A)u, —» v (K = o0). Da A = A* insbesondere symme-
trisch ist, folgt mit Lemma [6.6.T] die Abschitzung

1
||Uk _UZHH < m”vk _Ul” —0 (k’,l — 0);

das heisst, up — u (kK — 00). Da A = A* abgeschlossen ist, folgt u € D4, und
v=(2—A)u € im(z — A). Der Raum im(z — A) ist somit abgeschlossen. [

Behauptung 2. z — A ist surjektiv.

Beweis. Da im(z — A) nach Behauptung 1 abgeschlossen, liefert Satz [G.2.1]
zusammen mit der Annahme A = A* die Darstellung

im(z — A) = ker(z — A)*t.
Da z € C\R, folgt ker(z— A) = {0} mit Lemma .61 und im(z—A) = H. O

Mit den Behauptungen 1 und 2 folgt z € p(A), wie gewiinscht. Damit ist der
Satz nun vollsténdig bewiesen. O

6.7 Das Spektrum kompakter, selbstadjungier-
ter Operatoren im Hilbertraum

Sei (H, (-,-)m) ein Hilbert-Raum iiber C, T € L(H).
Definition 6.7.1. Der Operator T heisst normal, falls gilt TT* = T*T; T
heisst unitér, falls T € GI(H) mit T* =T~'.

Bemerkung 6.7.1. T ist normal < Vo € H: ||Tz||g = ||T*z||u.

Beweis. Mit den Identitéiten
Vee H: (Tx,Tx)g = (T"Tx,x)n
sowie
Vo e H: (THx, T x)g = (¢, TT*z) i = (2, TT*z) g = (TT"z,2) i
folgt “=" unmittelbar.
“«<”: Die umgekehrte Richtung erhélt man durch “Polarisieren”. Aus

Va,y € H: ||T(x +y)||% — ||T(x — )% = 4Re(Tx, Ty) g = 4Re(T*Tx,y)n
= IT* (@ + Y5 —IT"(x —y)li = ARe(T"x, T*y) i = 4Re(TT 2, y)n-

ergibt sich zunéchst
Ve,y € H: Re((T*T —TT")x,y)u = 0.

Da z,y € H beliebig, folgt T*T =TT*. O
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Beispiel 6.7.1. i) Falls T selbstadjungiert ist, so ist 7" normal.
ii) Falls T" unitér ist, so ist 7" normal.
iii) Sei (Mg)keny € C mit [A\y| <7 < oo, k € N, I? = [%, und sei T: [ — [?
definiert durch
T(al,ag, .. ) = ()\1&1,)\2&2, N ), a = (al,ag, . ) S l2.

Dann gilt L
T*(a’lva’Qv . ) = (Alala (A2a25 s )a

also
TT*(al, ag, .. ) = (|/\1|2a1, (|)\2|2a2, .. ) = T*T(al, as, ... ),

und T ist normal. Weiter gilt T € L(I%) mit ||T||,g2) < 7, und
T selbstadjungiert < Vk € N: A\, € R;
T unitir < Vk € N: [A\g| = 1;
T kompakt < A, — 0 (k — 00).

Beweis. Wir zeigen nur die letzte Aussage. Nimm an, ro = infrep [Ag| > 0 fir
eine Folge A C N. Dann gilt offenbar

B, (0;Y) C T'(B1(0; X)),

wobei Y = span{ex; k € A} unendlich-dimensional ist. Also ist 7" nicht kom-
pakt.

Falls hingegen A\, — 0 (k — o0), so gilt auch ¢; := supy>; [A\x| = 0 (I — o0). Sei
v/ = (yi)ken = Tz mit ||27]);2 < 1, also auch [|y7]|;2 <7, j € N. OBdA diirfen
wir annehmen, dass 2/ = (2] )ken — @ = (21 )ken (j — 00), also auch z}, — zy,

fiir jedes k£ € N. Damit folgt aber auch yj, = )\kxi — Mk = yx (j — oo) fiir
jedes k € N mit y = (yx)ren = Tz € [?, und wir erhalten

lim sup ly? —yllee < & lim sup |27 — x|, 1 € N.

‘]‘)OO ]*}OO
Grenziibergang | — oo liefert 3/ — y (j — o), und T ist kompakt. O

Schliesslich gilt

Behauptung. o(T) = {\; k € N}.
Beweis. Offenbar gilt A\, € 0,(T) C o(T'), k € N. Da o(T) = o(T), folgt “D”.

“C”: Falls andererseits A ¢ {Ag; k € N}, so existiert § > 0 mit |A — A\g| > § fiir
alle k € N, und fiir a = (ag)ren € [? mit

b= (br)ken = (A —T)a = (A — A\)ar)ren

gilt
ap = bk/(>\ — >\k)7 k €N, und Hale < 571HbH12.

Damit folgt (A —7)~! € L(H), und X € p(T). a
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Satz 6.7.1. T' € L(H) normal = ||T||L(#r) = SUPxeo(r) Al = T7-

Beweis. Wir zeigen induktiv, dass gilt

Behauptung. Vn € N: ||T"|1) = [|IT|7 4)-
Beweis. Fiir n =1 ist die Aussage offensichtlich.
“n—mn+17: Fir ¢ € H mit ||z||g = 1 folgt mit Bemerkung [6.7.1]
17|l = (T2, T"0)p = (T T2, T" " a) g < ||T*(T"2)|[a || T ol |1
= 1T 2l |7l < T 1T Iz
Nach Induktionsannahme erhalten wir

17N Zy = 1T [Ty = sup (|77l
A

< T Mo 1T ey = 1T eanIT1 G

also mit Satz
ITIZHS < 1Tl < ITIEH,

und die Behauptung folgt. |
Mit Satz erhalten wir nun

Tllpcn = lim |[T7Y" =rp = sup |N,

Il = Jim 1Ty = e = sup 1A

wie gewiinscht. O

Satz 6.7.2. (Riesz-Schauder) Sei 0 # T € L(H) kompakt und selbstadjungiert.
Dann gilt

i) es gibt hichstens abzihlbar viele Eigenwerte A\, € R\ {0}, welche sich héchs-
tens bei A = 0 hdufen, und zugehdrige orthonormale Eigenvektoren ey, k € N,
so dass

Vee H: Tx = Z Arex(x, ex)m;
kEN

it) wir erhalten die orthogonale Zerlegung

H = ker(T) & span{ex; k € N}.

Bemerkung 6.7.2. ker(T) muss nicht separabel sein.

Beweis von Satz[6.7.2. i) Nach Beispiel [6.5.21und Satz [6.7.1] gilt

a(T)\ {0} = o (T) \ {0} C By, (0),
wobei ro = ||T'||p () < oc. Fiir A € 0,(T) \ {0} setze

Xy =ker(A=T).
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Behauptung 1. VA € 0,(T) \ {0}: dim(X,) < oo.

Beweis. Fiir jedes A € 0,(T) \ {0} ist AB1(0; X») = T(B1(0; X») kompakt;
nach Satz 214 also dim(X)) < oo. O
Behauptung 2. Vr > 0: 0,(T) \ B,(0) ist endlich.

Beweis. Andernfalls existiert eine Folge (Ag)ren C op(T) mit Ay — X # 0
(k — 00), wobei A\, # A, (k #1). Seien ey, zugehodrige normierte Eigenvektoren
mit Tey, = Agek, ||ex||lg =1, k € N. Aus

Molew,en)m = (Tex,e))u = (T ex,er)n = (ex, Ter)ar = Mi(ex, e1)u

folgt dann
(ek,el)H =0 (k 7é l) (671)

Da T kompakt, enthilt die Folge (Te)ren eine konvergente Teilfolge. OBdA
diirfen wir annehmen, dass

yr :=Ter =y (k— 00).
Mit A\ = A # 0 (k — o) erhalten wir dann jedoch auch Konvergenz
e =\, 'Tey = A7ty (b — o0)
im Widerspruch zu (G.7.I]). O

Da 0, (T)\ By/x(0) fiir jedes k& € N nach Behauptung 2 endlich ist, ist o, (7')\ {0}
abzéhlbar. Mit (6.7.1]) erhalten wir die Bezichung

VA€ op(T)\{0}: A #p= Xy L X,

Durch geeignete Normierung kénnen wir erreichen, dass auch die Eigenvektoren
ek, €; zu einem mehrfachen Eigenwert A = Ay = \; orthonormal sind, und
wir erhalten eine hochstens abzéhlbare Schar orthonormaler Eigenvektoren ey,
k € N, so dass

X = EBAGUP(T)\{O}X/\ = spcm{ek; ke N}.

Behauptung 3. Jedes z € X hat die Darstellung z = >, _(z, ex) e

Beweis. Beachte, dass fiir die Partialsummen zx = >, _ ;- (2, ex) mex, der Reihe
wegen Orthonormalitit der (eg)ren gilt B

lexlf =Y (@ en)nl” = vk, 2)m < lloklmllz]m;
k<K
also
S @ en)ul® = lim |lwklF < |lz]fF < oo,
K—oo
keN
und
lox — 2l = Y. @ e)ul> =0 (K <L—o0).
K<k<L
Somit existiert y := limg o zx. Da weiter gilt (z — y,ex)y = 0 fiir jedes k,
und da z,y € X = span{ey; k € N}, folgt v =y = >, (z, ex)mer. O
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Mit Behauptung 3 und Stetigkeit von 1" erhalten wir nun auch die gewiinschte

Identitat
Ty = Z(x,ek)HTek = Z iz, ex) mek.
keN keN

ii) Sei Y = X+ C H. Nimm an, Y # {0}. Wir zeigen: Y = ker(T).

Behauptung 4. T(Y) C Y.
Beweis. Fiir y € Y gilt
Vk e N: (ex, Ty)u = (T"er,y)u = (Ter,y)u = Me(ex,y)u = 0;
also Ty € span{ex; k € N} = X+t =Y. O
Setze Ty = T}, € L(Y). Dann ist Ty kompakt und selbstadjungiert; also
o(Ty) C op(To) U {0}.
Sei Ao € 0p(Th) mit zugehorigem Eigenvektor 0 # ep € Y C H mit
Toeog = Teg = Mpeop.

Dann ist \g =0, oder ¢g € X, C X, und ¢y € X NY = {0}. Also \p = 0, und
Satz [6.7.] ergibt
| Tol[rrry = sup |A] =05
Ao (To)

das heisst, Y = ker(T). O

Bemerkung 6.7.3. Falls T positiv definit ist im Sinne, dass gilt
Ve e H\{0}: (z,Tz)g >0,

so ist ker(T) = {0}, und es gilt A > 0 fiir jedes A € ¢(T'). Die in absteigender
Reihenfolge geordneten Eigenwerte Ay > ... A\x > A\py1 > ... erhilt man dann
mit dem Courant-Fischerschen Minimax-Prinzip:

VkeN: A\ = sup inf (x, Tx)g =: p.
MCH linear, dimM>k €M, ||z||g=1

Beweis. “\, < p,”: Wihle M = My, := span{e;; 1 < j <k} mit

(@, Tx)g = (Te,x)u = (Y N, ej)mej,x)u = Y, Nl e;)ul®

1<5<k 1<j<k
>N Y e)nl® = Mellel B = A
1<5<k

fir alle x € M mit ||z||g = 1.
“Ng > pr”: Sei M C H linear mit dimM > k. Nimm zun#chst an, es gibt

xo € M mit ||zo||g =1 und 29 L Mj. Dann kénnen wir abschétzen

.y lllllfll 1(.T,T$)H S (.To,Tmo)H = (T$0,$Q)H = (Z )\l(aco,el)Hel,xo)H
AL T = 1>k

= Ml@o,en)ml* < MY (wo, e0)ul = Aellwol |7 = Ak,
1>k 1>k
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und die Behauptung folgt in diesem Fall.

Andernfalls ist 7, : M — M}, bijektiv, wobei wir mit 7 die Einschrankung der
orthogonalen Projektion H — M) auf M bezeichnen. Betrachte den Vektor
T = wglek =er + yr € M, wobei yi, L Mj,. Es gilt

(,Tx)a = (ex + yr, Ter + Tyx) m
= (ex,Ter)g + Yk, Ter)m + (ers Tyr)u + (Y, Tyx) u,

wobei
(e, Ter)m = k(Y ex)m =0, (ex, Tyr)m = (Tex, yx)u = 0,
und — wie eben gezeigt — mit
(ks Tyr)m < Mellywl 37

das heisst,

(¢, Tx) g = (en, Ter)n + (ks Ty < Me(L+ [|yel[7) = Arllzl[7-
Es folgt

(z,Tx)y

< A\i.
serlago [allf ¥

inf (x,Tx)g =
weM, |zl n=1
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Kapitel 7

Sobolev-Riaume

7.1 Funktionalanalytische Zuginge zum Dirichlet-
Problem

Sei 2 CC R™ offen, glatt berandet, und seien f,uo € C°°(Q2). Wir suchen eine
Losung u des Dirichlet-Problems

—Au=f inQ,
u = uqg auf 0.

Bemerkung 7.1.1. Ersetze u durch v = u — ug. Dann geht (ZI.T]) iiber in die
Gleichung
—Av=—-Au+Auy=f+Auy=:g inf

mit der homogenen Dirichlet-Randbedingung
v =0 auf 09

anstelle von (T.1.2). Im Folgenden nehmen wir daher stets an ug = 0.

Zur Losung von (CIT), (ZI2) bieten die zuvor behandelten Methoden zwei
mogliche Ansétze, zum einen via Banach’s “Closed range theorem”, Satz [6.2.7]
zum anderen mit dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz [4.3.2]

7.1.1 Losung mittels Banach’s closed range theorem

Deute (ZI1I),(CI12) als Gleichung Au = f fiir eine geeignete Erweiterung
A: Dy € X — X des Laplace-Operators mit einem geeigneten Funktionen-
raum C(Q2) € Dy C X, wobei Au = —Auw fiir u € C°(Q2) und v = 0 auf 99
fir alle u € D 4. Idealerweise wihlen wir fiir X einen Hilbertraum X = H und
D4 so, dass A selbstadjungiert ist. Dies ist in der Tat moglich.

Wihle X = L2(Q), Da = {u € C%*(Q); ulpg = 0} und setze Au = —Au fiir
u € Dy. Dann gilt:

109
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Behauptung 1. A ist symmetrisch.

Bewets. Fiir u,v € D4 erhalten wir nach partieller Integration

(Au,v)r2 = / (—Au)v dx = / u(—Av) dr = (u, Av) 2
Q Q
wobei wir fiir die partielle Integration die Gleichung
div(uVv —vVu) =u-Av —v - Au

und den Satz von Gauss angewendet haben. O

Nach Satz ist A abschliessbar mit I'; = T4 und
DA = {U GLQ(Q>; 3(uk>k€N CDy:
up — u, Auy, — f =: Auin L*(Q) (k — o)}
Behauptung 2. A ist selbstadjungiert.
Beweis. Mit A ist auch A symmetrisch: Seien u,v € D 4, (ur)ren, (v1)ien C€ Da
mit
up = u, —Aup = fr, = f=Au, vy > v, —Avy, =g, — g = Av

in L2(Q) (k,l — o0). Mit Behauptung 1 folgt

(Au,v)r2 = lim (Aug,v))r2 = lim (ug, Avy)e = (u, Av)pe.
k,l—o00 k,l—o00

Lemma 7.1.1. Seiv € L*(Q) und es gelte fiir alle u € Dz die Abschitzung

/ vAu dx
Q

mit einer von u unabhdngigen Konstanten C. Dann folgt v € D .

|(v, Au) 2| = <C-lufga

Beweis. Siehe Lemma fiir den Fall n = 1, bzw. Lemma fiir n >
1. O

Offenbar gilt

Dj. ={v e L*(Q); Dg>uwrs (v,Au)2 ist stetig auf L*(Q) fortsetzbar}
={veL*Q); IC eR: ‘(v,flu)y‘ <C-ullp2}

Lemma [T ergibt also D 5. = D j; das heisst, A ist selbstadjungiert. O

Satz 7.1.1. i) im(A) ist abgeschlossen;

ii) ker(A) = {0}.

Folgerung 7.1.1. Zusammen mit Satz liefert Satz [.1.1] fiir jedes f €
L?(Q) eine Losung u € Dz der Gleichung Au = f. Wir kénnen u ansehen als

eine “verallgemeinerte Losung” von (CI.TI),(([C.T2]).
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Zum Beweis von Satz [[.T.J] benétigen wir das folgende Resultat.

Lemma 7.1.2. (Poincaré) Sei Q C 10, L] xR"~!. Fiir u € C°(Q) gilt dann

die Abschdtzung
/|u|2dz§L2~/ Vul® da.
Q Q

Beweis. Setze u fort durch u(z) = 0 fir = ¢ Q. Fir x = (x1,2') € Q schitze

ab
2
$1, -_“/ﬁ 8x1 dS‘
< (/ ﬂ(s x') ds)2 < L/L [Vu(s :L'/)|2 ds
f— 0 axl ) — O Y *
Es folgt

ul® dxr < e d:c1 dx’
| ? | ,T

g/ LQ/ \Vu(s,2')|* ds da’ §L2/ [Vul* da.
Rn—1 0 Q
|

Beweis von Satz[7.1.1). i) Seien (uy) C Dz mit Auy =: fr — f in L?(Q)
fir £ — oo.

OBdA diirfen wir annehmen, dass u € D 4. (Betrachte sonst Folgen (ug;) C Da
mit ug; — ug, Aup — Aug = fr in L? (I — oo) fiir jedes k € N und ersetze uy,
durch i}, = ug) fiir geeignetes I(k)).

Somit gilt up € C%(Q), Aur = —Aug € C°(Q), ur = 0 auf 9Q, k € N, und
mit Lemma und partieller Integration unter Verwendung der Gleichung
div(uVv) = Vu - Vo + uAv erhalten wir

uk — w32 < L* |V (ue —w)|72 = L2/ IV (u, —w)|* dw
Q

- L2/ |=A(up — w)|(up — w) do < L || fro = fill g2 - lluk — w12 -
Q) \——
=fx—fi

Es folgt
Jur — w2 < Cllfx = fill 2 = 0 (k1 — o).

Also ist (ug)ren C L2(Q2) Cauchy-Folge und es existiert u = limg_, o .

Mit wp — u, Aup = fi, — f in L? (k — oo) folgt u € Ds und f = Au; das
heisst, imA ist abgeschlossen.

ii) Sei v € Dgz mit Au = 0. Wie in i) wihle (up)rey C Da mit up — u,
Auy, = —Aug — 0 in L? (k — 00). Mit Lemma [T.T.2] folgt

il 2 < C | Vurl|z. = C/Q(—ch)wc da < o(1) - [lukll -,



112 KAPITEL 7. SOBOLEV-RAUME

wobei 0o(1) — 0 (k — o0); also u = klim ur =0 € L*(Q).
—00
O

Zu f € C*(Q) finden wir also stets eine “verallgemeinerte Losung” u € D 5 von
[CI1), (CI2). Es bleiben jedoch einige wichtige Fragen offen.

Fragen: Was ist D;? — Wie berechnet man allenfalls u? (Beachte, dass wir
Satz indirekt bewiesen haben, der Beweis also nicht konstruktiv ist.) — Ist
u auch eine klassische Losung von (ZIT),([712), allenfalls sogar “glatt”, also
u € C®(Q), falls f € C°(Q)? — Erfiillt eine “verallgemeinerte Losung” auch
die Randbedingung (CI1.2))? — Wie beweist man Lemma [T

7.1.2 Losung mittels Rieszschem Darstellungssatz

Sei u € C?(Q) Losung von (ZLI),(T12), und sei ¢ € C°(9) eine “Testfunkti-
on”. Nach partieller Integration erhalten wir aus ((.TI)) die Gleichung

Vi € C(Q): /

Vu -V dx:/fga dx.
Q Q

Wir deuten die linke Seite als Skalarprodukt. Setze dazu
2 2 [e%S)

Jullyy = [ 1Val® do, w e C(@).
Wegen Lemma gilt

Vue C2(Q): fullp < C-lull gy
also ist ||-[| ; eine Norm auf C2°(€). Definiere

Hy (Q) = |||l gy — clos(CE ().

Dann ist H{(£2) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(wsv) g :/QV’U,'V’U dz, u,v € Hy(Q),

wie gewiinscht, wobei wir fiir u = klim ug, in Hg () mit ug, € C§°(Q) setzen
— o0

Vu:= lim Vuy € L*(Q,R").
k— o0

Weiter lisst sich wegen H}(Q) — L2() fiir jedes f € L?() die Abbildung
@ [o, fodr stetig erweitern zu [ € (Hg())* =: H~(2). Mit Satz 3.2 folgt

Satz 7.1.2. Fir alle f € L?(Q2) gibt es genau ein u € HE(Q) mit

Yo € Hy(Q): /Vu-VU dxz/fvdx. (7.1.3)
Q Q
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Definition 7.1.1. Ein u € H}(Q) mit (TL3)) heisst schwache Lésung der
Klasse H} von (T.LI), (Z1.2).

Wie bei unserem ersten Losungsansatz bleiben zunéchst einige Fragen ungeklart.

Fragen: Ist eine schwache Losung u € Hj(Q) eine (allenfalls sogar “glatte”)
klassische Losung von (TZ11),([TI2)? — Was bedeutet Vu fiir u € H}(Q)? — In
welchem Sinne ist die Randbedingung (Z.1.2)) erfullt?

Um Antwort auf diese Fragen zu geben, miissen wir zunéchst den Ansatzraum
H}(Q) besser verstehen und uns dann der Regularitéiitstheorie zuwenden.

7.2 Distributionsableitung, schwache Ableitung,
Sobolev - Raume

Sei © C R™ offen, u € L, ().
Definition 7.2.1. i) Die lineare Abbildung

C(Q) Bcpr/glugZ dx

definiert die Distributionsableitung %, 1<i<n.

it) Analog definiert fir « = (aq, ..., o) € N§ mit den Notationen

n
oled
al = E o, DY = ———
e — v oz {t...0zn"
1=

die Abbildung
CX(Q) 3¢ — (—1) / uD%p dx
Q
die Distributionsableitung D*u von wu.

Beachte, dass die Distributionsableitung eine Abbildung ist. Wir verwenden je-
doch dasselbe Symbol wie fiir die Ableitungsfunktion, sofern diese existiert.

Definition 7.2.2. i) Die Funktion u € L} () hat eine schwache Ablei-

loc

tung % in LP(Q), falls g; € LP(SY) existiert mit

Yo € C5°(2): /gicp dz:f/u&'o dz.
Q o 0

Ly

In diesem Fall sagen wir: “Die Distributionsableitung % wird durch die Funk-
tion % = g; € LP(Q) dargestellt.”

i) Fir beliebige o € Ny heisst D*u € LP(Q), falls go € LP(Y) existiert mit

/ gap dz = (=1)l° / uD%p dz.
) Q
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Bemerkung 7.2.1. Wegen Satz [3.4.3] ist die schwache Ableitung (sofern sie
existiert) eindeutig bestimmt.

Beispiel 7.2.1. i) Falls u € C*(Q), so ist fiir |a| < k die klassische Ableitung
D>y auch schwache Ableitung in L{S (£2).

ii) Sei Q =1 =] —1,1[. Fiir u(z) = maxz{0, 2} gilt v’ = xj0,1; € L>(I).
Beweis. Sei ¢ € C°(I). Dann gilt

1 1
- / wp! de = — / 2 (z) dx = —(wp(x)) 2= + / o du
I 0 S———— 0

=0
= /X]o,l[ » dz.
I

iii) Allgemein besitzt jede absolut stetige Funktion u: R — R eine schwache
Ableitung u’ € L}, .(R); vergleiche dazu Abschnitt 7.3.

loc

O

iv) Seiu = Xjo,00[: R — R. Dann hat u die Distributionsableitung do: f + f(0);
das heisst, u besitzt keine schwache Ableitung v’ € L}, (R).

Beweis. Fiir ¢ € C°(R) gilt
~ [up de=— [ do = pl0) = 300
R 0
O

v) Seiw:]0,1[—]0, 1] die Cantor-Lebesgue-Funktion mit ' = 0 punktweise fast
itberall. Jedoch erhalten wir

1
/ gy, dv — —1 (k — o0),
0

falls wir o5, € C2°(]0,1[) geeignet wihlen mit ¢ — Xjo,17 (k — 00); also ver-
schwindet die Distributionsableitung u’ nicht!

vi) Sei v € L%(), und es gelte analog zu Lemma [T.T.1] die Bedingung
Vo € C°(0): ‘/ vAp dx‘ <C-|elle-
Q
Dann definiert die Distribtutionsableitung

Av:CF(Q) 39— | vApdx
Q

ein Funktional [ € (L?(2))*. Nach Satz gibt es f € L?*(2) mit
Vo € LX(Q): Up) = (f,9)r2,

und wir erhalten

Vo € C5°(0): /Qfgo dx:l(tp):/QUAgo dz;

das heisst, Av = f € L*(Q).
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Definition 7.2.3. (Sobolev-Riume) Sei O C R™ offen, 1 < p < co. Setze

0
WLP(Q) = {u € LP(Q); a“ € LP(Q),1 <i < n}
T
mit Norm
" du
lullyre = llullp, + Zl IIB—inILw
Weiter sei

WoP(9) = |l — clos(C(9)).
Zur Abkiirzung setzen wir
Wh(Q) = HY(Q), WiA(Q) = HL(Q).
Analog sei fir k € N
WHhP(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q) fir alle a € N§ mit |a| < k}

mit Norm

lullwes =D D%l -

0<|a|<k

Wieder setzen wir

Wo () = [Illype.r — clos(C(Q)), W (Q) = Hfp ().

Bemerkung 7.2.2. i) Falls Q cC R", so folgt mit Holder

L(Q) < LP(Q), also auch Wh9(Q) < W'P(Q), 1 <p < g < o0.
Dabei und auch im Folgenden bezeichnet das Symbol < eine topologische (also
stetige) und algebraische (homomorphe) Einbettung (héiufig sogar Inklusion).
ii) Fiir Q@ cC R™ definiert wegen Lemma [[.1.2] der Ausdruck

lullmy = IVullrz, € Hy(%),

eine zur H!'-Norm dquivalente Norm auf H{ (€2).

iii) Allgemein gilt analog zu Lemma [T T2 fiir 1 < p < co und u € C°(Q) die
Abschétzung

u

L
0

updzg//
f AVRF

p
dxl) dx
T

L
<L-LPt // [Vul? dzxy de’ = LP - | |Vul|’ dx.
aJo Q

Folglich sind fiir @ cC R™ die durch [Jully1r = [[Vull, fir u € WP ()

definierte Norm und die W'»-Norm auf W, *(2) dquivalent.
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Satz 7.2.1. Der Raum WP (Q) ist
1) wollstindig fir 1 < p < oo,

i) separabel fiir 1 < p < oo,

11) und refleziv fir 1 < p < co.

Beweis. i) Sei (ug)ren C W1P(Q) eine Cauchy-Folge. Dann sind (uy)ren,
(%)keN Cauchy-Folgen in LP(£2), 1 < i < n. Da der Raum LP(Q2) vollsténdig

ist, existieren v = lim wug, g; = lim % e LP(),1<i<n.
k—o0 k—oo 9Ti

Behauptung 1. g; = %, 1<i<n.
Beweis. Fiir ¢ € C°(Q) gilt

¥
Ug dzr
o Oz

8uk
; pdr = li dr = — li
/Qg”” Sy A T el

dp
——/Qu 0z, dx.

Somit folgt |Jur — ully1., = 0 (K — 00), wie gewiinscht.

ii) Die Einbettung

ou ou

i WhP(Q _— ., —
1 ( )9u»—>(u,az1, .

) € (LP()"*!

ist isometrisch. Nach Beispiel [.2:0liii) ist LP(Q) fiir 1 < p < oo separabel,
nach Satz 521 daher auch i(W1?(Q)). Da i isometrisch, ist also auch WP ()
separabel.

iii) Nach i) ist i(W'P(Q)) =: Y ein abgeschlossener linearer Unterraum von
X = (LP(Q))"L. Fiir 1 < p < oo ist X nach Beispiel B.L2liii) reflexiv, nach
Satz dann auch Y, also auch W1?(Q).

O

Bemerkung 7.2.3. Insbesondere ist H1(£2) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(u,v)H1:/uvdz+/Vu~Vvd:c, u,v € HY(Q).
Q Q

Analog fiir beliebiges k € N.

Fragen: Wann existiert mit der schwachen Ableitung auch eine punktweise
Ableitung? — Was kann man iiber die Randwerte von Sobolev-Funktionen sagen?
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7.3 Sobolev-Riume auf einem Intervall

Sei I =]a,b[, —00 < a < b < oo. Im folgenden legen wir stets das Lebesguesche
Mass zugrunde.

Satz 7.3.1. i) Sei u € WYP(I), 1 < p < oco. Dann existiert 4 € C(I) mit
u = u fast uberall, und fir xo,x € I gilt
a(x) :a(x0)+/ u'(t) dt.

Zo

Insbesondere ist . absolut stetig und punktweise fast tiberall differenzierbar mit
' (x) = u/(x) fir fast alle x € I.

i) Falls umgekehrt u € C(I) absolut stetig ist, so gilt w € W,2'(I), und die
fast tiberall definierte Ableitung stimmit iiberein mit der schwachen Ableitung u'.
Falls u,u’ € LP(I), so gilt w € WHP(I).

Notation: Im Folgenden identifizieren wir eine Funktion v € W1 (I) meist mit
ihrem stetigen Représentanten .

Lemma 7.3.1. (du Bois-Reymond) Sei f € L}, (I) mit

loc

Vo € C(I): /f(p'dxz 0.
I
Dann gilt f = c fir ein c € R.

Bemerkung 7.3.1. Lemma [Z.3.T] sagt aus, dass f konstant sein muss, falls die
Distributionsableitung von f verschwindet, analog zum Fall f € C1(1).

Beweis. i) Sei v € C°(I) mit [, v de = 0. Dann gilt v = ¢’ fiir die Funktion
o(x) :/ v(t) dt € C°(I).

ii) Sei w € C2°(I) nun beliebig. Fixiere o) € C°(I) mit [, dz = 1 und setze
v =w — co1p, wobei ¢y € R so gewéhlt ist, dass

/vdx:/wdx—co/z/}dxzo;
I I I

das heisst, co = [; w dz. Nach i) gilt v = ¢’ fiir ein ¢ € C°(I), also

Oz/lfvdx:/Ifwdx—coflfwdz:/l(f—c)wdz

mit ¢ = [; fip dz. Da w € C°(I) beliebig war, folgt f = c. O

Lemma 7.3.2. Sei g € LY(I), xg € I. Dann ist die Funktion

v(x) = /: g(t) dt

0

absolut stetig und von der Klasse W' (I) mit schwacher Ableitung v' = g.
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Beweis. Absolute Stetigkeit von v folgt aus Sétzen der Analysis III. Wir zeigen
Yo e CX(I): /gcpdx: —/vcp' dzx.
I I

Sei ¢ € C(I). Mit Fubini folgt

/Imp'dac = /ab (/:g(t)dt) o' (z)dx
- —/ (/:Og(t)go'(x)dt)dx—i—/b (/zg(t)ap'(x)dt)dx

Zo Zo

— /:0 (/atg(t)cp’(x)dx) dt + /b (/tbg(t)go’(x)dx) dt

xo b ’ b
_ / a(t)p(t)dt - / a(t)p(t)dt = - / g(t)p(t)dt,

wie gewiinscht. O

Beweis von Satz[7.3.1). i) Sei u € W'P(I), und sei zy € I ein Lebesgue-
Punkt von u. Setze

v(z) = /I u'(t) dt.

Zo

Nach Lemmal[l:3ist v absolut stetig und v € I/Vlloc1 (I) mit schwacher Ableitung
o' = € LP(I). Setze f =u—v € L}, (I) mit

loc

Vo e C°(I): /f(p' dx = /wp’ dm—/vgo’ dx = 0.
I I I
Mit Lemma [[33T] folgt f = ¢ fast iiberall, also u(z) = v(x) + ¢ fast iiberall,
wobei ¢ = u(xg) — v(zo) = u(xo).
ii) Sei u € C(I) absolut stetig. Dann gilt nach Korollar I11.5.3.1
Va,z9 € It u(z) = u(xo) Jr/ u'(t) dt
Zo

mit der punktweise fast iiberall definierten Ableitung v’ € L, _(I). Nach Lemma

loc

hat u die schwache Ableitung u'. O

Satz 7.3.2. Seil < p < oo, und sei uw € LP(I). Es sind dquivalent:
i) ue WhP(I);
i) es gibt C > 0 mit

Vo € O | [ do| < el wotei 4= 2
I .

iii) mit einer Konstanten C > 0 gilt fir alle I' CC I und |h| < dist(I',0I)
[Thu — U”Lp([/) <C-lhl,

wobei Thu(z) = u(x + h).
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Bemerkung 7.3.2. i) Der Beweis zeigt, dass man C' = ||o||, in ii), iii) wihlen
kann.

ii) Die Funktion u = xo,1( erfiillt i) und iii) mit p = 1, ¢ = oo, aber u ¢ VVlloc1 (R).
iii) Es gelten jedoch auch im Falle p = 1 die Aussagen “i) = ii) < iii)”. (Ubung)
iv) Fiir p = oo liefert Satz die Aquivalenz:

u € W (I) < u Lipschitz stetig.
Beweis von Satz[7.3.2. Wir zeigen “i) = iii) = ii) = i)”.
“) = iii)”: Sei I’ CC I, |h| < dist(I',0I). Nach Satz [[.3.1] gilt fiir alle z € I’

z+h 1
Thu(z) — u(z) = / u'(t) dt =h- /0 o' (z + ht) dt,

und die Behauptung folgt, falls p = oco. Falls p < 0o, so ergibt die Holdersche
Ungleichung

1 1
) — u(@)]? < |7 / (e + ht)] dt)? < [P / ol (4 h)P dt,
0 0
und mit dem Satz von Fubini folgt
1
I =l < 7 [ [ ot )P drda
I"Jo

1
< Ihlp/ / |u/(z + ht)[P dz dt < |h|p/|u’(x)|pdx: PP -
0o Jr I

“lii) = 1i)”: Sei ¢ € C°(I). Wihle I’ cC I mit supp(p) C I'. Fir |h| <
dist(I',0I) liefert die Holdersche Ungleichung die Abschitzung

A= / (u(m +h) — u(zx) )(p(x) dr < ||mhw —ull Loy - |l Larry-
I ——

=Thu—u€ELP

Andererseits gilt nach Substitution y =z + h

A= [ et~ - ute) dy =~ [06) (o) ~ oty - ) .
I

I

Nach Division durch |h| und Grenziibergang h — 0 folgt mit Annahme iii) die
Abschétzung

(ac
— < q
‘/ugﬁ d:c %IH%) ’ /u T dz’ C- el ()

mit einem von ¢ unabhingigen C' € R.

“ii) = 1)”: Falls ii) gilt, so kann man die Abbildung

Cx(I)> ¢ /wp' dx
I
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stetig zu [ € (L4(I))* erweitern. Da p > 1, also ¢ < oo, gibt es nach Satz [£L.4.1]
ein g € LP(I) mit
Vo e LU(I): U(p) = —/gwdw ;
I

insbesondere
Vo € C(I): /w’ dr = 1(p) = —/gwdw;
I I
das heisst, g € LP(I) ist schwache Ableitung von wu. O

Satz 7.3.3. Seil =]a,b[, —o0o < a<b< 00,1 <p<oo. Es gibt einen stetigen,
linearen Fortsetzungsoperator E : WHP(I) — WYP(R) mit den Eigenschaften

i) (Bu)|r = u,

i#) 1Bl o < C -l oy

i) 1Bl oy < C -l
fiir alle w € WHP(I).

Bemerkung 7.3.3. C' = C(I), E = E(I) sind unabhéngig von p.
Beweis. a) Sei zuniichst I =)0, 00[= R. Fiir u € WP(R,) setze
>0 ! 0
v(z) = uz), =20, ,  sowie g(z)= w(), z=>%
u(—z), =<0, —u/(—x), z<0.

wobeil wir u bei = 0 gemiiss Satz[.3 ] stetig ergéinzen. Dann sind v, g € LP(R)
mit

ooy < C - lullogyy:  N9llo@ < C- 10l ey »
und offenbar gilt v|g, = u.

Behauptung 1. g ist schwache Ableitung von v.
Beweis. Nach Satz [[L3.T] gilt fiir fast alle z > 0

v(z) = u(—z) = u(0) + /O_m u'(t) dt
(si_t) u : 7’11,/ —S S =7 ’ S S.
= <o>+/0< (—s))d <o>+/og<>d

Nach Satz [[31ii) oder Lemma [[L3.2] folgt g = v'. O

b) Sei I beschréinkt, OBdA sei I =]0,1[. Fixiere eine “Abschneidefunktion”
n € C®(R) mit 0 < n <1 und so, dass

) .T<i, /
n(x) {0, s> 3 M=

1
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Fiir u € WHP(I) setze u; = un, us = u(l —n) mit u = uy + ug. Offenbar gilt
Uy, Uz € LP(I) mit
lurllze, [luallze < flullLe-
Behauptung 2. u; € WHYP(I) mit v} = u'n +un’ € LP(I), da u'n, un’ € LP.
Beweis. Sei ¢ € C°(I). Beachte
(ne) =n'e+ne'.

Mit Definition [7.2.2] folgt

/I(UNPI + (u'n+un)p) de = /I(u (n¢’ +1'p) +u/(ng)) da = 0.

=(ne)’
[l
Setze u; fort durch u(x) =0 fiir z > 1 zu vy € WHP(R,) mit
luillwiee,) < C - [lullwre.
Mit a) folgt die Behauptung. Analog erhalten wir us € W1P(] — oo, 1[) mit
uzllwe(-co1p < C - llullwre.
O

Satz 7.3.4. Seiu e WHP(I), 1 < p < co. Dann gibt es (ur) C C°(R) mit

H“k\z — uHWl’p(I) =0 (k— o).

Bemerkung 7.3.4. i) Insbesondere liegt fiir beschréinktes I der Raum C*(I)
dicht in WHP(I), falls 1 < p < co. (Beachte, dass {u|;; v € C*(R)} c C>(I).)

ii) Fiir I = R liegt C°(R) dicht in W1P(R); das heisst,

WP (R) = [|lyp1.p — clos(CE(R)) = Wy P(R), 1< p < oo

iii) Ein analoges Resultat gilt fiir W*P(I) fiir beliebiges k € N.
iv) Fiir p = oo ist die Aussage des Satzes falsch, da fiir (ug) C C°(R) mit
ur — u in WHee(I) (k — oo) stets folgt u € CL.

Zum Beweis von Satz [[.3.4] geniigt es, u € WHP(R) zu betrachten. (Sonst be-
trachte & = Fu gemiiss Satz[[.3.3]) Wir kénnen dann u durch Faltung mit einem
“regularisierenden Kern” (oder “mollifier”) glitten; vergleiche Analysis I11.4.2.

Repetition: Faltung auf R". Seien f € L'(R"), g € LP(R"). Dann gilt

(f*g)(:r):/Rn flx—y)gly) dy = - f(z) gz —2) dz (73.1)
= (g

* f)(x) € LP(R")
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mit
1f =gl < fllr Ngllps, 1< p < o0 (7.3.2)

vergleiche Korollar 111.4.2.1. Falls f € C°(R") C L'(R"), g € LP(R™), so gilt
fxg e C>®R"), und

290 = [ (o fa=0) s dy= (2 eg)) (19

analog

2 (f ) = (£ 22 ) (@)

falls auch g € C2°(R™). Fiir f € L'(R"), g, h € C°(R") gilt g x h € C(R™)
und

flg*h)de = / f(x) g(z —y) h(y) dy dz = / (f*g) hdy (7.3.4)
R™ n JRn N—_——

n

g(y—=)
mit g(z) = g(—z), z € R™.
Sei nun 0 < p € C2°(B1(0)) mit

/ pdr =1.

Fiir k € N setze py(x) = k" p(kx) € C2°(B14(0)) mit
/n px(z) de = /n p(kz) d(kx) = 1.

Lemma 7.3.3. Sei f € LP(R™), 1 < p < c0. Dann gilt

o * f = fllpe =0 (k= 00).

Beweis. Zu € > 0 wihle eine Treppenfunktion fy mit kompaktem Triger und
mit || f — fol|» < €. Betrachte die Folge fi = pr * fo € C(R"™), k € N, mit

supp(fx) C U B1k(y) C Br,(0)

ye€supp(fo)

fiir ein Ry > 0. Beachte

(= @ < [ 1ol = 0) = fale pula) dy 0 (k> )

an jedem Lebesgue-Punkt € R™ von fy (und damit fast iiberall in R™). Da
zudem fiir Lebesgue-messbare Mengen A C R" gleichmaissig in k € N gilt

[ 1s@rds < [ [ ifae = p)Pouts) dyda

< sup /|f0(xfy)|pdx%0, falls £L"(A) — 0,
ly|<1/kJ A
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ergibt der Satz von Vitali Konvergenz || fx — foll;», — 0, mit (Z3.2) also
low = £ = Fllee < llows (F = Fo)ls + low = fo = foll o +11fo = 7l
< lprllpa (1 = foll o + & = foll» +€ < 26 +0(1),
wobei o(1) = 0 (k — 00). O

Die Aussage von Lemma [[.3.3 ergibt sich auch aus dem Differentiationssatz von
Lebesgue, siehe Analysis 111, Satz 5.1.1, zusammen mit dem Satz von Vitali,
siehe Analysis III, Satz 3.4.1.

Beweis von Satz[7.3.). Seiu € WIP(R). Fiir k € N setze vy, = py, * u, wobei
pr(x) = kp(kz) fir ein 0 < p € C(] — 1,1[) mit [;, p dz = 1 wie oben.
Behauptung 1. v, € WHP(R) mit v}, = py xu’ € LP(R).

Beweis. Sei p € C°(R). Mit (C33), (34) und mit p(x) = px(—z) folgt

/ vp dx = /(p;€ xu) dr = / u(e' * pr) doe = / u(p * pr) dx
R R R

R

Z—/D{U'(@*ﬁk)dxz—/(%*u')@ da.

R

Mit Lemma [7.3.3] folgt
lok = ullpy + 1o, = vl = 0 (k= o0);
das heisst, || — ullypr, = 0 (K — 00).

Schliesslich sei n € C*(R), 0 <7 < 1, mit

1, |zj<1

niw) = {0, 2] > 2

Fir k € N setze ni(x) = n(xz/k), up = nevr € C2°(R) mit uj, = njvr + i),
Schreibe

up —u = N (vk — u) + Nru — u,

wy —u' = (v, —u') + nok + e’ — o'
Da npu — u, mpu’ — v’ punktweise, folgt mit dem Satz iiber dominierte Kon-

vergenz
I = wll o + llnke’ — vl , =0 (k — o0)

Mit 0 <0 <1, ||nll e =k |[7]|« — 0 (k — c0) erhalten wir andererseits
auch Konvergenz

Ik (o = )l o + [k (v = W)l o < llow = ullyr, =0

sowie
mevrlle < CE™" vkl s =0 (k — 00);

also |lur — w1, — 0 (B — 00). O
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Satz 7.3.5. (Sobolev-Einbettung) Seil < p < oo. Es gilt W1P(I) — L>(I)
und
Vu e WHP(I): Jullpe < C - lullyp,

mit C =C(I) <1+17Y, wobeil = |b—al =LYI) =|I].

Beweis. Seiu € WHP(I), und sei z € I. OBdA sei l = |I| < 1. (Sonst betrachte
x €I C I mit|I'| =1.) Fiir fast alle y € T gilt nach Satz[T.3.T1die Abschitzung

)| < futw)l + [ 1o at,
und nach Mittelung bzgl. y € I erhalten wir

fu(z)] < 11 / )| dy + [

< @A) ullyrn < @A+ lullyrs -

Die Behauptung folgt. |
Korollar 7.3.1. Falls I unbeschrdnkt, 1 < p < oo, so gilt fiir u € WHP(I) stets
u(z) — 0 (|z| = o0, z € I).

Beweis. Sei u € WYP(I). Da p < oo, liefert Satz [[.3.4] eine Folge (ux) C

C(R) mit [Jug|r — ullyrpy = 0 (K — 00). Zu e > 0 wahle kp € N mit
lue = wllyropy <€ fiir k> ko. Mit Satz [L3.5] folgt fiir k > ko

limsup [u(z)| < limsup |ug ()| + [Jur — ull oo )
|z|—o0, z€T |z| =00, z€T

=0
< luk — U”Loc([) < Clluk — uHWLpg) < Ce.

Mit e | 0 folgt die Behauptung. |

Korollar 7.3.2. (Produktregel) Seien u,v € WP(I), 1 < p < co. Dann gilt
wv € WHP(I), und

||UU||W1,p([) <C- ||U||W1,p([) : ||U||W1,p([) .

Beweis. Nach Satz [[30] gilt u,v € L°(I), also uv € LP(I) mit
fuvllys < el - [0l < € Tullyrogry - olhwomr -
Analog v'v 4+ uv’ € LP(I) mit
[w'v +uv"|[ o < N1l - Wl oo + ullpee - 1010 < Cllullyrs - 0lly -
Behauptung. v'v + uv’ € LP ist schwache Ableitung von wv.
Beweis. i) Seip < co. Wihle (ug), (vx) in C°(R) mit

lurlr = ullwro + l[oklr = vl =0,
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also auch ux — u, vy, = v in L*(I) (k — oo). Dann folgt
(upvr) = upvg + ugvy = v'v+uv’ in LP(I)  (k — o).

Nach Satz [Z1] ist klim (ugvr) = vw'v + uv’ € LP(I) schwache Ableitung von
—00
wv € LP(I).
ii) Sei nun p = co. Zu gegebenem ¢ € C°(I) wihle I’ CC I mit supp(p) C I'.
Nach Bemerkung [T.2.2 kénnen wir u|;, v|; auffassen als u|;/, v|;r € WH(I'),
da
Wheo(I) — Whoo(I')y — WhHi(I).

Gemiiss i) ist (uv’ + u'v)|p € LY(I") schwache Ableitung von (uv)|; € LY(I").
Insbesondere gilt

/(uv)gp’ do = — /(uv' +u'v)g dz,
I I

wie gewiinscht. O

Es folgt uv € WHP(I). O

7.4 Losung des Modellproblems auf [/

7.4.1 Dirichlet-Problem

Sei I =]a,b[, —0o < a < b<oo. Zu f € COI) suche u € C%(I) mit

" =f inl, (7.4.1)
u(a) =0 = u(b) . (7.4.2)
Geméss Abschnitt 7.1 finden wir mit dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz

132 eine eindeutige schwache Losung u € H}(I) von (T41), (T.42) im Sinne

von

Yo e HY(I): /u’v’ dr = /fv dz. (7.4.3)

I I

Satz 7.4.1. Fir das so bestimmte u gilt u € C%(I), und u lost (CAT), (TE2)
klassisch.

Beweis. i) u € C%(I). Da (T43) insbesondere gilt fiir v € C°(I), hat v/ €
L3(I) die schwache Ableitung

(W) =—f €)= L=();

das heisst, u’ € W1°°(I). Nach Satz [[.3.1] gilt
w(a) =)~ [ (0 dte (D)

geméss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, da f € Co(I).
Also folgt u € C?(I), und u 16st (T.4T)) klassisch.
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it) Da H(I) = ||| g2 — clos(C°(I)) gibt es (ug) C C2°(I) mit
Jur — ull oo < CJlug —ullgs =0 (k= o0).
Es folgt fiir beliebige k € N
[ul@)l < [un(@)] + [lux = vl o < C flux = ulln =0 (k= 00);
=0
also u(a) = 0. Analog u(b) = 0. O

7.4.2 Neumann-Problem

Sei f € C°(I). Wir suchen zunéichst u € C?(I) mit
—u" +u=f inl, (7.4.4)
u'(a) =0 =u'(b). (7.4.5)

Bemerkung 7.4.1. i) Fiir u € WP(I) sind die Randwerte u'(a), u/(b) nicht
definiert.

ii) Falls u € C%(I) klassische Losung von (T.44), (Z.4H), so folgt fiir v € C1(I)
nach partieller Integration

(u,v)g1 = /(uv +uv) do = /fv dx. (7.4.6)

Definition 7.4.1. u € H' heisst schwache Lésung in der Klasse H' von

44, (TLH), falls (TALG) erfillt ist fir alle v € H(I).

Existenz einer Losung liefert der folgende Satz.

Satz 7.4.2. Fir jedes f € C°(I) besitzt (TA4), [TLE) genau eine schwache
Lésung u € HY(I), und u € C%(I) lost (LAA), (TAH) klassisch.

Beweis. i) Existenz einer eindeutigen schwachen Losung v € H(I) folgt aus
Satz 3.2l Wie in Beweis von Satz [[.4.1] sieht man, dass u’ € L? die schwache
Ableitung (u')’ = u — f € L? besitzt; das heisst, «’ € H*(I), und mit Satz[[.3.1]
folgt

W) =)+ [ o dre D),

zo

dau e H' — C°I), f € C°). Das heisst, u € C?(I), und u erfiillt (TZZ4)
klassisch.

ii) Sei v € C(I) beliebig. Da u Losung von (48], folgt nach partieller Inte-
gration

b
0:/ (u'v' +uv — fv) do

b
= / (=" +u— fode+u'(b) v(b) —u'(a) v(a).
¢ =0

Da v(a), bzw. v(b) beliebig sind, folgt u'(a) = 0 = /(b), also ([T435). O
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Bemerkung 7.4.2. Somit erhalten wir (Z4.3]) als “natiirliche Randbedingung”
aus (TZ8) und der Wahl des Raumes der zuléssigen Testfunktionen v € H(I).

7.4.3 Varianten des Neumann-Problems
Zu f € C°(I) suche u € C%(I) mit

—u"=f inl, (7.4.7)
u'(a) =0 =u/(b). (7.4.8)
Bemerkung 7.4.3. i) Wie Integration von ([T.47) iiber I zeigt, ist die Bedin-
gung
/f dz =0 (7.4.9)
I
notwendig fiir die Existenz einer Losung u € C%(I) von (T4T), (TAS).

ii) Falls u € C%(I) Losung ist, so auch jede Funktion u + ¢, ¢ € R. Wir kénnen
daher Ansatzfunktionen u normieren durch die Bedingung

=u= udr =0.
i),

X ={ueH'(I); u=0}.

Setze

X ist abgeschlossener linearer Unterraum von H(I).

Lemma 7.4.1. Fir v € X gilt |jul|;,. < C - ||u/|| 2 mit einer nur von |I|
abhdngigen Konstanten C.

Beweis. Fiir x,y € I gilt nach Satz [7.31]

() - u(y)] < / ! (8)] dt = o1

Es folgt
_ 1
lu(@)] = |u(z) —af = ‘m (u(z) = u(y)) dy‘

|u(z Yl dy < — [l -
III/ III g

Integration iiber I und die Holdersche Ungleichung liefern die Behauptung. O

Aufgrund von LemmalZZdlist X ein Hilbert-Raum mit dem zum H !-Skalarprodukt
dquivalenten Skalarprodukt

(u,v)X:/u/v/ de, wu,ve X.
I
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Definition 7.4.2. v € H'(I) heisst schwache Lésung von (T.4.7), (T4.8)
der Klasse H', falls gilt

Yo e HY(I): /u'v' dr = /fv dz . (7.4.10)
I I

Bemerkung 7.4.4. i) Falls eine schwache Losung u € H'(I) von (TA1), (T4S)
existiert, so folgt bei Wahl von v = 1 als Testfunktion in (CZI0), dass f die

Bedingung (.4.9) erfiillt.
ii) Falls f die notwendige Bedingung (Z.4.9) erfiillt, so ist (Z4.10) dquivalent zu

Yo e X: /u'v' de = /fv de . (7.4.11)
I I

Mit dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz [4.3.2] folgt

Satz 7.4.3. Falls f die Bedingung (LA.9) erfiillt, so besitzt (L4.T), (LAS) ge-
nau eine schwache Losungu € X, undu € C*(I) efillt (TAT), (TAS) klassisch.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit von v € X mit (Z4TI1) folgt aus Satz
432 Wegen ([49) erfiillt v auch (TAI0). Regularitéit von u, etc., folgt wie in
Satz O

Alternativer Ansatz: Fiir ¢ > 0 suche u. € C?(I) mit

—u" +eu=f inl, (7.4.12)
u'(a) =0 =u'(b). (7.4.13)

Nach Satz [[4.2 gibt es zu jedem ¢ > 0 genau ein u. € C?(I) mit (T4I2),

413).

Satz 7.4.4. Die Bedingung (L49) ist notwendig und hinreichend fiir Konver-
genz ue — u in CY(I) fiir e | 0, wobei u die Lésung von (TAT), (TAS) ist.

Beweis. i) Integration von (Z.412) unter Beriicksichtigung von (T4.13) ergibt
_ 1 1 -
sugsm/lusdzm/lfd:cf. (7.4.14)
Falls f # 0, so folgt ~
w0

Also ist (T.4.9) notwendig fiir Konvergenz u. — u.

ii) Falls f = 0, so folgt mit (ZZ14) die Gleichung @. = 0; das heisst, u. € X.
Mit Lemma [[.4.1] und partieller Integration folgt

_ 2 2
O Juels < [l 22 < / (. + eu?) de

- / (—u! + eucyue dv = / fue die < | fllga - luellge
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also |lucll 2 < C|f|l,2 und damit auch ||[ul]|. < C| f|| 2. Mit Satz [3.5] folgt

lucllpoe < Cllucllgn < ClIfllL> -

Gleichung (T.412) liefert somit
lud =gl oo < e llucllpo + 0 f[Usll e =0 (£,610);

also u. — u in C%(I), und u 16st (TAT), (TZZAS). Die Bedingung (ZZ3) ist somit
auch hinreichend fiir die Konvergenz. |

7.5 Der Laplace-Operator auf [

Wir kehren zuriick zu unserem ersten Zugang zur Losung des Dirichlet-Problems

[T41), (C42) via Banach’s Closed Range Theorem, Satz 6211 Mit den in den
Abschnitten 7.3 und 7.4 bereitgestellten Methoden und Resultaten kénnen wir
nun das Lemma [.T.T] im Falle der Dimension n = 1 beweisen.

Sei I =]a,b[, wobei —00 < a < b < oo, und sei A : Dy C L*(I) — L*(I) mit
Au = —u” auf B
Dy = {ue C*(I); u(a) =0 = u(b)}

wie in Abschnitt 7.1. Betrachte A mit

(k—o00) yy (k—00)
k

Di={uec L*(I); 3(ux) C Da, f € L*I):up  —  u, —uy = fin L*(I)}.

Lemma 7.5.1. Dz = {u€ H*(I); u(a) =0=u(b)} = H> N H}(I).

Fiir den Beweis benttigen wir die folgende elementare Beobachtung.

Bemerkung 7.5.1. H}(I) = {u e H(I); u(a) =0 =u(b)}.

Beweis. “2”: OBdA diirfen wir annehmen, dass I =] — 1,1[. Sei u € H(I)
mit u(a) = 0 = u(b). Setze u fort zu v € HY(R) mit u(x) = 0 fiir |z > 1.

Fiir k € N sei ug(z) = u((14+2/k)z) € H'(R) mit supp(ui) C Bi—1,5(0), k > 2.
Anwendung der Substitutionsregel ergibt |lug||gr — ||ullg sowie ur > u in
H(R); also uy — u in HY(R) (k — 00).

Mit (pr)rken wie in Lemma [T33] erhalten wir vy, = ug * pr, € C°(I) mit vy — u
in HY(R) (k — o0).

“C”: Verfahre wie im Teil ii) des Beweises von Satz [[.4.1] O
Beweis von Lemma [7.5.1). i) Sei u € H> N Hj(I). Gemiss Satz[7.3.4 gibt es
(vr) € C°(I) mit vy — w in H*(I) — C°(I) (k — o). Mit Bemerkung [Z.5.1]
folgt vi(a), vk (b) — 0, also auch

T —a

b—a

0! (x) = vr(a) + (v (b) — vi(a)) = 0 in H2(I) (k— ).

Setze up, = vy — v,(co) mit ug(a) = 0 = ug(b), also ux, € Da, k € N. Weiter gilt

ur — u in H*(I), und u € D4, wie gewiinscht.
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ii) Sei u € Dz und dazu (ux) C Da, f € L*(I) mit
up — u, Aup = —uj — f in L*(I) (k — o). (7.5.1)

Fiir die Konvergenz u, — u in H? N H}(Q) fehlt nur noch die Konvergenz
w), — o' in L2 Mit Lemma [Z.T.2 und partieller Integration erhalten wir jedoch

2
ly — w22 = /|<uk —w) Pz = - /<u g — ) de
I I

< Ny = Nl 2 lluk — will > = 0 (k, 1 — o0).

Da uy, € Da C H}(I) gemiiss Bemerkung [T.5.11 folgt ux — w in HE (1), und mit
(C5d) dann auch uy — u in H2(I) (k — o). O

Schliesslich kénnen wir nun die Selbstadjungiertheit von A beweisen.
Lemma 7.5.2. Seiv € L*(I) und fiir ein C € R gelte
Vu€ Dy |(v, Au)r2| < C - Jul| e - (7.5.2)
Dann gilt ve Dy.
Beweis. Mit (T.5.2) folgt die Existenz von g = A*v € L?(I) mit
Yu € Dj: (v, Au)pe2 = (g,u) 2. (7.5.3)

Da C*(I) C Da C Dy gilt insbesondere
Yoe CF(I): — /vga" dx = /gcp dx. (7.5.4)
I I
Setze

Gla) = /Ig(t) dt € H(I).

Mit (C54) und Lemma [T31] erhalten wir

Yo e CF(I): —/vcp” dz+/Gg&’ dz:f/vga" dx—/gcpdx:(). (7.5.5)
I I I I

Behauptung. Es gilt v € H%(I).

Beweis. Gleichung (Z.5.5]) lidsst erwarten, dass v'+G = C fiir geeignetes C' € R,
analog zu Lemma [T.3.7]

Fixiere ¢ € C°(I) mit [,¢ dox = 1 wie im Beweis von Lemma [Z.31l Fiir
w € CX(I) gilt dann

ota) = [ () - vt [ wisyds)ee =

@':w—w/wdx, @":w'—w’/wdx.
I I
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Mit (Z5.3) folgt

Oz/l—vap” d:z:—i—/Ich’ dx
:/I(—v(w/fi///lwdt)) dz+/IG(w—1/1/det) da
:/I(fvw’Jrwaw/l(Gw—m//)dt) dz
:7/va’dz+/I(G7C’)wdz,

C = /I(GUme//) dx

wobei wir

setzen. Somit gilt v/ = C — G € HY(I), und v € H*(I), wie gewiinscht, mit
v = -G = —g. O

ii) Mit (C53)) und partieller Integration erhalten wir fiir u € D 4 die Identitét

o
Il

/(vu”—i—gu) dx:/(v”—i—g) u dx + (vu)|?
———r
I I

= u'(b)v(b) — v’ (a)v(a).

Da fiir geeignetes u € D4 die Werte u/(a) = 0, w'(b) = 1, beziehungsweise
u'(a) = 1, v/(b) = 0 angenommen werden, folgt v(a) = 0 = v(b); also v € Dj;
gemiiss Lemma [7.5.7] O
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Kapitel 8

Sobolev-Riume im R"

8.1 Erste Beispiele

Im Falle n = 1 hat jedes u € WP (I) gemiiss Satz[.3.1] einen stetigen Reprisen-
tanten. Fiir n > 2 gilt diese Aussage nicht mehr. Zur Konstruktion entsprechen-
der Beispiele ist folgender Begriff niitzlich.

Definition 8.1.1. Fin K CC R” hat verschwindende W'P-Kapazitiit,
capw»(K) =0, falls ein Ball B = Br(0) C R™ und (¢r)reny C C2°(B) existie-
ren mit 0 < Y < 1 und ¥, = 1 in einer Umgebung Uy, von K fiir jedes k € N,
so dass Y, — 0 fast dberall und ||Viil|;, — 0 (k — o0).

Bemerkung 8.1.1. i) Mit der Poincaré’schen Ungleichung, Lemmal[7.1.2] folgt
aus der Konvergenz || V||, 5) — 0 (k — o0) auch die Konvergenz ||k ||, —
0 und damit die Konvergenz (einer Teilfolge) ¢, — 0 fast iiberall .

ii) Da wegen der Holderschen Ungleichung fiir jeden Ball B C R™ und fiir alle
1 < s < pgilt LP(B) < L°, hat jedes K CC R" mit verschwindende W!?-
Kapazitit auch verschwindende W1 *-Kapazitét fiir jedes 1 < s < p.

iii) Falls K verschwindende W'P-Kapazitiit hat, so folgt £"(K) = 0.
Beispiel 8.1.1. Fiir n > 1 und 1 < p < n hat die Menge K = {0} C R"
verschwindende W1-P-Kapazitiit.

Beweis. i) Fiir p < n kann man die Aussage sehr leicht beweisen. Sei dazu
Y € C(B2(0)) mit ¥ = 1 in By(0). Skaliere ¢ (z) = ¥(kz) € C(Byi(0)),
k € N. Dann gilt ¢, = 1 in einer Umgebung von z = 0 fiir jedes k € N, und
nach Substitution y = kx erhalten wir

Ve, = kP /R Vo ()[Pdy = CRP~™ = 0 (Fk — 50).

ii) Fiir p = n versagt die unter i) beschriebene Konstruktion. Betrachte statt

133
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dessen die Folge

L, o] <1/e =1,
Yr(z) = < loglog(1/ |x|) — k, sonst,
0, lz| > 1/e¢" = Ry.

Wegen

|z[7" oglal|™", 7 <l|z| < R,
0, sonst

Vi ()] = {
folgt nach Substitution s = log(1/r) die Abschitzung

Ry n—1 d IOg(l/Tk) d
/ V" de<C | —— = / ’
R " [log 7| 1

n
Tk og(1/Ry)

C(n)

~ log "

Ry
=0 (k— o0).

Tk

Nach Glattung erhalten wir eine Folge (¢ )reny C C°(R™) mit den gewiinschten
Eigenschaften. (|

Satz 8.1.1. Sei K C Q cC R", u € LP N LI(N) N CHO\K) mit |Vu| €
LP(Q\K), wobei 1 < p,q < 00, und sei s zu q konjugiert. Falls capy1.s(K) =0,
dann gilt u € WHP(Q) mit schwacher Ableitung Vu(z) fast diberall.

Beweis. Sei ¢ € C°(Q), und sei (¢5) C C(R™) mit 0 < ¢, <1 und ¢ =1
in einer Umgebung von K, k € N, eine Folge mit ¢, — 0 fast iiberall und
IVl s = 0 (k — o0). Dann gilt p(1 — ) € CX(Q\ K), k € N. Weiter gilt
/ up|Vip| de — 0 (k — o0),
Q

und mit dominierter Konvergenz folgt

/ udip dr = lim [ uwd;(p(1 —y)) de
Q k—o0 Q

= — lim Oiup(l — o) de = — | Qupdr ;1 <i<n,
k—=oo Jq Q
wobeil O;u = g;“_, etc. Also besitzt u die schwache Ableitung Vu € LP. O

Beispiel 8.1.2. Sein > 1.

i) Betrachte u(z) = log|z| € LY(B1(0)) N CY(B1(0) \ {0}) fiir jedes ¢ < oo;
insbesondere u € L7 (B;(0)). Da K = {0} nach Beispiel BRIl verschwindende
Whn_Kapazitit hat, und da

x

Vu(z) = e

€ LP(B1(0;R™)), p <m,

liegt u in W1P(B1(0)) fiir jedes p < n.
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ii) Die Funktion
1
u(z) = 10g10g(m) € () LUBise(0) N CM(Bye(0)\ {0})
1<g<oo
mit
1

Vu(z)] = ——m
|| [log ||

€ L"(By/.(0))

liegt in Wl’”(Bl/e(O; R™)).

iil) Fir 0 < a < n gilt

€ WH(B1(0)R"), 1<p <

n—a

Beweis. Es gilt u € LI(B1(0)) N C'(B1(0) \ {0}) fiir jedes ¢ < —2—; insbe-
sondere u € L71(B;(0)). Weiter gilt

[Vu(z)| < € LP(B1(0)), p <

" nea

Die Behauptung folgt daher mit Satz BI1.1] O
iv) Die Funktion

T n
u(z) = B € LYB1(0;R™)), ¢ < 71

erfiillt div(u(z)) = 0 (z # 0), aber im Distributionssinne gilt div(u) = ¢(n)d{z—0}
fiir ein ¢(n) # 0, vgl. Analysis III.
Folge: Die Menge K = {0} hat fiir kein p > n verschwindende W!P-Kapazitit.

8.2 Approximation von Sobolev-Funktionen durch
glatte Funktionen

Um mit Sobolev-“Funktionen” rechnen zu kénnen, miissen wir diese durch glatte
Funktionen approximieren. Ob dies im Allgemeinen moglich ist, war lange Zeit
offen, bis diese Frage iiberraschend durch den folgenden Satz von Meyers-Serrin
beantwortet wurde.

Sei Q C R™ offen.

Satz 8.2.1. (Meyers-Serrin (1964)) Fir jedes 1 < p < oo liegt der Raum
C>(Q) NWP(Q) dicht in WHP(Q).

Fiir den Beweis hilft die folgende Vorbetrachtung. Sei uw € W1P(Q) mit

K = supp(u) = ﬂ AcCcC Q.
A abg.; u(xz)=0 fiir fast alle ¢ A
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Sei p € C2°(B1(0)) ein ,mollifier* wie in Abschnitt 7.3 mit p > 0, [p. p dz =1,
und fiir € > 0 sei

0 < pe(x) = Efnp(g) € C°(B:(0)) mit / pe dr =1.

n

Setze u(x) = 0 fiir ¢ Q. Fir 0 < ¢ < dist(K,09Q) gilt dann u, = pe *xu €
C(92), und

Ue = u, Vue=pe* Vu— Vu in LP (¢ = 0)
gemaiss Lemma [7.3.3]

Fiir allgemeines u € WP(2) benstigen wir eine Zerlegung der Eins auf €.

Definition 8.2.1. FEine offene Uberdeckung (2,),cr einer Menge Q C R™ heisst
lokal endlich, falls zu jedem ¢ € Q eine Umgebung U existiert mit

#{Le QNU # 0} < cc. (8.2.1)

Beispiel 8.2.1. Sei (2 C R” offen. Fiir k € N setze
1
O ={x € |z| <k, dist(z,00) > E}

sowie Q= Q_1 = ), und setze Uy = Q\Qx_2, k¥ € N. Dann ist (Uy)ren offene
Uberdeckung von Q. Fiir = € Uy, gilt

1
k—2 < |z| < k oder > dist(x, 00Q) > o

k—2
daher ist (Ug)ren lokal endlich.

Bemerkung 8.2.1. i) Fiir beliebige zp € R™ kénnen wir (821 nicht erwar-
ten. Z.B. gilt in Beispiel B2l fiir z9 € 992 und eine beliebige Umgebung Uy von
xg stets Ug N Uy # 0 fiir geniigend grosse k.

ii) Nach allgemeinen Sétzen der mengentheoretischen Topologie besitzt eine of-
fene Uberdeckung (2,),cr in einem metrischen Raum stets eine lokal endliche
Verfeinerung; vgl. Kelly ,,General topology*, Korollar 5.35, p.160.

Definition 8.2.2. Sei Q C R”, F eine offene Uberdeckung von Q. Eine Schar
(p.)er € C°(R™) heisst eine glatte Zerlegung der Eins auf Q bzgl. F,
falls gilt:

i) Ve eR", 1e€I:0< ¢, (x) <1;

ii) die Mengen U, = supp(yp,), ¢ € I, bilden eine lokal endliche Uberdeckung
von ), und fiir jedes v € I gibt es U € F mit U, C U;

i) Ve e Q: Y ¢, (x) =1.
el

Beispiel 8.2.2. Sei (Up)ren die Uberdeckung von Q in Beispiel B2l Setze
Yr(x) = dist(z,R"\Uy), k € N. Dann sind die Funktionen ;, Lipschitz mit
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supp(Yr)® = Uk, k € N. Nach Glattung durch Faltung mit einem geeigneten
mollifier erhélt man 1, € C°(2) mit supp(Yr) C Vi := Ujp—yj<1Us, k € N, und
mit

r) =Y tr(z) >0, z€Q.
k=1

Da (Uk)ken und damit auch (Vi )gen lokal endlich, ist ¢ wohldefiniert und glatt.
Setze pr = i/, k € N.

Beweis von Satz[8.21. Uberdecke Q mit (U )ren gemiiss Beispiel B2.1] und
wihle eine Zerlegung der Eins (¢k )ken bzgl. (Vi) ken geméiss Beispiel [R.2.2, wobei

Vk—U‘k l|<1Ul,k€N mit 0 < ¢ <1, g € C2(Vy), Z(pk—lan

Sei u € WHP(Q). Zerlege

=SS
k=1 k=1
mit uy = upr € WHP(Q) und supp(ug) C Vi CC Q, k € N. Fixiere § > 0. Zu
k € N withle g, > 0 mit e, < 1/(k + 2)? < dist(Vi, Qp—4 U O 12) und
192 * g — plyyrr <6275

Setze vy, = pe, * up € C°(Wy)), wobei Wy, := Ujy_j<2U, k € N. Da auch
(Wi )ken lokal endlich, gilt

=Y v € CP(Q (8.2.2)
k=1
und v erfiillt die Abschitzung
v — UHWLP(Q) = Z(Uk —up)|[wrr(e) < Z vk — ukllwre(o) <6
k=1 k=1
Da § > 0 beliebig gew#hlt war, folgt die Behauptung. |

Bemerkung 8.2.2. i) Im allgemeinen konvergiert die Darstellung ([82.2]) fiir
v nicht gleichmissig fiir Punkte in der Ndhe des Randes von (2. Die Darstellung
B22) liefert daher im Allgemeinen keine Funktion v € C*°(Q).

ii) In der Tat liegt fiir manche Gebiete @ C R™ der Raum C°°(2) nicht dicht
in WH1(Q). Dies gilt sogar im Falle n = 1.

Beispiel 8.2.3. i) Sei S =| — 1,0[U]0, 1[. Betrachte u = xjo,1;. Offenbar gilt
u € WH(S) mit o' = 0. Die Funktion u liisst sich nicht durch Funktlonen der
Klasse C*(S) auf S = [~1,1] in W1(S) approximieren.

Nimm widerspruchsweise an, es gilt [[ug —ully1.1(5) — 0 (k — oo) fiir eine Folge
(ur) C CH(S). Gemiss Satz [[3.5]ist (uy) Cauchy-Folge in C°(S), und uy, — u
gleichmiissig auf S (k — 00). Somit lidsst sich u zu einer stetigen Funktion auf
S = [~1,1] erginzen. Der Widerspruch zeigt insbesondere, dass C°°(S) nicht
dicht hegt in Wh1(S).
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ii) Sei analog @ = (] —1,0] x S) U (]0, 1[x] — 1,1]). Betrachte

(2.1) z, x<0undy >0,
u(x,y) =
Y 0, sonst.

Offenbar gilt v € W!(Q2). Wiederum liisst sich u nicht durch Funktionen der
Klasse C1(Q) auf Q = [~1,1] x [~1,1] im Raum W1(2) approximieren.

Falls niamlich fiir (ugx) € C*(Q) gilt |lux, — ullw11 — 0 (k — o0), so folgt mit
Fubini

1
/ ) =t Yy do < s~ ullyra@ 0 (k= oc):

also
ue(@, ) = u@, )yrig =0 (k= o0)

fiir fast alle x, wobei ux(z,-) € C*(S). Mit i) erhalten wir wieder einen Wider-
spruch, und C*(Q) liegt nicht dicht in W11(Q).

Im Abschnitt 8.4 werden wir die Frage, fiir welche Gebiete 2 der Raum C*(£2)
dicht liegt in W*P(Q) wieder aufgreifen.

8.3 Weitere Eigenschaften von W?(Q)

Sei 2 C R™ offen.

Satz 8.3.1. Seil <p < oo, u€ LP(Q). Es sind dquivalent:
i) ue Whp(Q);

it) 3C > 0V € C(Q):

0 1 1
|/u—¢dx}§0||<p||m, 1<i<n, wobei —+ — =1;

iii) 3C > 0V CcC QVh € R™, |h| < dist(V,00):
[Thu — u”Lp(Q’) < Clhl,

wobei Thu(z) = u(z + h), x € Q.

Die Aussagen ii) und i) gelten mit C = ||Vul| s .

Beweis. iii) = ii) = i) zeigt man wie in Satz (Beachte, dass p > 1.)
i) = iii): Sei u € C1(Q), und sei Q' CC Q. Fiir || < dist(Q,09Q), z € ' gilt

[Thu(x) — u(z)| = |u(z + h) —u(z)| = | /0 h - Vu(z + th) dt|

1
< In| / V(e + th)dt.
0
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Wir miissen nun die Fille p < co und p = oo unterscheiden.

Falls p < o0, so folgt mit der Holderschen Ungleichung zunéchst
() — u@)|? < [Bl” /01 V(e + th)[P dt
und anschliessend mit dem Satz von Fubini
[7nw — ullp oy < 1B /Q /01 Vu(z + th)Pdtde < [B] - |Vul],q, - (83.1)

Zuu € WHP(Q) gibt es nach Satz[BZ1] eine Folge (ux) C C1(Q) N WLP(Q) mit
ur — u in WHP(Q) fiir k — oo. Da (83.1) fiir jedes uy gilt, erhalten wir nach
Grenziibergang k — oo die Abschitzung ([83.1) auch fiir .

p=o0: Zu Q' CC Q wihle Q" mit ' cC Q” cC Q. Da WhH>(Q) — Whr(Q")
fiir jedes p < oo, erhalten wir mit (83.J) und der Hélderschen Ungleichung fiir
|h] < dist(€Y,06)") die Abschétzung

e = ull ey < 10l - IVl oy < 0] - L7 [Vl] ey -

Fiir p — oo folgt
Imh = vl oy < [P [Vl e

wie gewiinscht. O
Korollar 8.3.1. Seiu € L*(2). Dann sind dquivalent:
i) we Whe(Q);

i) u besitzt einen lokal Lipschitz-stetigen Reprisentanten 4 = u, und es gibt
C >0, so dass

Ve,y € Q: |u(z) —u(y)| < C - dista(z,y) (8.3.2)

mit disto(z,y) = inf{L(y); 7 € Ol([ov 1],Q), 7(0) = z, v(1) = y}, wobei

Mw:A|ﬂMﬁ

fiir jedes v € C1([0,1],Q) die Linge der Kurve v bezeichnet.
Die Aussage ii) gilt mit C' = ||Vu/|pes.

Bemerkung 8.3.1. i) Falls Q C R"™ konvex, so gilt distq(z,y) = |x — y|; das
heisst, u € W1>°(Q) genau dann, wenn u (gleichmissig) Lipschitz stetig ist.

i) Fiir Q =] —1,1[*\([0, 1[x{0}) und die Funktion u(z,y) = sgn(y)z fiir x > 0,
u(z,y) = 0 sonst, gilt u € WH>(); jedoch ist u nicht gleichmiissig Lipschitz
stetig auf Q. (Andernfalls kénnte man u stetig zu u € C°(Q2) ergéinzen.)

iii)

Beweis von Korollar[8.3.1. i) = ii): Seien z,y € Q, dazu v € C'([0,1],9)

mit ¥(0) = z, y(1) = y. Setze 26 = dist(v([0,1]),0Q) > 0 und definiere weiter
O = Us(((0.1])) C 0.



140 KAPITEL 8. SOBOLEV-RAUME IM RV

Wihle 0 = tg < t1 < ... <ty = 1 mit |y(t;) —y(ti=1)| < 9, 1 < i < N. Fiir
festes 1 < i < N setze h = y(t;) — v(t;—1). Mit Satz B3] folgt

[u(v(t:)) — w(y(tima))| = [(Thu — w)(Y(ti-1))| < C'[h] = Cly(ti) =~ (ti-1)]-

Nach Summieren iiber ¢ erhalten wir

N

u(y) — u(@)] = | Y u(y(t:) — u(y(ti-1))| < Z lu(y(t:)) — u(y(ti-1))]
)

K2

IN

CZ [v(ti) —v(ti-1)| < CL(v).

i=1

Mit Ubergang zum Infimum bzgl. ~ folgt ii).

i1) = i): Sei u lokal Lipschitz mit [83.2). Sei zg € Q, r > 0 mit Ba,(z9) C .
Gemiiss ii) gilt fiir alle x € B,.(z9) und 0 < |h| < r die Abschitzung

|u(z + h) —u(x)| < Cdistg(x,x 4+ h) = C |h|
mit der Konstanten C' aus (832), also

u(x+h)—u

Va € By(xo), 0 < |h| <r: | o (m)’ <C.

Die Behauptung folgt somit aus Satz B3l O

Als weitere Anwendung von Satz [R2.]] erhalten wir die Kettenregel.

Satz 8.3.2. (Kettenregel) Sei G € C1(R) mit G(0) = 0, |G'(s)| < L, und sei
u€ WhP(Q), 1 < p < oo. Dann gilt G ou € WHP(Q) mit

V(Gou) = (G ou)-Vue LP(Q).

Im Unterschied zum Fall n = 1 kann man auf die Annahme G’ € L™ im
Allgemeinen nicht verzichten.

Beispiel 8.3.1. Sei n = 4. Es gilt u(z) = |x|7% € Wt2(B;1(0;R*)); jedoch
W2(2) = o1 ¢ W2, da [V(2)| 2 o] ¢ 12(By (0;RY)).

Beweis von Satz[8.3.2. Setze v=Gou. Da G(0) =0, |G'(s)] < L, gilt
[o(@)| = |G(u(z)) = G(0)] < Lu(w)| € LP();
analog erhalten wir fiir die Funktion g = (G’ o u) - Vu die Abschétzung
l9(2)] = |G (u(2))] - [Vu(z)| < L|Vu(z)| € L7(Q).
Zwischen v und g gilt die folgende Beziehung.

Behauptung 1. g = Vu.
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Beweis. Sei ¢ € C°(2). Wihle Q' CC Q mit supp(p) C . Fasse u|q auf als
u € WHH(Q'). Nach Satz B2 gibt es (ug)ken € C1 N WHHQ') mit up — u in
WL1(€)). Gemiiss der iiblichen Kettenregel gilt

(9(,0 - , 8uk
/Q G(uk)axi dx = /QG (uk) oz,

Weiter gilt

d
| [ (Glur) = Glu) 52 dae| < Cllug —ull gy — 0 (k — o0),
o 1, (D)
da |G(ux) — G(u)| < Luy, —ul, | 52| < C. Analog folgern wir
‘/ G’ 8uk -G (u )gu)godx|

<LC||uk u||W11Q,)+c/ les uk) ' (u |\ ydgHo (k= o) |

wobei wir zur Abschitzung des letzten Integrals Lebesgue’s Theorem von der
dominierten Konvergenz benutzen. Beachte hierzu, dass |G’ (uy) — G'(u)| < 2L
mit G’(uy) — G’ (u) fast iiberall in €, und dass 2+ € L1(Q'). Es folgt

I ¢
=1
/Q“a / Glu (9:E1 o = Jm | Gl g, do
=—lim [ G'(ux) f/ G'( )8u dzx = / dz
kS Jg F 8 oz, " T T 7Y
O
Die Behauptung des Satzes folgt. O

Satz 8.3.3. (Substitutionsregel) Seien U,V C R™ offen, H € CY(V,R") ein
Diffeomorphismus mit H(V) = U und |dH]|, _1‘ <C<o,1<p< oo
Fiir w € WYP(U) gilt dann v :=uo H € WHP(V), und

ov uOH = BHj
= =g, 1 <i<n.
oyi Z:: B, , g S =r=n

Beweis. i) Sei p < oo. Wir zeigen: v, g = (¢i)1<i<n € LP(V). Es gilt

/ [v]? dy */ luo H|" dy */ [ul” |det(dH ~ ‘d:c < C||u||L,,(U (8.3.3)

wobei wir z = H (y) substituiert und ‘det(dH’l)‘ < C benutzt haben; analog

[laray<c [ FuctPay<CIully,. (634
\4 14
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Wiihle (ur) € C' N WYP(U) gemiiss Satz BZI mit [juy — ullyap(ry — O filr
k — oo. Mit (833) und ®3.4) folgt v, = up o H € WHP(V), k € N, und

e — UHLP(V) + [[Vor — g“LP(V) < Clluk — UHWLP(U) =0 (k—o0).

Mit Satz [2111) folgt v = limg_so vx € WP (V) mit Vv = g.
i) Sei p = oo. Da Who(U) «— WL (U) geniigt es zu zeigen, dass v € WH(V).

loc

Offenbar gilt v € L*°(V), und fiir jedes 2 € V und jedes geniigend kleine
0 # h € R™ kénnen wir abschétzen
(@ +h) —v(@)| _ |u(H(z+h) —u(H (@) |Hx+h) - H)

— < C||Vul| e,
7] H(z +h)— H@) ] IVelle

wobei wir die Injektivitdt von H und die Annahme |dH| < C benutzt haben.
Die Behauptung folgt mit Satz B3] O

8.4 Fortsetzung von W' -Funktionen, Spursatz

Betrachte zunéchst den Zylinder

Q={x=(2,2,) eR" I xR; 2| <1, |z,| < 1}
mit
Q+r={z=(2",2,) €Q; +z, >0}

und

Qo= {x=(2,2,) € Q; z, = 0}.

Lemma 8.4.1. Sei 1 < p < oo, und sei u € WHP(Q,). Setze

() = u(z', ), Ty >0,
o u(z', —xy,), xp <O0.

Dann gilt u* € WHP(Q), und [[u*|ly10(g) < Cllullyprog,)-

Beweis. Setze g; = (ﬂ)*, 1<i<n-—1, bzw.

ox;
Qu (g 2,) Ty >0
(.’L'/ T ): ox, y4n )y n 9
gn yrn 7@( r
G Tn), Xp <O0.

Nach Konstruktion gilt «* € LP(Q) mit
1) = 210l g, falls p < oo,

bzw.
ey =l ey falls p = oo

das heisst, in jedem Fall

||U*HLP(Q) <2 ||U’HLP(Q+) :
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Analog gilt g; € L?(Q) mit
1<i<n.

ou
19l e o) < 2 Ha—xiHLv@w

Behauptung 1. g; = g—;*_, 1<i<n.

Beweis. Sei ¢ € C°(Q). Fiir 1 <4 <n —1 erhalten wir

O , Ao, o, .,

:/ uaw dx,
Q4 Iz

wobei Y(2', x,) = (2, xyn) + o(a', —xy), bzw. fir i =n

*% _ / 6_80 ! a_SD !
/u R dx—/ u(m,xn)(a (m,xn)—i—a (', —xy,)) dx

Q+ Tn Tn

wobei p(a’, ) = (', 20) — (', ).

Sei 1 <i<n—1 Wihle n € C*°(R) mit n(¢t) =1 fiir ¢t > 2, n(¢) =0 fir ¢t <1,
0 <n < 1. Fiir k € N setze ny(t) = n(kt). Dann gilt

e = (2, 2y) = mr(an) € CF(Q4)

/ uawkdz:—/ au1/1kdx,k€N.
Q+ Oxi Q+ dz;

W _ 0 O
axi =Mk axi 6951

und

Beachte

Y = e — P,

fast iiberall (k — o0).

Mit dominierter Konvergenz folgt

0 0 0
/u* (pdx:/ uwdx:lim uwkdac:—lim uwkdac
Q ZT; Q4 ZT; k—oo Q4 ZT; k—o0 Q4 ZT;
ou ou
=— wd,r:—/( )*(pdx:—/gl«pdx.
Qi 8:01 Q (9:6Z Q
Sei nun i = n. Beachte p(z’,0) = 0, p € C'(Q); insbesondere also
lp(a’, 20)] < C'lan|. (8.4.1)

Setze pr = nk(zn)p € C°(Q+), k € N. Dann gilt

0 0 oo 0
/ uﬂdx:—/ —upkdx(ki)—/ —updx:—/gngodx.
Q+ Oz Q+ Ozn Q+ Ozn Q
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Schatze ab
dpr.~ Op / Oy, / dp
— — —)dx| < —(z, d 1-— —d
|/Q+ U(axn awn) ZE| B Q+ |U| | ot (x )‘ |p| v ‘ Q4+ U( nk)axn SC‘
=: Iy + I I}.

Wegen 1, — 1 fast iiberall folgt 1T, — 0 (kK — o0). Mit Definition von 7y
und BZT) erhalten wir weiter }6—(;% p| < C, und absolute Stetigkeit von [ |u|dx
ergibt

I, <C lu| dr — 0 (k — o0).
{z=(a',xn); O<zn<%}

f/gncpdz:/ u@dz:/u*%dz.
Q Q. Orn Q On

Betrachte nun ein beliebiges offenes 2 C R™ mit 02 =T.

Es folgt

Definition 8.4.1.  C R" ist von der Klasse C!, falls zu jedem xo € 0N
eine Umgebung U sowie ein Diffeomorphismus ¥ € C1(U;R™) auf V := ¥(U)
existieren mat

U(zg) =0 und T({UNQ)=Vn{z=(x1,....2n); Tn >0},

also auch
V(U NIN) =V N (R x{0}).

Auf Gebiete der Klasse C'! kénnen wir das Resultat aus LemmaRZTliibertragen.

Satz 8.4.1. Sei Q wvon der Klasse C* mit kompaktem Rand T'. Dann gibt es
einen linearen Fortsetzungsoperator E, der fir jedes p € [1,00] einen stetigen
Operator E: WHP(Q) — WLP(R™) induziert, so dass fiir jedes u € W1P(2) gilt

i) (Bu)lo = u,

i) || Eullpogny < Cllullpo @),

i) ||Eu||W1«P(]R") = C”“HWW(Q),

mit einer von p unabhingigen Konstanten C = C(Q).

Beweis. Da Q von der Klasse C!, und da I' = 9Q kompakt, existieren Um-
gebungen Uy, ..., Ur mit I' C 161 U; und C'-Diffeomorphismen H;: Q — U,
mit

HZ(QJF):UIQQ, Hl(Qo):UlﬁF, 1<I<L.

L
Wihle Uy C 2 offen mit dist(Up,I') > 0 und mit Q@ C |J U;. Weiter sei (¢;)o<i<r
1=0
eine Zerlegung der Eins auf Q bzgl. (U;)o<i<r mit
L
0< ¢ <1, supp(p;) CU;, 0<I< L, und Zgol =1 in Q.
1=0
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L
Sei u € WHP(Q). Zerlege u = Y uy, wobei u; = gyu € WHP(Q), 0 <1 < L.
=0

Behauptung 1. uy = pou € WHP(Q) lisst sich durch

_ Jue(z), ze€Q
Uo(x)_{o, rdQ

fortsetzen zu vg =: Eug € WHP(R™) mit

Vug(z) = g(x) = {(qupO +poVu)(z), z€Q,

0, sonst.

Beweis. Offenbar gilt vo € LP(R") mit [|vo|l ,»gny < [[ull 1n(q): analog erhalten
wir g € LP(R™) mit

19y < Cllull oy + IVl oy < Clullyrng -

Sei p € C°(R™). Beachte pop € C°(R). Es folgt

/ vV dx

/prVgo dx = / uV(pop) dx — / upVo dx

Q Q Q

=— [ Vu(ppy) dx — / upVo dx
Q Q

= */(sﬁoVquuV@o)sa dr = */ g dx = f/ g da;
Q Q R™

also g = Vg, und vy € WHP(R™). O

Fir 1 <[ < L setze

H)*o H
w(z) = {((ulo 1)* o H, )(z), x € U,
0, sonst,

wobei (u; o Hy)* € WP(Q) wie in Lemma [R.Z.1] definiert ist.

Behauptung 2. v; = Eu; € WHP(R™) ist wohldefiniert und hat die Eigen-
schaften i) - iii) des Satzes, 1 <[ < L.

Beweis. Nach Satz [B.3.3] gilt ’Ul’Ul € Whr(U;). Da mit
supp(ur) C supp(pr) N CC U

auch gilt supp(v;) CC Uy, ist vy € WHP(R") analog zu Behauptung 1 eine
Fortsetzung von u;. Weiter folgt mit Satz[R.3.3 bei geeigneter Substitution

lorllwre@ny = (w0 Hi)* o H Hlwrew,) < Cll(w o Hi)* lwirg)
< Cllugo Hillwrr(q,) < Cllullwrrw,ne) < Cllullwrr@)

fiir jedes 1 < [ < L mit einer von p unabhéngigen Konstanten C' = C(9).
Analog erhalten wir die Abschétzung ii). O
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Mit der Linearitdt der verwendeten Zerlegung folgt der Satz aus den Behaup-
tungen 1 und 2 . O

Der Rand beschrinkter Gebiete ist stets kompakt. Satz B4l zusammen mit
Satz 821 liefern dann das folgende Resultat.

Korollar 8.4.1. Sei Q2 CC R™ von der Klasse C', 1 < p < co. Dann liegt der
Raum C*(Q) dicht in WP (Q).

Beweis. Sei u € WHP(Q), v = EBu € WHP(R") die Fortsetzung von u geméss
Satz BZATl Nach Satz B2 gibt es (vx) € C®° N WHP(R™) mit vz — v in
WLP(R™). Fiir u, = vg|q € C*°(Q) gilt dann ug, — v in WHP(Q) (k — o). O

Erstaunlicherweise gilt die Aussage von Korollar [R.4.1] auch fiir unbeschrénkte
Gebiete ohne weitere Annahmen an den Rand.

Korollar 8.4.2. Sei Q C R™ von der Klasse C*, 1 < p < oo. Dann existiert
zu jedem u € WHP(Q) eine Folge (ug) C C°(R™) mit |Juglo — ullyrpgy = 0
(k — o0).

Bemerkung 8.4.1. 9) muss nicht kompakt sein.

Beweis von Korollar[8.7.2. Sei u € W'P(Q) und sei § > 0 vorgegeben.

Behauptung 1. 3 € WHP(Q) mit supp(tt) CC R™ und ||@ — ullyy1 ) <0

Beweis. Sei n € C(B2(0)) mit 0 < n <1 und n =1 auf B1(0). Fiir k € N
setze n(z) = n(x/k) € C°(Bax(0)) mit |Vni| < C/k und n, — 1 fast iiberall
(k — 00). Mit dominierter Konvergenz folgt

e — ull2, = / (1 — n)P dx =0 (k = o0).

Weiter gilt V(nx - u) = uVng + nVu. Mit
lu Vel llzr < CE~Hlullr =0 (k — o0)
und ||7xVu — Vul|;, = 0 (k — o0) erhalten wir
IV (k) = Vull, =0 (k — o0);

also nru — u in WHP(Q) (k — o). Setze @ = nyu fiir geeignetes k = k(5). O

Da 09 N supp() kompakt, liefert das im Beweis von Satz B4l benutzte Ar-
gument eine Fortsetzung o = Eu € WP(R™) mit supp(?) CC R™ und den Ei-
genschaften i)-iii) aus Satz B4} insbesonder 0|q = @. Glittung durch Faltung
liefert eine Schar 0 = p.+0 € C°(R") mit |0 — |y (gny — 0 (€ = 0) gemiiss
Lemma Zum vorgegebenen § > 0 wéhle £ > 0 mit [|Te — Olyy1gny < 6.
Es folgt

9|0 — ullyyrp < 10 = Dllwre@ey + [|0]la — ullwrr@) < 20.
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Steigen die Anforderungen an das Gebiet (2, wenn wir Funktionen in WhP(Q)
fiir ein k > 1 durch Funktionen in C*°(2) approximieren wollen?

Satz 8.4.2. Sei @ C R" offen und von der Klasse C' mit kompaktem Rand
0Q = T'. Dann liegt der Raum C>=(Q) dicht in WP (Q) fiir jedes k € N und
jedes 1 < p < oo.

Bemerkung 8.4.2. 2 € C* geniigt fiir jedes k! Wir kénnen jedoch nicht gleich
argumentieren wie im Beweis der Korollare BZ.1] und

Beweis von Satz[8.7.2. Da Q € C', gibt es zu jedem Punkt g € I' Koordi-
naten und einen Zylinder U = Q, = B,.(0; R""1)x] — 7, 7[ um 29 = 0, so dass
UNT Graph einer C''-Funktion ¢ iiber dem Tangentialraum 7, I' = R" ™! x {0}
an I' im Punkt zg ist und mit

UNQ={( z,); 12| <7, v(2') <z, <7}

Zudem konnen wir annehmen, dass
1
v(x) - v(zg) > 3 fiir alle x e TN, (8.4.2)

wobei v(x) die dussere Normale an ) bezeichnet, mit v(zg) = —e,,.

Uberdecke T' mit endlich vielen derartigen Umgebungen Uy, ..., Uz um Punkte
r; €', 1 <1< L, und wihle Uy C € offen mit Q C UlL:OUl wie im Beweis
von Satz [BZ4Il Weiter sei (¢;)o<i<r, eine Zerlegung der Eins auf Q beziiglich
(Ul)oglgL, und sei u € Wk’p(Q).

L
Zerlege u = > w; mit u; = up; € WFP(Q) fiir jedes [. Wir konstruieren glatte
1=0
Néherungen fiir u;, 0 < I < L. Sei dazu 0 < p € C(B1(0)) mit [5, pdz =1
ein Standard-Mollifier, und skaliere ps(x) = 6 "p(z/d) € C°(Bs(0)), § > 0.

I = 0: Da Ky := supp(ug) C supp(po) C Up C Q mit &y := dist(Ko, Q) > 0,
gilt fiir 0 < § < &g die Beziehung

v = ps *ug € CX(Q), und [[vf — uollwrs — 0 (50)
analog zum Beweis von Satz [B2.1]
[ > 1: Wé&hle Koordinaten mit z; = 0 und U; = @, wie oben. Es gilt
Ky = supp(w) C supp(pr) CC U

mit §; := dist(K;,0U;) > 0. Mit (84.2) erhalten wir fir z € UyNQ und € > 0
mit = + ce, € K die Abschiitzung dist(x + ee,, Uy NT) > /2.

Fiir € > 0 setze vf = w; 0 T. € W*P(U; N Q), wobei T. die Verschiebung
T.:UNQ>x— x+ce, € R”

bezeichnet.

Behauptung 1. Es gilt vf € W*P(U; N Q) mit 0%vf = (0%u;) o T. € LP fiir
alle || <k, und [[vf — wi|lwrrw,no) — 0 (6 = 0).
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Beweis. Sei ¢ € C(U;NQ), |a] < k. Fir e > 0 gilt nach geeigneter Substitu-
tion

/ (0w)oT)pdr = [ 0w(poT ") dx
UinQ Q
= (0 [ wor(eo Tt do = (-1 [ (@) 0 T:) do
Q Q
= (—1)lel / (w0 T:)0%p da = (=)l / v; 0% d.
Q U,NQ

Da weiter fiir f € CO(U; N Q) gilt ||f o Tz — fllLo@wino) — 0 (¢ = 0), und da
jedes 0%y, |a| < k, durch Funktionen (f2,)men C CO(U; N Q) in LP(U; N Q)
approximiert werden kann, folgt die Behauptung. (|

Beachte, dass fiir jedes € > 0 zur Definition von v; nur die Definition von u an
Punkten z € K; benutzt wird, wo dist(z,U; NT)) > ¢/2. Fir ¢ < 26; kénnen
wir daher wie im Falle [ = 0 durch Faltung glétten.

Fiir 0 < 0 < /2 < §; setze vl‘s’a = ps *vf € C°(U; N Q). Wie in Lemma [[3.3]
folgt Hvl‘s’8 — V7 || Lrw,n0) — 0 (6 — 0). Analog erhalten wir fiir jedes |a| < k fiir
8“1}?’5 = ps * 0%vf die Konvergenz

Haavl&8 = 0%V | Lr(uiney = 0 (6 — 0);

also [0 — vf [k gy — 0 (5 — 0).

Zu vorgegebenem v > 0 gibt es also 0 < 0 < £/2 < §; mit

3, g,
[[v] T ulHW’“’P(UmQ) < [lv c- UZEHW"’P(UMQ) + llof — ul”W’“’P(UmQ) <7.

Die Behauptung des Satzes folgt. O

Bemerkung 8.4.3. i) Allgemeiner geniigt fiir die Aussage des Satz[R. 4.2 dass
Q C R” offen mit kompaktem Rand 0f2 die Segmenteigenschaft besitzt; verglei-
che Adams: “Sobolev spaces”, S. 66.

ii) Es lassen sich sogar fiir beliebiges & € N und 1 < p < oo Funktionen
u € WFP(Q) analog zu Satz BT fortsetzen, sofern QO C R™ offen mit kom-
paktem Rand 02 nur eine gleichméssige Kegelbedingung erfiillt; siche Adams,
Satz 4.32. Dies ist insbesondere bei Gebieten Q € C' mit kompaktem Rand
der Fall. Der Beweis dieses auf Calderon zuriickgehenden Fortsetzungssatzes
benutzt die Calderon-Zygmund Abschétzung aus der Theorie der singuldren
Integraloperatoren, was die Einschrankung 1 < p < oo erklart.

Wie kann man fiir u € W1P(Q) sinnvoll die “Spur” u|spq erkliren?

Lemma 8.4.2. Sei u € W'?(Q4), 1 < p < oco. Dann ist ulg, € LP(Qo)
wohldefiniert, und der ,Spuroperator

WHP(Q4) 3 u = ulg, € LP(Qo)

ist linear und stetig.
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Beweis. i) Sei u € C1(Q). Fiir 2’ € Q gilt

n Ou

w(@’,0) = u(a', z,) — /0 — (', s) ds.

oxy,

Nach Mittelung bzgl. x,, erhalten wir die Abschétzung

1 1
lu(x’,0)| S/ lu(x’, z,)] dmn—i—/ |Vu(x', s)| ds.
0 0

Fiir 1 < p < oo folgt mit der Minkowski- und der Holderschen Ungleichung

1 1
(e, 0) o) < / (20l ooy ditn + / Va2 00y den

<lullzegry + IVull ey = llullwirgy)-

ii) Sei u € W1P(Q), 1 < p < co. Nach Satz BZI gibt es (ux) € WP N CL(Q)
mit |lug — u|lwie — 0 (K — o0). Mit i) folgt

luklQo — wilQollLe(Qo) < lluk — willwirg,) — 0 (k,1— o).

Da LP((Q)o) vollstindig ist, existiert u|g, := klim Uklg, € LP(Qo), und
— o0
[ul@ollzr@o) = Hm [lurlqollze@o) < Hm flukllwisy) = lullwieqy)-

iii) Sei w € WHP(Q4), 1 < p < oco. Betrachte u* € WHP(Q) gemiiss Lemma
BT und benutze ii)!

iv) Sei u € Wh*(Q4). Da Q4 CC R", gilt u € WHP(Qy) fiir jedes p < oo.
Wihle (ug) C CH(Q) mit ||ug — ullwrr — 0 (k — 00) fiir jedes p < oo. Mit ii)
erhalten wir eine von p < oo unabhéingige Spur u|g, € Np<ooLP(Qo) mit

lulQoll o= (o) = Jim [lulQollze(qo) < Jim flullwrrigyy < llullwse(oy)-

O

Fiir ein Q der Klasse C'!' mit kompaktem Rand 9Q = I' kann man den “Spur-
raum” LP(T") mittels lokaler “Karten” H: Q@ — R™ mit H(Q4) = QN U,
H(Qo) = T' N U erkliren. Die durch verschiedene Uberdeckungen von I' de-
finierten Normen auf LP(T") sind dquivalent.

Satz 8.4.3. (Spursatz) Sei Q C R™ offen, von der Klasse C', und sei der
Rand 02 =T kompakt. Dann ist der Spuroperator

WhP(Q) 3 u s ulp € LP(T)
fiir alle 1 < p < co wohldefiniert und stetig; das heisst, es gilt

||U|F||Lp(1“) <C ||U||W1,p(Q) .

Beweis. Ubung O
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Bemerkung 8.4.4. i) Der Spuroperator ist nicht surjektiv. Insbesondere lie-
fert Korollar B3] fiir u € W1>°(Q) einen lokal Lipschitz stetigen Repriisentan-
ten u € C°(Q) mit Spur ulp € WH°°(T). Daher “definiert” man fiir 1 < p < oo
als Spurraum

WP (1) = {ulr;u € WHP(Q)}

mit der Norm

U _1 = inf v||lwie)-
| |FHW1 »7(r) VEWLP(Q); u—vEW, P (Q) Follwe.rey

Die Rédume W*? mit s ¢ Z lassen sich auch intrinsisch definieren; sieche Adams,
“Sobolev spaces”, S. 208 ff.

ii) Fiir Q@ cC R™ von der Klasse Ct, u € HF(Q) mit u = limg_yoo up fiir
geeignete (ux) C C2°(Q) gilt ulr = limg—o0 ux|r = 0 in L3(T); das heisst, die
schwache Lésung u € H}(2) des Dirichlet Problems

—Au=fin Q, u =0 auf 00
erfiillt die Randbedingung u = 0 fast tiberall.
Betrachte nun auch Randdaten ug|r, wobei ug € H'(£2).
Satz 8.4.4. Sei Q) CC R™ von der Klasse C'. Dann gilt
HY(Q) = H}(Q) @ {ug € H(Q); Aug = 0}, (8.4.3)
und fir u = ug +u1 € H'(Q) mit uy € H} (), Aug =0 gilt
IVulZ: = [VuollZs + Ve |22 (8.4.4)

Zu jedem u € HY(QY) gibt es also eine eindeutige harmonische Fortsetzung ug
von u|r, und ug hat minimale Dirichlet-Energie

1 2
E(ug) = = Vug|® dx = min E(v).
(uo) 2 /Q| ol vEHL(Q), u—veEHY(Q) ()

Beweis. Zuu € H'(Q) sei u; € H(Q) die eindeutige Losung des Problems
Vo € Hy(Q): / Vu1Vp dex = / VuV dz, (8.4.5)
Q Q

gemiss Riesz, Satz [3.2] wobei wir beachten, dass Vu € L2. Setze ug = u — uy.
Dann gilt wegen (B45) fiir alle ¢ € C°(£2) die Gleichung

/ (—Aug)p dz = / VuoVo de = | VuVe dr — / Vu1 Ve dx =0,
Q Q Q Q

wobei wir Aug als Distributionsableitung deuten; das heisst, Aug = 0, und der
erste Teil von (B43)) ist bewiesen. Weiter erhalten wir

IVull3e = IV o+ w3 = [Vuolfs + [Veall3a +2 [ VuoPus da.
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Da u; € Hi(Q), existiert (¢r) C C°(2) mit o — ug in H*(Q), und

/ VupgVuy de = lim | VuyVe, de =0, (8.4.6)
Q Q

k—o0

was ([B44) zeigt. Falls u € H}(Q) mit Au = 0, so ergibt (84E6) zudem mit
ug = w1 = u/2 sofort Vu = 0, zusammen mit der Poincaré’schen Ungleichung,
Lemma [T.T2 also u = 0. Die Zerlegung (84.3) von H'(Q) ist daher direkt. O

Korollar 8.4.3. Sei Q CC R™ wvon der Klasse C*. Es gilt H}(Q) = {u €
HY(Q); ulr =0}, wobei die Spur u|r gemiss Satz[8.4.3 erkldrt ist.

Beweis. “C” folgt mit Bemerkung B 4.4lii). Zum Beweis der umgekehrten In-
klusion sei v € HY(Q) mit ulr = 0. Dann ist up = 0 schwache Losung des
Dirichlet Problems Aug = 0 in Q, ug|r = 0; geméss Satz B4 also u = u; €
HYQ). O

8.5 Sobolev-Einbettung, p <n

Betrachte zunichst ) = R".

Satz 8.5.1. (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Sei 1 < p < n und sei der
“Sobolev-Exponent” p* > p gegeben durch # === %; das heisst, p* = &

1
P n—p’
Dann gilt WHP(R™) «— LP" (R™), und

[l Lo gy < C I Vuull Lo (e

fiir alle uw € WHP(R"), wo C' = C(n,p) = {222,

n—p
Bemerkung 8.5.1. Bei Skalierung v — ug(x) = u(Rx) gilt
IVunlly, = [ 1Vurl do = B[ Vulf,

RTL

lurlLe = R ||lullZ,-
Falls es eine Beziehung ||u||ze < C||Vul|re gibt, so gilt
R Jlullps = llugllzs < ClIVuglle = CR'™ 7| Vulls,

fur alle R > 0, also
VR >0: R%~a7Y < C(n);

das heisst, % - % = %. Die Zahl p* ist somit der einzig mogliche Exponent.
Beweis von Satz[8.5.1]. i) Betrachte zunédchst p = 1 und v € C*(R™). Fiir
festes i € {1,...,n}, x = (z1,...,x,) schiitze ab
lu(@)] = |u(z1, ..., 2n) — Um w(Z1,...,%i—1, S, Tit1,-- - Tn)|
5——00
i Qu
= T1yeeey Tie1,8,Tit1y.-,Tn) dS
’ - &Ei( g i+ n) ‘
o0

< / IVu(zy, .., @ic1, 8, Tig1, .-, xn)| ds =: fi(x}),
— 00
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wobei @} = (T1,...,Ti—1,Tit1,.--,Tn) € R?71 1 < i < n. Es folgt

fua)| =7 < T[(fuw) (8.5.1)

=1

mit [, fi(z}) da) = ||Vu|lp, 1<i<n

Behauptung 1. Es gilt [] (fl(gc;))ﬁ € LY(R™) mit
i=1

T =l =TT Gt ™ = o

Beweis. (Induktion nach n)
n = 2: Mit Fubini folgt

2 o o
/Rz;l:[lfz(z;) dr = /_oo /_oo f1(x2) fo(x1) dzq das
= /700 fl(fEQ) dxo /700 f2($1) dr; = Hquil(RZ) .

n—n+1:Da l + ”T_l =1, folgt mit = (2/, zy,41) zu festem x,,11 mit Holder

n+1

/] II (e D e’ < Wl (| [0 1)

< ||f’n+1HL1(Rn) H / Ji(y, Zng1) dy);

wobei wir im zweiten Schritt die Indunktionsvoraussetzung benutzen. Da weiter
1=mn-1/n, folgt erneut mit Holder

oo N N n |
/ H (/Rn ) fi(yaiﬂn-',-l) dy) " drpg < H ||fi||£1(]Rn);

il - i=1
also
n+1 n+1 s
/]R - H f’L d.fC < H ||f'b||L1(]R" HVUHL?(RTLJA) s
wie gewiinscht. O
Mit Behauptung 1 und 5T folgt fiir alle n > 2, u € C°(R™) die Abschétzung

ol e ey < IVl ey - (8.5.2)

ii) Sei nun 1 < p < n, und sei zunéchst weiter u € C°(R™). Betrachte v = u'
fiir ein noch zu bestimmendes ¢ > 1. Sei ¢ = ﬁ zu p konjugiert. Mit (85.2])
folgt mit Holder
||’U||Lﬁ(Rn = H ||Lﬁ(R") = ||vv||L1(R")
. (8.5.3)
=t [ [Tl do < e [l ey
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Wihle t so, dass

tn t—1)p
n—1 p—1
das heisst,
n p p
t _ _
(n—l p—l)er—l 0
oder
p(n—1) _pn—1)

p(n—1)—n(p-1) n—p

Somit erhalten wir den Sobolev Exponenten

in  pn

n—1 n-—p
und Abschiitzung (85.3) ergibt

p(?’L— 1)|

lull o < VUl Lr@n) = |Vull Lo gn)-

iii) Schliesslich sei u € W1P(R™). Nach Satz B2 gibt es (ux) C C°(R™) mit
|lu — ukllwie — 0 (k — o0). Mit (BE2), bzw. (85.3) folgt

lug — wi| Lo gny < C||V(ug —wi)||Lr@ny = 0 (k1 — 00),
also uy, — u in LP (R™) (k — oo), und [ull Lo ®ny < ClIVullLorn)- O

Bemerkung 8.5.2. i) Fiir p = 1 gibt es eine enge Beziehung zwischen Satz
B5T und der isoperimetrischen Ungleichung

(LM(Q) < C(n)H"(09) (8.5.4)

fiir @ cc R™ der Klasse C.

Sei 0 < u € C2°(R™) mit nur endlich vielen kritischen Punkten in supp(u). Nach
lokaler Substitution ® (2, z,) = (2’,u(z)) (in geeigneten Koordinaten, so dass
2w 2£0) folgt

/ |Vu| do = / (/ dH™ ) dt = / H"HOQ(t)) dt, (8.5.5)
n 0 {z; u(z)=t} 0
wobei Q(t) = {z;u(x) > ¢}, t > 0. Mit der Darstellung

u(x) = /O°° Xa) (z) dt,

und mit der Minkowski-Ungleichung erhalten wir sodann

[e'e) S n—1
full e < [ vt = [ (£ 0200) et

(@ C(n) /Ooo HL(9Q(L)) dt B2 C(n)||Vul 1.
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Umgekehrt kann man fiir Q@ CC R” der Klasse C 1 glatte Funktionen 0 < uy <1
finden mit ug = 0 auf 012, k € N, so dass uyp — xq fast iiberall in 2 und

/ |Vug| dz = /OO (/ dH"1) dt — 11 (09) (k — o).
Rn 0 {23 ux ()=t}
Mit
ol = ([ xade) S = (@) (6 o0
und Satz B.5.1] folgt (85.4) .
ii) Der Grenzfall p = n: Nach Beispiel BT.2lii) gilt

1
1oglog(m) € Wl’”(Bl/e(O)), n > 2;

das heisst, W1 (R") & L°°(R"), n > 2. Bemerkung B.5.1] zeigt, dass anderer-
seits auch keine Ungleichung der Art

[ulla < C IVl pn

fiir ein ¢ < oo bestehen kann.
Satz 8.5.2. Es gilt WL™(R™) — LP(R™) fiir n < p < 0o, und

Yu € WH(R™): ||ullpe@n) < C(n,p)||ullwingn)-
Beweis. Sei u € C°(R™), n > 2. Mit (85.3) und Holder folgt

t
n—1

lull’ eay < t/ |Vullul ™ do < |Vl Lo el g
R™ L 1

Bei Wahl von ¢ = n erhalten wir aus der Youngschen Ungleichung

el e < nl[Vull e Jul 37t < IVllZn + (0= Dlfullin < Cllulfym.

n2
1

Iteration mit t = n+1, n+2,...ergibt ||ul|;», < Ck ||u|/yy1.. fiir eine Folge von
Exponenten p — oo (k — 00). Mit der Holderschen Ungleichung erhalten wir
die Behauptung fiir jedes g > n. O

Wir betrachten nun auch Gebiete €2 C R™.

Satz 8.5.3. Sei ) CC R™ von der Klasse C*, und sei 1 < p < n mit Sobolev-
Ezxponent p*, wo & = %— L. Dann gilt WhP(Q) < L9(Q) fiir jedes 1 < q < p*,
und die Einbettung ist kompakt fir q < p*.

Bemerkung 8.5.3. i) Wegen Skalierungsinvarianz entsprechend Bemerkung
[R50 kénnen wir fir ¢ = p* keine Kompaktheit erwarten. Sei z.B. Q = B;(0),

u € C2°(By(0)), und fiir R > 1 betrachte up(z) = R 7 u(Rx) € C(By/r(0))
wit Vgl zo = Vol 2o, llull o = ]l e und mit

ur = 0in WHP(B1(0)) (R — 00).
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ii) Die Kompaktheitsaussage im Fall ¢ < p* stammt von Rellich und Kondrakov.

iii) Falls © nicht von der Klasse C? ist, so ist die Kompaktheitsaussage im
Allgemeinen falsch. Betrachte dazu Q0 = U2 | By 43 (@), wobei o — x (k — o0)
mit |z — 2| > 2/k? fiir k > | € N, und dazu die Folge (ug)reny C WHP(Q) mit
u = k¥ auf By s (vx) und uy = 0 sonst, k € N, mit u, — 0 (k — o0) fast
iiberall bei konstanter Norm ||ug|wi» = ||ugllLr =c> 0, k € N.

Beweis von Satz[8.5.3. i) Seiu € WP(Q2). Nach SatzRZTgibt es v = Eu €
WLP(R™) mit v|q = u, und mit Satz BET] folgt

lullLes @) < vl per @y < CIVOIwrr@n) < Cllullwrr)-
Da Q CcC R™ beschriinkt, folgt u € L1(Q), 1 < ¢ < p* und

[l Loy < Cn,p, ¢, Dlullwrr)-

ii) Sei F € WP(Q) beschrinkt. Zu u € F betrachte v = Fu aus Satz R4l
Nach Satz B3l gilt fiir |h| < 1 die Abschétzung

sup _[|mnv — vl[Lr@) < Clh|  sup FHWHLp(Rn) < Clhl Sugl\Umem)
ue

v=Fu, ue v=Fu, ue

wobei 7,0 = v(- + h). Mit dem Satz von Fréchet-Kolmogorov, Satz [6:3:2] folgt
relative Kompaktheit von F in LP(€2).

Sei nun 1 < ¢ < p* beliebig, (ux) C WP(Q) beschriinkt. OBdA gelte u, — u
in L?(Q). Da Q beschrinkt, konnen wir fiir ¢ < p mit Holder abschéitzen

lur = ull o < Cllug —ullp =0 (k= 00).

Fiir p < ¢ < p* wihle 0 < o < 1 mit % = % + 1;*”‘ und schétze ab

o 50 (k— o0).

Jur = ull Lo < lluk —wllgellue —ull7,:

O

Korollar 8.5.1. Sei Q CC R" von der Klasse C*. Dann gilt W™(Q) < L9(£2)
fir 1 < q < oo, und die Einbettung ist kompakt fir jedes q.

Beweis. Es gilt Whn(Q) — WhP(Q) fiir jedes p < n. O

8.6 Sobolev-Einbettung, p > n

8.6.1 Holder-Riume

Sei Q@ C R” offen, u: @ =R, 0 < a< 1.
Definition 8.6.1. u ist Holder stetig mit Fxponent «, falls

Va,y € Q: u(z) —u(y)| < Clz —y|”.



156 KAPITEL 8. SOBOLEV-RAUME IM RV

Der Ausdruck () W)
u(z) — u(y
[ulco.a == sup —F—F—
z,yEeN, x#Yy |:Zj - y|

heisst Holder (Halb-)Norm.

Bemerkung 8.6.1. i) Ein mit Exponent o > 0 Holder stetiges u: £ — R ist
gleichmiissig stetig und lisst sich daher zu u € C°(2) fortsetzen.

ii) Falls 2 CcC R™, so definiert
[ullgo.e = llullco + [u]co.a
eine Norm auf dem Raum

C%*(Q) := {u € C°(Q); u ist Holder stetig mit Exponent a}.

ili) Fiir allgemeines offenes 2 C R™ definiert ||u[/ 0. eine Norm auf dem Raum
CO(0) = {u € COQ); Jlullgo + lene < o0}

Beispiel 8.6.1. i) u € C%1(Q2), genau dann, wenn u Lipschitz stetig ist.

ii) Sei Q =] — 1,1[; dann ist u(z) = |z|* € C**(Q).

iii) Fiir 0 < 8 < a < 1 gilt C%¥(Q) — C%8(Q), wo C%0(Q) = C°(Q).

Satz 8.6.1. C%%(Q) ist vollstindig, 0 < o < 1.

Beweis. Sei (u,) C C%*(Q) eine Cauchy-Folge. Dann ist (uz) auch Cauchy-
Folge in C°(£2), und es existiert u € C°(Q) mit

lur, — ullco = 0 (k= o).
Behauptung 1. u € C%%(Q).
Beweis. Fiir x # y € () schétze ab
fula) —u(y)l = Jim fug(z) - ur(y)] < suplugleo. v —y[" < Clo —y["
|
Behauptung 2. uy — u (k — 00) in C%*(Q).
Beweis. Fir x # y € § schitze ab

=)o)~ (s~ _
|:C7y|a =00 |z — vyl

< limsuplug — ui]co.e =0 (kK — 00)
l—o00

gleichmiissig bzgl. 2,y € Q. Nach Ubergang zum Supremum bzgl. z # y € Q
folgt die Behauptung. O
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Somit konvergiert (ux) in C%%(2), wie gewiinscht. O

Satz 8.6.2. Sei Q) CC R™. Dann ist fir 0 < 8 < a <1 die Einbettung
c%(Q) — %P (Q)

kompakt.

Beweis. Sei F C C%%(Q) beschriinkt. Dann ist F auch beschriinkt in C°(Q).
Da fiir x # y und beliebiges u € F gilt

lu(z) — u(y)| < sup[v]co. [z —y[,
veEF

ist 7 zudem gleichgradig stetig und daher geméss dem Satz von Arzéla-Ascoli,
Satz [63.1] relativ kompakt in C°(Q). Fixiere nun 3 < a.
Behauptung 1. F ist relativ kompakt in C%%(Q).

Beweis. Sei (uj) C F. OBdA u, — u in C%(Q) (k — oo). Fiir z # y € Q
schétze ab

(g — w)(x) — (ugp — w)(y)l

o —y|”
—g/a (| —u)(x) — (ur — wr)(y)|\ B/
< 2hus i (=)= o~

< 2 flug — wl o™ fun — w)ih < C uk — wllge™* .

Es folgt

g — w]op = sup 1= W@ = (W = w) )]

1-8/«
0
#YEQ @ —y|”

< Clluk — wil

)

und (uy) ist Cauchy-Folge in C%#(€2). Da C%#(Q) nach Satz B6.1 vollstindig
ist, folgt u € C%#(Q) und

[ur, — ulcos = 0 (k — o0).
O
Die Aussage des Satzes folgt. O
Bemerkung 8.6.2. Im Unterschied zum Fall o = 0 liegt fiir 0 < o < 1 der
Raum C*° () nicht dicht in C%*(Q).

Beweis. Betrachte z.B. Q =] — 1,1], u(z) = |z|*, 0 < a@ < 1. Nimm an, es
existiere (ug) C C1([0,1]) mit |Jux — ul|go.a — 0 (K — o0).

Beachte, dass fiir alle k € N, alle 0 < |z| < 1 geméss Mittelwertsatz eine Zahl
0 < 6 <1 existiert mit

ug(z) — ug(0) = uy(0z)z.

Es folgt
vk eN: lim O w0 _ )
sho @
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und damit

Vk € N: [ug—u|go.a > limsup (e = w)(@) = (ux = w)(0)]
lel40 [

= lim sup u;c(())ia -1 >1
10 ||

im Widerspruch zur Annahme. O

Wir kénnen nun den Sobolev-Einbettungssatz auf R™ formulieren.

Satz 8.6.3. Seip > n. Dann gilt WHP(R™) — CO%*(R") mit a« = 1 — 7, und
mit einer von u unabhdngigen Konstanten C' > 0 gilt

Yu € WHP(R™): ||u||CUwa(]Rn) <C ||u||W1,p(Rn) °
Zum Beweis beniitzen wir eine dquivalente Integral-Norm auf C%<().

8.6.2 Companato Riume

Sei Q C R"™ offen. Fiir zg € Q, r > 0 setze

Qr(xo) = B,-(.ro) N Q.

Definition 8.6.2. Q heisst vom Typ A fiir ein A > 0, falls fiir alle x¢ € €,
0 <r < min{l, diam(Q)} =: ro(Q) gilt

L*(Q(z0)) > Ar™.

Beispiel 8.6.2. Jedes  CC R” von der Klasse C' ist vom Typ A fiir eine Zahl
A>0.

Fiir Q vom Typ A > 0, u € L} (Q), 29 € Q, 0 <1 < ro(Q) setze

loc

Xl f
Ugyr = T u dr =: u dx.
L2 (20)) Ja, (20 Q. (z0)

Definition 8.6.3. Firl < p < oo, A > 0 setze
ﬁp’)‘(ﬂ) = {u S LP(Q); [U;]LPA(Q) < OO},
wobei

i
[ulgra) == sup (T‘A/ U — Uy o7 dz)?.
o€, 0<r<ro Q- (z0)

Satz 8.6.4. LP*(Q) ist vollstindig bzgl. der Norm

lullzor = llull Lo + [ulra-
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Beweis. Ubung. O

Satz 8.6.5. (Campanato) Sei Q2 von Typ A fir ein A >0, und seien A > n,
1<p<oo,a= ’\%". Dann gilt LPAN(Q) = C%*(Q), und

Vu € LP2(Q): |ullgoa < Cllullzraqy

mit einer von u unabhdngigen Konstanten C > 0.

Satz [B.6.3] 14sst sich auf Satz B.6.5] zuriickfithren mit der folgenden Variante der
Poincaré-Ungleichung.

Satz 8.6.6. (Poincaré) Sei u € WHP(R"), 1 < p < oo. Dann gilt fiir alle
zg €R", r>0

/ lu — g, " dz < C’rp/ |Vul|P dz.
By (x0) By (o)

Beweis von Satz[8.6.3. Mit Satz und Satz folgt
Wl,p(Rn) oy Kp,p(Rn) N CO,a(Rn),

O

Wobeia:%:lf

3

Beweis von Satz[8.6.6. Sei u € CX(R"), o € R", r > 0. OBdA z9 = 0,
B, (0) = B,. Schiitze ab mit Hslder

[ v dr= [ ) () dyfae
:cr-w/ y/ 1 (ue) — u(y)) dy|’da
Cip—np+n(p— 1)/ / )P dy dz.

Da np — n(p — 1) = n, folgt fiir z,y € B, mit
lu(z) — uly |—’/ —ux—i—t —ac))dt‘
! 1
<l|z— y|/ |Vu(ty + (1 —t)z)|dt < 2r(/ |Vu(ty + (1 —t)z)|” dt) /P
0 0
die Abschitzung

1
/ |u(z) — gy " dz < C’Tpfn/ / / [Vu(ty + (1 — t)z)|Pdt dx dy.
B, B.JB, Jo

Unter Ausnutzung der Symmetrie in x,y € B, erhalten wir mit Fubini und bei
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Substitution von z = ty + (1 — t)x € B_4),(ty) C B, bei festem y € B, somit
1/2
/ |u(z) — Ugy . |” dz < Crpfn/ / / |Vu(ty + (1 — t)z)|” dz dy dt
B, 0 B, /B,

1/2
< Crp_"/ / / |Vu(z)F dz dy dt
0 By J B1_¢)r(ty)

:Crp/ [Vu(2)[? dz,

r

wie gewiinscht. Da der Raum C2°(R™) nach Korollar B4.2 in W1P(R™) dicht
liegt, folgt die Behauptung. |

Beweis von Satz[8.6.5. Sei u € LP(Q) fiir ein A >n, 1 <p < 0.

i) Wir konstruieren zuniichst einen geeigneten Représentanten. Sei xg € £,
0 <r < ro(Q) = min{l,diam(Q)}. Fiir i € N setze r;, = 27% und betrachte
(umg,n)iEN-

Behauptung 1. (ug,r, )ien ist Cauchy-Folge.

Beweis. Da 2 vom Typ A, gilt fiir jedes i € N die Abschéitzung

|u101""i+1 — Ugg,r; < f(z (z0) |’U,(ZL'> — Ugg,r; dx
T (8.6.1)
< Cr;r"l/ [u(z) — tgy.r;| dx < C][ |u(z) — Uugy,r;| de.
QTi (IU) Q""L (:Eo)
Die Holdersche Ungleichung liefert
Foolul) o (o) = g de)
Q""L (:Eo) QTi (IU)
Es folgt
p 1/p
|U’Io,7“i+1 — Uzq,r; < C(]{) |’u’($) - uzoﬂ“i' d‘r)
o o) (8.6.2)
<Cr,* (ri_k/ [u — Uz, |” d) VP < Crtu] o
QTi (z0)
mit einer nur von der Zahl A abh#ngigen Konstanten C' > 0, und
k k
Uzo,ripr — uﬂﬁoﬂ“i| < Z |U’I07Ti+j - U’Im""i#rj—l‘ < C Zrz'%rj [u]ﬁp’*
Jj=1 Jj=1
SCT?[’UJ]LP,A —0 (’L*)OO,]C:]{QGN)
O

Fiir alle ¢ € Q existiert somit @(zo) = lim g, ,,, und
71— 00

< Orflu] g (8.6.3)

Vi € N: |ﬁ(:€0) - uzoﬂ“i| = klggo |UJI0,T¢+1€ = Uzg,r;
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Wegen Absolutstetigkeit des Integrals ist fur festes » > 0 die Funktion zg —
Ug,,r Stetig. Gemiss (B6.3) konvergiert (uy, r, )ien gleichmissig gegen 4; also
ist auch @ stetig. Schliesslich gilt mit dem Differentiationssatz von Lebesgue

1
_ - _
U(.To) rl—r)r(l) En(QT(Z'O)) /QT(I()) ua U(xO)

fast iiberall. Das heisst, @ ist Reprasentant von u, und wir diirfen oBdA anneh-
men, 4 = u {iberall.

ii) Wir zeigen nun u € C%*(Q) und ||ul|co.« < C||ulp.a. Zundchst folgt mit

B63) bei Wahl von r = rg die gleichméssige Abschétzung

sup |u(zo)| < sup |uro,r| + sup [u(zo) — Uzoyr|
xo To Zo

< Clluflp + Clulgrr < Cllull gps -

Behauptung 2. v € C%*(2), und fiir 29 # yo € Q mit 0 < |zg —yo| =7 <
gilt
|u(zo) — uyo)| < Cr[u]r.x.
Beweis. Mit (B6.3]) schitzen wir ab
[u(o) — u(yo)| < [u(@o) = Uao,2r| + [Uag, 20 = tyo.r| + |tyo,r — u(yo)]
< Cra[u]l:p*)‘ + |u$o,27“ - Uyo,rl :

Weiter folgt wie in (B6.1]), B6.2) mit 2, (yo) C Qa2r(x0) die Ungleichung

o~ el S fumunal e SO e de
Qr(yo) Qa2r(z0) (864)
S C( |u - UIO,erp d.’L‘) /e S Cre [’U/]Cp,x.
Q2 (z0)

O

Der Behauptung 2 entnehmen wir insbesondere auch die Abschétzung

[ulco.e < C [ulgon,

wie gewiinscht. O

Satz 8.6.7. Sei  CC R™ vom Typ A fiir ein A > 0, und seien 1 < p < oo,
A>n, =22 < 1. Dann sind die Riume LP()) und C*(Q) topologisch
und algebraisch isomorph; also

LPANQ) = C%(Q).

Beweis. i) LP(Q) — C%*(Q) folgt mit Satz

)
ii) Da Q ccC R”, gilt C%*(Q) — C°%Q) — LP(Q). Weiter gilt fiir zo € €,
0<r<round z,y € Q-(z0) stets |u(z) — u(y)| < Cr*u]co.a, also auch

/ U — Ugy " do < / ][ lu(z) — u(y)|” dy dz < CroP*™ [u]Z0,0-
QT(IU) QT(IU) QT(CE())
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Mit 7eP" = r* folgt
1
e = sup (r / o=ty f? )" < C o
zo, 0<r<ro Q- (z0)
wie behauptet. O
Satz 8.6.8. Sei Q CC R™ won der Klasse Ct, und sein < p < oco. Dann gilt
WP (Q) — C%*(Q)
fir0<a<a*=1- %, und die Einbettung ist kompakt fiir 0 < a < a*.
Beweis. Die Aussage folgt aus dem Diagramm

E (Satz (Satz B6.3)
(st D) 1

WLP(Q) Wl@(&n) CO,a* (Rn>

u—u * = kompakt fiir Ot* Satz P:‘m' —
(—>‘Q C0,0t (Q) ( <> ( -) CO7Q(Q>.
D

Das folgende Theorem liefert eine fiir Anwendungen in der Regularititstheorie
sehr niitzliche hinreichende Bedingung fiir die Holderstetigkeit von Sobolev-
Funktionen, die wir direkt aus Satz gewinnen konnen. Beachte, dass der
Exponent p > 1 hier beliebig sein kann.

Korollar 8.6.1. (Dirichlet Growth-Theorem, Morrey) Sei Q@ CC R™ von der
Klasse C1, und sei 1 < p < oco. Sei weiter u € WHP(Q), und mit Konstanten
O0<a<l, M >0 gelte

/ Vul? dz < MP proptee, (8.6.5)
Q. ()

gleichmdssig in xo € Q, 0 <1 < ro. Dann gilt u € C%*(Q), und [u]co.. < CM.

Beweis. Die nach Satz B4l konstruierte Fortsetzung v = Fu € WhP(R")
erfiillt offenbar ebenfalls (86.0). Daher diirfen wir o0BdA annehmen, Q = R™.
Mit Satz und ([R6E) erhalten wir fiir jedes g € Q, 0 < r < ry die
Abschitzung

/ |U*Uzom|p dr < Crp/ |Vu|p dz < CManera;
B;(zo) B, (zo)

das heisst, u € LPA () fiir A = n + pa, und

1
[ulgpr = sup (r‘k/ [u — gy r[” dm) " <CM.
By (z0)

xo, 0<r<ry

Da A > n folgt mit Satz B.6.5] dass u € C%(2) und

[u]co,a < C[U]Lp,)\ < CM.
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8.6.3 Schwache und klassische Differenzierbarkeit

Fiir p > n ist jedes u € WP fast iiberall klassisch differenzierbar. Zunschst gilt

Lemma 8.6.1. Sei ) CC R"™ von der Klasse C', und sein < p < oo. Dann
ezistiert C = C(n,p,Q), so dass fir alle u € WHP(Q), alle yo € B,(w) C
B2r($0) cQ gilt

lu(zo) — u(yo)| < c(rpf Vul? da) v (8.6.6)

Ba(z0)

Beweis. Nach Satz B6.8 gilt W1P(Q) — C%(Q) mit a = 1 — 2 > 0; insbe-
sondere ist jedes u € WP(Q) stetig, und wie in (8.6.3) gilt fiir alle 29 € Q mit
Bar(z9) C Q die Darstellung

u(wo) = I iz .

wobei r; =27 % r, i > —1.
Fiir yo € By (x9) C Bar(zg) C Q schitze ab

u(zo) = u(yo)| < |ulwo) = tag,2r| + [thag,2r = tyo,r| + |tyo,r — ulyo)l,

mit
oo
[u(z0) = Uzg,2r| = 1M |Usg,r, — Usg,2r| < Z |uﬂco,m - uro,mq}
12— 00 i—0

wie in (86.3). Mit (86.2)) und Satz gilt weiter

|UZ07T1' - uzoﬂ'i—ll < C(][ (z0)
B,. X0
i—1

< C’(Tf_l][ |Vu|pd:c); < 0(2(171-)(’”7")7””][
B"’i—l(mo) B

X (A-i)(p=n)
Da > 27 » < 00, folgt
i=0

1
|u = Uzg,ri_1 |pd$) !

|Vu|pdz) B

2 (20)

[u(0) — Uag,2r| < C(Tp][ |Vu|pd:z:) B

BQT (:Eo)

Analog erhalten wir

1
[u(yo) — uye,r| < C(rp][ |Vu|pdz) '< C(Tp][
B (yo) B

Schliesslich gilt mit Satz[B.6.6] nachdem wir zunéchst wie in ([8.6.4) abschétzen

|Vu|pd:c)%.

2T(I0)

tzy 20 — iy | < f ft — tag 20|
BT('HU)

= C(]{%y(zo) |u - Uzo,2r|p dx)% = C(Tp]if

Die Behauptung folgt. (|

|Vl dx);.

2r(Z0)
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Satz 8.6.9. Sei Q C R"™ offen, und sei u € VV;L?(Q) fiir ein p > n. Dann ist
(der stetige Reprdsentant von) u in fast allen x € Q klassisch differenzierbar,
und das klassisch definierte Differential reprdisentiert die schwache Ableitung
VON U.

Beweis. OBdA p < oo. Sei g € Q ein Lebesgue-Punkt der schwachen Ablei-
tung Vu € LP(£2), das heisst,

][ Vu(zo) = Vu(@) de—0  (r—0). (8.6.7)
BT(IU)
Sei Bar,(x9) C Q, Cop = Coy(n,p, Bary(x0)) die Konstante aus Lemma [RG.I1
Betrachte die Funktion

v(y) = uly) — ulzo) — Vu(zo) - (y — wo)-
Fiir r < 1o, yo € Br(x0) mit |yo — 20| > § liefert Lemma [8.6.1] die Abschétzung

[u(yo) — u(xo) — Vu(zo) - (Yo — 7o) <9 [v(yo)l —9 [v(yo) — v(xo)|
lzo — ol B r r

1/ 1/
< 2Cy (][ |Vv|pdx) "o 200(][ [Vu(z) — Vu(m0)|pdac) '
Bzr(wo) B

und die rechte Seite konvergiert gegen 0 fiir » — 0 nach (8G.7). Also ist v im
Punkt zo klassisch differenzierbar mit Ableitung Vu(zo). O

2r(20)

Bemerkung 8.6.3. i) Falls insbesondere die schwache Ableitung einer Funk-
tion u € VVlif (Q) einen stetigen Représentanten besitzt, so gilt zum einen
URS VVllocoo (Q); zum andereren ist dann auch jeder Punkt xg € €2 ist ein Lebesgue-

Punkt von Vu, und mit Satz folgt u € C1(9).

ii) Fiir p < n ist die Aussage von Satz BG.9 im Allgemeinen falsch, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.6.3. Sei ug(x) = loglog(1/|z]) € Wol’"(Bl/e(O)), n > 2. Setze ug
durch ug(z) = 0 fiir & & By /.(0) fort zu ug € WH"(R™). Sei weiter (¢;);en eine
Abzihlung von QN By (0). Fiir j € N setze uj(x) = j%uo(z—q;), * € R™. Dann
gilt

U= Z’U,j S Wl’n(Bl(O)),
=1

und u ist an keiner Stelle ¢ € B;(0) stetig, da u auf keinem offenen Ball Bs(z)
mit § > 0 beschrinkt ist. Also ist u auch an keiner Stelle xy € B;(0) klassisch
differenzierbar,

8.6.4 Allgemeine Poincaré-Ungleichung

Mit Hilfe der Sitze R5.3 und B.6.8 erhalten wir niitzliche Varianten der Poin-
caré-Ungleichung, Satz [8.6.60 Der Beweis dieser Aussagen folgt der Darstellung



8.6. SOBOLEV-EINBETTUNG, P > N 165

von Jindrich Necas “Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques”
(1967).

Satz 8.6.10. Sei Q) CC R™ zusammenhingend und von der Klasse C*, und sei
1 < p < oo. Dann gibt es C = C(n,p, Q) mit

Yu € WhHP(Q): / lu — ag | dr < C/ |Vul? dz,
Q Q

wobei ]
U = udx = —/ u dx.
. 7@ £7(Q) Jo

Beweis. (indirekt) Nimm an, es gibt (uy) C WHP(Q) mit
1= / |uk — ﬁkﬁgz|pd:€ > k/ |Vuk|p dx, k € N.
Q Q

Dann ist die Folge vg := ug, — i € WHP(Q) beschrinkt in W1P(Q) mit
Vo, — 0in LP(Q) (kK — 0).

Nach Satz B53ist (vi) C LP(Q) relativ kompakt. Also existiert eine Teilfolge
A C N und ein v € LP() mit v, — v in LP(Q) fiir K — oo, k € A; wegen
|[Vor||r — 0 also vy — v in WHP(Q). Weiter folgt

/ | de =1, o= lim 00 =0,
0 k—oo, kEA
und
= 1 = q
Vo= lm  Vu=0e€ N LY9.
1<g<oo

Durch wiederholte Anwendung von Satz erhalten wir in endlich vielen
Schritten v € L(Q) und damit v € W19(Q) fiir ein ¢ > n. Mit Satz 6.3
folgt v € CY¥*(Q) — L>*(Q), und v € WH>(Q) ist lokal Lipschitz. Da §
zusammenhingend ist, liefert Korollar B3] nun jedoch v = const. = g = 0,
und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch. O

Bemerkung 8.6.4. In Satz kann man g durch das Mittel ar von w
iiber den Rand 092 = T von € ersetzen, indem man zusétzlich zu Satz
den Spursatz, Satz 843 verwendet. Der Beweis von Satz kann dann
unveridndert {ibernommen werden.

8.6.5 Allgemeiner Sobolev-Einbettungssatz

Wenden wir die Sitze R5.3] und R.6.8 nacheinander an, so erhalten wir die Ein-
bettungseigenschaften der Riume W*P(Q) fiir allgemeine Ordnungen k € N
und Exponenten 1 < p < oco.

Firle N, 0 < a <1 setze

Che(Q) = {u € C*(Q); VFu e CO*(Q)}.
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Satz 8.6.11. (Sobolev) Sei Q CC R" von der Klasse C1, und seien k € N,
1 <p<oco. Firz R sei weiter [zf] = max{j € N; j < z}.

i) Falls kp <n, so gilt W"P(Q) — L9(Q) fir alle 1 < q < go mit oo =
und die Einbettung ist kompakt fiir ¢ < qo-

ii) Falls kp = n, so gilt WkP(Q) — L4(Q) fir alle 1 < q¢ < oo, und diese
Einbettungen sind kompakt.

i) Falls kp > n mit k—2 ¢ N, so gilt WFP(Q) — CH(Q) fiirl = [k— %] € Ny
undd<a<ay=k—1— %, und die Einbettung ist kompakt fir a < aq.

S|

1
D )

w) Falls kp >n mit k— % =1+1€N, so gilt WHP(Q) = CH*(Q), 0 < a < 1,
und diese Finbettungen sind kompakt.

Beweis. i) Mit Satz 853 folgt
WHEP(Q) 3 u = (0%U) o)< € WHP(Q) — L7 (Q),

also
WHEP(Q) — WHLPL(Q) e WFT2P2(Q) < .o ey LPE

mit
1 1 1 1 1

B 11 2
pr p np ponmop o n T pe p
und die Einbettung W*?(Q) « L9(Q) ist kompakt fiir ¢ < qo..

qo

)

1 1k 1
n

iii) Sei I = [k— 2] = 0, so dass n < (k—1)p < n+p. Mit i) erhalten wir zunéchst

WHhP(Q) < WHLI(Q) mit 1 =1 — 2=I=1 > 0. Da

1 1 k=1 n—(k-
1 _n—(k Dp .
n o p n np

| =

gilt ¢ > n. Also folgt mit Satz B6.8 dass WH4(Q) — €% (Q), und mit Be-
merkung [B6.31) erhalten wir

WHha(Q) — Choo(Q) — Ch(Q)

fir n n
0<a<aqgpy=1—--=k-1-——,
q p

und die Einbettung W#?(Q) « Cb(€) ist kompakt fiir o < ap.
Da WkP(Q) — Wks(Q) fiir 1 < s < p, folgen ii) und iv) aus i), bzw. iii). O
Bemerkung 8.6.5. Im Fall p = 1 kann man mit Methoden wie in Abschnitt

8.5 die Aussage von Satz[B6.T1] verbessern. Zum Beispiel erhéilt man auf diesem
Weg, dass W™1(R™) — L>(R").



Kapitel 9

Regularitat schwacher
Losungen

9.1 Klassische Regularitit via Sobolev

Sei Q CC R™ mit glattem Rand 99, f € C®(Q), u € H}(Q) die schwache
Losung des Dirichlet-Problems

—Au=f inQQ, (9.1.1
u=0 auf ON.

Wir erwarten u € C* (). Wie zeigt man dies? Wir wiirden gerne vorgehen wie
im Fall n = 1.

Erinnerung: Sei Q = I =Ja,b[CC R, und sei u € H}(I) schwache Lésung von

(@L1),@I2). Dann ist wegen @II) u € H?(I) mit
=Au=—feC()— L*(I),

und weiter w € H*(I) mit v = —f’ € L*(I). Mit Satz [31] folgt u € C*(I),
woraus man dann auf klassischem Weg die volle Regularitéit u € C*°(I) erhélt.

Analog konnen wir fiir n > 1 argumentieren; wir bendtigen jedoch mehr als nur
drei schwache Ableitungen. Zudem ergibt (@.I.1]) nicht sofort die H?-Regularitiit
von v mit zugehorigen Abschétzungen.

Fiir das weitere Vorgehen orientieren wir uns an dem folgenden Beispiel.
Beispiel 9.1.1. Sei u € C°(). Mit der Identitét

|Aul® = Z (0:(0ud?u) — Biud?d;u)

= Z (Dudu) — 0 (Orudidju)) + Y  [9:0;ul®

]

Divergenzterm :\VQu\Q

167



168 KAPITEL 9. REGULARITAT SCHWACHER LOSUNGEN

und dem Divergenzsatz von Gauss folgt

Vu € C°(Q): /|V2u|2d$:/ |Au|2dx:/ \F[2dz (9.1.3)
Q Q Q

mit f:= —Au € C°(Q). Durch wiederholtes Anwenden von ([@I3) kann man
fiir jedes u € C$°(€2) nun auch héhere Ableitungen durch f := —Auwu abschétzen.
Beispielsweise erhilt man unter Beachtung der Bezichung AVu = VAu fiir die
3. Ableitungen von u die Identitét

V3ul?da = Z/ 10,0 0pu2da :/ IV2(Vu) 2
Q - Q Q

1,5,k

@/ |A(Vu)|2dx:/ |VAu|2dx:/ IV f|?dx .
Q Q Q

Es scheint, dass zwei Schritte erforderlich sind, um die Abschétzungen aus Bei-
spiel auch fiir schwache Losungen v € H}(Q2) von @11, (L2) zu er-
halten. Zunéchst einmal muss man das Problem lokalisieren, damit wir nur
Losungen mit kompakten Trager betrachten miissen; anschliessend muss deren
Regularitit qualitativ und quantitativ (mit Abschiitzungen) gezeigt werden.

Ausgehend von ([@.13)) erscheint dabei der Zugang iiber die L?-basierten Sobolev-
Riume H*(Q2) = W*2(Q), k € N, natiirlich. Mit dem folgenden Korollar zu Satz
R6IT erhalten wir dann fiir geniigend grosse k € N die gewiinschte (klassische)
Regularitét.

Korollar 9.1.1. Sei Q CC R"™ von der Klasse C', und sei u € Hj(Q). Zusiitz
lich gelte w € H*(Q) fiir ein k > 2+ 2. Dann gilt u € C*(9Q).

Beweis. Fiir k > 2+% und ! = 2 = p erhalten wir (k—[) p > n. Die Behauptung
folgt aus Satz R6.TTliii). O

In den n#chsten Abschnitten fithren wir diese Ideen aus und zeigen den folgenden
Satz, wobei wir die Fragen der Regularitiit einer schwachen Losung u € H{ ()
von (@I1T), (OI2) im Innern und am Rande von € gesondert untersuchen.

Satz 9.1.1. Sei Q CC R™ von der Klasse C**2 und sei f € H*(Q) fiir ein
k € No. Weiter sei u € Hg(Q) die eindeutige schwache Ldsung von (@I,
@I2). Dann gilt uw € H**2(Q), und

llull grse < C I f] g (9.1.4)
mit einer von f und u unabhdngigen Konstanten C = C(Q, k,n).

Bemerkung 9.1.1. Bei Wahl von v = w in (Z.I.3) erhalten wir mit

2 2
Jully = IVl = [ [Vude = [ fuds <l Jully,

sofort die Abschitzung (@I4) im Fall K = —1, wobei H=1(Q) = H}(Q)*. Mit
L?(Q) — H~Y(Q) und der Poincaré-Ungleichung, Lemma[Z.T1] folgt dann auch

[ullgr < ClSfllze - (9.1.5)
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9.2 Innere Regularitét

Analog zu ([@13) erwarten wir fiir eine Losung u € H{(Q) von @I11), @I.2)
mit f € H*(Q) “innere Regularitét” im Sinne des folgenden Satzes.

Satz 9.2.1. Sei f € H*(Q) fir Q CC R", k € Ny, und sei u € H} () schwache
Lésung von L), (L2). Dann gilt u € HFT*(Q), und fir alle ' CcC Q gilt

mit einer von f und u unabhdngigen Konstanten C = C(Q,Q, k,n).

Die Beweisidee ist sehr einfach. Durch “Abschneiden” erhalten wir aus einer
schwachen Lésung u € H{(Q) von (@LT), (BI2) stets eine schwache Losung
v € H}(Q) einer verwandten Gleichung, welche nun jedoch kompakten Triger
hat und durch Faltung geglédttet werden kann.

Beweis von Satz[9.2.1]. Sei ¥ CC Q. Wihle ¢ € C(Q) mit 0 < ¢ < 1,
¢ = 1 auf . Die Funktion v = up € Hj(Q) ist dann schwache Losung der
Gleichung

—Av = (—Au)p —2VuVyp —ulAp =: g in Q (9.2.2)
mit supp(v) CC €2, wobei wir
g=fp—2VuVep —ulyp € L*(Q) (9.2.3)
unter Beachtung von (@.I.5) durch
lglle < I fllpz + ClIVull e + Cllull < CIfll - (9.2.4)

abschétzen konnen. Die gewiinschte Regularitit zusammen mit der Abschitzung
(@210 ergibt das folgende Lemma. O

Lemma 9.2.1. Sei v € H}(Q) schwache Lésung von @22) mit kompaktem
Triger supp(v) CC Q fir ein g € L2. Dann gilt v € H*(Q), und

[0l g2y < CllgllL2 () - (9.2.5)
Beweis. Sei 0 < p € C°(B1(0)) mit [, pdr = 1 ein Standard-Mollifier, und
fiir e > 0 sei p(z) = e "p(x/e) € CX(B:(0)). Fiir geniigend kleines € > 0 gilt
dann v = v * p. € C°(N) mit

—Ave = g*pe =1 g. € C°(Q),
und mit (@13), (@LF) erhalten wir
[ve = vsll 2 < C'llge — gsll > = 0 (6,2 10).

Also v = lim o v. € H(Q), und wiederum mit (@.L3)), (LH) folgt

[l = tim el < Clim el = C gl

und damit die Behauptung. (|
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Beweis von Satz[9.2.1] (vollendet). Wir argumentieren mit Induktion. Be-
trachte zunéchst den Fall £ = 0: Zu Q' CC Q, ¢ € C°(2) mit 0 < ¢ < 1 und
mit ¢ = 1 auf Q' sei v =up € Hg(Q) wie oben. Mit Lemma erhalten wir
v € H*(Q), und da ¢ = 1 auf Q' folgt u € H?(Q'). Weiter ergibt Kombination
der Abschitzungen (@24) und ([@Z3) wie gewiinscht

Hu||H2(Q/) < HU||H2(Q) <cC ||g||L2(Q) <cC ||f||L2(Q) :

“b —1 +— k”: Nimm an, v € HFTH(Q) erfiillt (@ZI), und seien Q' cC Q,

loc

p € CX(Q) mit 0 < ¢ < 1 und mit ¢ = 1 auf Q' wie zuvor. Dann gilt
v =up € H¥*(Q), und die Komponenten w = 9% € H}(Q), |a| < k, sind
schwache Losungen der Gleichung

—Aw = 9%(—Av) = 0%(fp — 2VuVp —ulp) =: g, in Q

mit supp(w) CC Q, wobei wir (2.2.3)) verwendet haben. Nach Induktionsannah-
me koénnen wir abschéitzen

lgall2 < CUL Nar + 1l i ouppiey) ) < C I1F Il

und mit Lemma [0.2.]] folgen v € H**2(Q)) und @.2.1)). O

9.3 Regularitit am Rande eines Halbraums

Zur Untersuchung der Regularitit schwacher Losungen von (O.11), (1.2) am
Rande betrachten wir zunéchst den Fall des Halbraums

Q =R} ={z=(2',2,); zn > 0}.
Sei u € H{(R%) schwache Lésung von

—Au = f inRY, (9.3.1)
u=0 auf OR, (9.3.2)

mit supp(u) CC R™. Definiere @ € H(R™) mit

iy (@ zy), T, > 0,
u(x 7:Cn) - 12
—u(z,—xzy), mp, <O0.

Analog definieren wir f.
Lemma 9.3.1. @ € H}(R"™) ist schwache Lsung von
—Aa=F inR" (9.3.3)

mit supp(@) CC R™, und || f|l> < 2| flz2-
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Beweis von ([@33). Sei ¢ € C°(R™). Es gilt (mit 9; = 52-)

T

R™

n—1
VaVe dx = Z/ ((Biu - Bip) (2, x) — Bpu(a’, ) Dip(a’, —2y)) da
i=1 /RY

* / (Ont - Opp) (2", 20) + Opu(a’, n) Opip(a’, —n) da
R

n
+

= VuV (p(a', 2n) — o2, —ay)) do = VuVy dz,

R R?

mit (2, z,) = p(2', ) — p(a’, —z,) € C°NH(RY). Mit (@31)),([@32) folgt

/ VuaV dx :/
n R

wie gewiinscht. |

Mit Satz @21l folgt @ € H2, und

IV2ullpeer)y < IVl 2@y < [ Fllz2@ny < 201l L2 (9.3.4)

VuV dx = fYdx = fo de,
R% R

n
+

Im Allgemeinen ist f auch fiir glatte f nicht regulir, und Satz versagt fiir
k > 0. Die zu Satz analoge Aussage gilt aber dennoch.

Satz 9.3.1. Sei u € HG(R?) schwache Lésung von (@3J), @32) mit
supp(u) CC R%, und sei f € H*(R™) fir ein k € No. Dann gilt u € H*2(R%),
und

||U||Hk+2(m) < Clfll g
mit einer von u unabhdngigen Konstanten C.
Beweis. Fiir k = 0 benutze Lemma [9.3.T] und Lemma [9.2.T]

k = 1: Betrachte die tangentialen Ableitungen u; = J;u, 1 < i < n — 1. Da
u e H*(RY), gilt u; € Hj(R?), und
—Au; = 0;f € LQ(R’JF),
u; =0 auf ORY.

Mit (@34) folgt u; € H*(R?), und
IV2uillz2 < lluillzz < Cllfllen, 1<i<n—1.

Da u € H} (R") gemiss Satz [0.2.]] kann man mit der Gleichung ([@3.) den

noch fehlenden Term

n—1 n—1
Opu = Dup =Y Ofun = 0nf — Y 0i0nui
i=1

=1

abschétzen
n—1

105 ull 2 < 10nfllzz + Y I1V2uill 2 < Cllfll a1

=1
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Den allgemeinen Fall zeigen wir nun mittels Induktion.

k—1+ k: Nimm an, u € Hk“(R’j_). Betrachte eine beliebige tangentiale
Ableitungen
oFu
k . 9k 1/mn
A
mit

—Au®) =9k f = ) c 2

und mit
u® =0 auf OR".

Mit Lemma @231 und Lemma @21 folgt u®) € H?(R") und

IV2u®[ 2 < ClIF P2 < Ol fll e (9.3.5)
Fiir einen Multi-Index a = (ay, ..., ay) hatten wir definiert
olaly

al = g o, O%Uu= ————————.
o Y Ozt ... 0z
K2

Wie fiir k = 1 erhalten wir dann mittels
n—1
O PPu=0f(Au—Y 0fu)=—0Ff — ) 0Fd}u
i<n i=1
und analoger Identitéiten, die sich aus ([@3.0]) ergeben, fiir die Zahlen

M= sup 0% 12, 2<1<k+2,
|| =k+2,0, <1

iterativ die Abschéitzung
Miya < My + C|fllge < - < Mo+ Cllfll e < Cllf |7,
wobei wir fiir die letzte Ungleichung ([@.3.5) benutzen, und u € H*+?(R") mit
ullgrieva < CMpqa < C|fl s,

wie gewiinscht. O

9.4 Randregularitit fiir allgemeine Gebiete

Fiir den Beweis des zu Satz analogen Resultats im allgemeinen Fall sei
Q CcC R™ von der Klasse C**2 und sei u € HE(Q) schwache Losung von
@II), @L2) mit f € H*(Q), k € Ng. Zu ¢ € 09 wihle eine Umgebung U
von xg entsprechend der Definition BT, mit zugehorigem Diffeomorphismus
¥ € Ck2(U,R™) von U auf V = Q und mit ® = ¥~! € C*+2(Q,R"), so dass

2(Q+) =UNQ, ®(Qo) =UNN,
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wobei |d®|, |[d¥| < C.

Fixiere ¢ € C°(U) mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 in einer Umgebung von zy und
betrachte v = up € H}(Q) mit supp(v) CC U. Wie in Beweis von Satz ist
v € H} () schwache Losung der Gleichung (0.2.2)), also

—Av=g in (9.4.1)

wobei g € L? wie in (@2.3)) erklért ist.

Setze w = vo ® € H}(Q). Die Funktion w erfiillt wieder eine der Laplace-
Gleichung verwandte Gleichung von elliptischem Typ. Im Unterschied zum in
Satz betrachteten Fall sind die darin auftretenden Koeffizienten nun jedoch
nicht konstant.

9.4.1 Transformation der Gleichung ([©.4.71))

Am leichtesten erhdlt man die Gleichung fiir w auf variationellem Weg. Dazu
erinnern wir an die Charakterisierung der schwachen Losung v € H}(Q) der
Gleichung ([@.2.2) analog zu Beispiel [5.4.2]

Lemma 9.4.1. Die eindeutige schwache Lisung v € H} () von (Q3.5) erfiillt

1 ) .
E(v) = §/Q|Vv| d:z:—/ﬂgv dx:well?g(ﬂ)E(w)'

Beweis. Sei w € H}(Q). Schreibe w = v + ¢ mit ¢ € Hg (). Es gilt

E(w)=E(w+¢)=E@) +/

1
(VuVp — gp) dz + —/ |Vol?de.  (9.4.2)
Q 2 Ja

Falls v die Gleichung ([@41) 16st, folgt
1
B(w) = B+ ¢) = E@) + 5 [ [VioPdo > E(),
Q

und “=" gilt genau dann, wenn w = v. O

Es gilt auch die Umkehrung von Lemma

Lemma 9.4.2. Falls v € H}(Q) die Energie E unter allen w € Hg(Q) mini-
miert, so ist v schwache Losung von (LAT).

Beweis. Ersetzt man in ([@.4.2]) die Funktion ¢ durch ep, so erhilt man

d
0=— E(v+e<p):/(VvVgpfggp) dx
dele=0 Q
als notwendige Bedingung fiir eine Minimalstelle von E an der Stelle v. O

Wir ziehen nun das Energiefunktional F mittels ® zuriick. Zur Vereinfachung
der Notation benutzen wir im folgenden die Einsteinsche Summenkonvention;
das heisst, iiber doppelt auftretende Indices wird implizit summiert. Zudem
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unterscheiden wir Vektoren, die wir als Spalten z = (z!,...,2™)" mit hochge-
stellten Indices schreiben, und co-Vektoren, die wir als Zeilen A = (A1,..., Ap)
mit unten stehenden Indices schreiben. Somit gilt etwa dv = (%, e ;;”n),

und die Funktionalmatrix d¥ hat die Form d¥ = (g—fj)Ki i<n’

Zuwv € HY(QNU) mit supp(v) CC U setze & = vo® € H}(Q4) mit supp(d) CC
Q. Beachte, dass dann v = 9o ¥ mit ¥ = &~ € C1(U,R"). Es folgt

E(U)ZE/ oo &)—O\szf/ g(v o W)dx
2 Jonu Oz 2 Qnu

1 0y 9Tk 99 ow!
=— - — dx — v o W)d
2 /QﬂU ayk ozt ayl ozt v /QﬂUg(U ° ) v

1 / ; 00 v -
=— a |det(d®)|dy — / g |det(d®)|dy
2 Jq, dy’ 5 g Q+

mit ¢ = g o ® und mit

Setze
o™ 9P™
i = . — = ((d®D)! - dD) . .
J ayz ay] (( ) )7,_]
Beachte
av (d\Il)t . (dCID)t d® = id;
—_———
=(d®-dV)t=id
das heisst,

Weiter gilt

|det(dD)] = \/det((dD)" - d®) = \/det(hiy) = \/IH.

1 0v 0v
Dy (D) := =
h(v) /Q+h ay a j |h| d

Wir deuten

als Dirichlet-Integral von ¢ bzgl. der Riemannschen Metrik h = (h;;) auf Q.

Bemerkung 9.4.1. Das Dirichlet-Integral ist eine geometrische Grosse. Seien
(M, g), (N,h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Falls S CcC M, S cc N und
falls @ € C! ein Diffeomorphismus ist von einer Umgebung von S nach M mit
®(S) =S und ®*g = h, wo

VXY € T,N: (2%g)(p)(X,Y) = g(2(p))(d®(p) X, d®(p)Y),
dann gilt fiir jedes u € C'(M) mit @ = u o ® die Identitit

Dy(u; S) = Dgeyg(uo ®;5) = Dy (a; S).
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Sei nun wieder v € Hg () mit supp(v) CC U Losung von (@.4]). Setze § = go®,
w = v o ®, und definiere

~ 1 ;0w dw
E(w) = = — | G/ :
(w) 2/@+ 9y’ 0y hl dy — /Q+ gw+/|h| dy

Lemma 9.4.3. Sei v € H}(QNU) mit supp(v) CC U, und setze weiter w =
vo® € Hi(Q4). Es sind dquivalent:

i) v ist schwache Lisung von (TAT);
i) es gilt
Vo€ Hy(QNU): E(w) < E(w+¢); (9.4.3)

iii) es gilt 5 5
Ve € Hy(Q4): E(w) < E(w + ) ; (9.4.4)

w) w ist schwache Losung der Gleichung

— Apw = — \/|7 ( B4 \/_ayﬂ) =g in Q. (9.4.5)

Bemerkung 9.4.2. Der Operator

7Ah’w =

T VIS

heisst Laplace-Beltrami Operator beziiglich der Metrik h.
Beweis von Lemma[9.7.3 “i) < ii)”: Siehe Lemma @4 Tund Lemma[@. 42

“ii) < iii)": Zu p € HY(QNU) ist ¥ = po® € HF(Q+), und umgekehrt. Weiter
gilt

E(v) = E(w), E(v+¢) = E(w+ ).

“iii) < iv)”: Sei ¢ € H}(Q+). Entwickle

Blw+e) = B(w) +¢ /Q (5 SZ’ )Tl dy

€2 i O 81/}
+ = —/|h| dy,
2 Q+ ay oyl Il dy

Die Bedingung ([@.44)) gilt also genau dann, wenn

L Oow 0O
W € HY(Q): /Q (Wi g gVl dy =0, (940)

Dies ist die schwache Form von (Q.4.5]). O
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9.4.2 Regularitit schwacher Lésungen von (9.4.5)

Analog zu Satz die folgende Aussage.

Satz 9.4.1. Seiw € Hj(Qy) mit supp(w) CC Q schwache Lisung von (Q4H),
wobei (hi;) € C*1(Q4) mit Konstanten 0 < X < A gleichmdssig in Q4 die
Bedingung erfiillt

VEER™: NE* < R (y)E'e < AJEP, (9.4.7)
und sei § € H*(Qy) fiir ein k € Ng. Dann gilt w € H**2(Q), und
wl| g+ < Cl|gl| e

mit einer von von § und w unabhdngigen Konstanten C = C(n, A\, A, h).

Bemerkung 9.4.3. i) Eine Matrix (h;;), welche die Bedingung (@.4.7)) erfiillt,
heisst gleichméssig elliptisch.

ii) Im Unterschied zur Gleichung (3.4.0]) ist es im Falle einer Losung der Glei-
chung ([@Q43) im Allgemeinen nicht moglich, durch Spiegelung eine Fortsetzung
zu finden, welche eine Gleichung erfiillt von demselben Typ und mit glatten
Koeffizienten.

iii) Auch Glittung einer schwachen Losung durch Faltung ist in diesem Fall im
Allgemeinen nicht moglich.

Die oben genannten Schwierigkeiten kann man elegant umgehen, indem man
Differentialoperatoren durch Differenzenoperatoren

ThU — U

Dhu= 1~
|

Thu(x) =u(z+h), 0<]h| <1,
ersetzt (Nirenberg). Offenbar gilt fiir jedes u € H}(R™) und jedes 0 # h € R"

die Beziehung
VDyu = DpVu € L2,

und fiir ¥, p € H(R™) erhalten wir bei geeigneter Substitution die folgende
Regel zur “partiellen Integration”

VD _pp dx = w(x)w dr
Rn R" ||

— Mp(z) dr = Dpi - p de.

R |h| R

(9.4.8)

Weiter folgt mit

Da(p)(@) = [0~ ((Ua + 1) = (@) ple +h) + ¥(a) (pla + ) = p(x))
die “Produktregel”
Dy(vp) = Dptbthp + ¢ Dpp, (9.4.9)

und Satz [R37] ergibt
[Dntdll> < VY2 (9.4.10)
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Beweis von Satz[9.4.1]. Einsetzen von 1 = w € H}(Q4) in die schwache
Form (@4.6) von [@4H) ergibt unter Beachtung von (L471) die Abschitzung

A / Vol /] dy < / s 00 00 dy = / g /Tl dy
Q+ dy' Ay Q+

< C||§||L2||w||L2 < Cllgllz= Vel 2z,

wobei wir im letzten Schritt die Poincaré-Ungleichung, Lemma[l.T.2] verwenden.
Es folgt
lwl[gr < Cllgll 2 (9.4.11)

Weiter argumentieren wir nun mit Induktion.
k = 0: Fixiere 1 <i < n — 1. Fiir 0 # h € R setze

The, W — W

(9lhw = Dpe,w =
|h|

Dann ist 1 = 9; "0lw € H(Q) fiir geniigend kleines 0 < h < hq zuliissig als
Testfunktion in (Q4H), und mit (@4TI0) erhalten wir

L Ow 9 i
/ 8w 816 VIh| dy —/ go/Ih| dy
Q@+ y* Q+

< Cllgl =107 "0 wll 2 < Cgllz2 ]IV O} wl| 2.

Die linke Seite ergibt mit (@48), ([@49) bei geeigneter Substitution
/ hkla_u]]c al( hah ) /|h dy_/ ah(hkl /|h aw) a )dy
Qr Oyt oy Qs
0
> [ 0lw) o (0lw) VI dy Y o / (Vo [Volw dy
@+ 9y Q+

> CoA|[VO} |- — CHVMHLZ”vaithLZ;

wobei Cp = infg, +/|h| > 0. Mit (@411 folgt

|VOlrw| g2 < CllgllL2, gleichmissig in 0 < h < ho.

Wie in Satz B30 folgt w = £% € Hj(Q+) mit
[VOw|: < C||gllr2y 1 <i<n—1.
Mit Hilfe der Gleichung ([@.4.H) kann man auch den fehlenden Term
[VOnwlz2 < Cllgllee

abschiitzen. Der Induktionsschritt “k — 1 — k” verlduft vollkommen analog zu

Satz -

9.4.3 Beweis von Satz [9.1.7]

Sei u € H}(2) schwache Losung von (@LT), (I12) auf @ CC R™, wobei Q €
Ck+2 f € H*(Q) fiir ein k € Ny.
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Bemerkung liefert zuniichst die Abschétzung

l[ull < ClIf| - (9.4.12)

Uberdecke 9 mit Umgebungen Uy, ..., Uy, fiir die ein C**2-Diffeomorphismus
D;: Q — U existiert mit

(Q+) =UiNQ ©(Qo) = Ui NN, [dPy,

dd; ' <C, 1<I<L.

Sei weiter Uy CC €2, so dass {2 C UZLZOUI, und wiihle eine der Uberdeckung
(Ur)o<i<r, untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;)o<i<z auf € mit Funktionen
0< € CX(U;),0<1<L,so0 dass

L
Zw =1 in Q.
=0

Fiir 0 < [ < L definiere u; = up; € H}(Q) mit
— Auy = for —2VuVp, —ulp; =: g (9.4.13)

und
supp(u;) CC U;. (9.4.14)

Schliesslich setzen wir
w=wuo® € Hy(Q4), g1 =g 0Py,
mit
—Apwy =g, in Q4,
wobei h; = @} grn = dCID}f -d®;, 1 <1 < L. Wiederum benutzen wir Induktion.

k = 0 : Mit (I.Z13) und unseren Annahmen betreffend f und u folgt g, € L*(U;),
0 <1< L, und daher auch g, € L?(Q4), 1 <1 < L. Mit Satz @21 und (.Z12)
erhalten wir ug € H?(Up) mit

l[uoll 2 (wo) < Cligollzzwey < CUIF L2 + ull i) < CllfllL2-

Analog ergeben Satz und ([@ZAT2) fiir jedes 1 <1 < L die Abschitzung

[l 2y < Cllwillaz(qyy < Cllaillzzqyy < Cllallzw)
< C(fllz2 + Nlullz) < ClIflle-

Es folgt u € H?(2) mit

L
lull gz <3 lwallaz < ClIf 2.
=0

k—1+w k:Sei f € H*(Q) und nimm an, v € H*!' N HY(Q) erfiillt (@11,
@I2) mit ||u| gr+r < C||f] gr—1. Mit (@4I3)) erhalten wir

g € HYU),0<1< L,
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sowie
gi=go® € H'(Qy),1 <1<,

und by € CFHQ).
Satz und Satz liefern nun

uy € H*2(Uy), vy = w0 @' € H*2(U), 1 <1< L,
und

luollr+2(wo) < Clligoll s + lluollar)
< C(flax ) + lullzrsr @) < Clifllme

geméss Induktionsannahme, sowie

wll e < Cllwill s < Cllgull e
< Cllgllar < CUF e + ullgre) < ClUF N ae

fiir jedes 1 <1 < L. Es folgt u € H**2(Q) mit

L

lallgse < lleallirre < Ol flle.
=0

9.4.4 Variable Koeffizienten

Mit den zum Beweis von Satz [0.4.1] entwickelten Techniken kénnen wir auch
Randwertprobleme fiir elliptische Operatoren mit variablen Koeffizienten be-
handeln.

Satz 9.4.2. Sei ) CC R"™ von der Klasse C**2, und seien a;; = aj; € CF1(Q),
1<4,5 <n mit

Ve e R AE < Y ayeied < Alef, (9.4.15)

i,j=1
wobei 0 < X < A. Dann besitzt fiir jedes f € H*(Q) das Randwertproblem
0 ou :

J
u =0 auf 02 (9.4.17)

genau eine schwache Lésung u € HE(Q), und u € H*2(Q) mit

[ull grrse < CNF N -

Beweis. Definiere

ou Ov
H(Q): a = ijap dr.
Yu,v € Hy(2): (u,v) /Qajaxiaxj o
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Wegen (Q.4.15) gilt
Vu € Hy(Q): M| Va2 < (u,u)e < A VullZs .

Mit der Poincaré-Ungleichung, Lemma [T.T.2 folgt, dass (-,+), ein zum Stan-
dardskalarprodukt dquivalentes Skalarprodukt auf H}(2) definiert. Mit dem
Rieszschen Darstellungssatz, Satz [£.3.2] folgt die Existenz genau einer schwa-

chen Losung u € H}(Q) von ([@.416), (@.417) in dem Sinne, dass gilt

Yo € Hy(9): (u, v)af/ Ou v dzf/fvd:c

Z
T ox; G:I:J

Fiir die hohere Regularitit verwenden wir Satz @ Definiere dazu die “Me-
trik” g = (gs5) mit g~ = (¢), wo ¢¥ = a;;. Dann geht (@ZLIG) iiber in die
Gleichung

1 9 g Ouy _ . i 0 ou
A= _maxi(mg o) = 1 97 g (s Vs 7

Beachte, dass nach Annahme gilt g"ja%i(log Vlgl) € C*.

Da der Laplace-Beltrami-Operator —A, geméss Bemerkung [9.4.T] und Lemma
unter einem Diffeomorphismus H € C**+2(Q;R") iibergeht in —A; mit
h = H*g € C*1(Q), wo

VXY € R™: h(p)(X,Y) = g(H(p))(dH (p)X,dH (p)Y),

erhdlt man mit den Argumenten im Beweis von Satz [0.4.1] sowohl innere als
auch Randregularitét. O

9.5 Erste Anwendungen

Wir kénnen nun endlich den noch ausstehenden Beweis von Lemma [Z.T.1] er-
bringen. Zur Erinnerung: Fiir ein Gebiet @ CC R"™ betrachten wir den Operator
A=-A:DyC L*Q) — L?(Q), wo

D = {ue C*Q); u=0auf 900},

mit Abschluss A: Dz C L*(Q) — L?(f2), wobei

= {u e L*(Q); Jup € Da : uy Lo, —Aup B f = Au (k — c0)}.
Analog zu Lemma [[5.1] gilt zuniichst das folgende Resultat.

Lemma 9.5.1. Sei Q CC R" von der Klasse C fiir ein |l € N mit | > 2+n/2.
Dann gilt D5z = H*> N H ().

Beweis. Es gilt Dy C H? N H(Q), vel. Korollar BZ3l Falls (ug) C D4 mit
up — u in L*(Q) und fr = —Augx, — f in L*(Q) (k — o0), so folgt mit Satz
@11 sofort

lur = will g2 < Cllfx = fill Lz = 0 (k1 = 00);
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also up — uin H2 N HE(Q), und D5z C H? N H(Q).

Sei umgekehrt u € H? N H{(2) beliebig. Wihle fr € C°(Q) mit fr, — —Au
in L?(Q) fiir k — oo, dazu u, € H(Q) mit —Aug = fx, k € N. Wiederum mit
Satz @11l folgt ux, € D4, und ux, — u in H?> N H}(Q); also u € Dy. O

Unter der obigen Regularititsannahme an € zeigen wir nun die Lemma [Z.1.1]
entsprechende Aussage.

Lemma 9.5.2. Sei Q CC R" von der Klasse C fiir ein | € N mit | > 2+n/2,
und sei v € L?(Q) mit

Yue Dg: }(v,flu)p} <C|ullz= - (9.5.1)
Dann gilt v € Dy4.

Beweis. Zusammen mit dem Rieszschen Darstellungssatz, Satz E32 liefert

@ET) ein f € L*(Q) mit
Yue Dg: — / vAu dx = / fu dx; (9.5.2)
Q Q

insbesondere gilt wegen C2°(2) C D 5 dann im Distributionssinn die Gleichung
—Av = f € L*(Q2). Beachte, dass auch fiir u € Dz gemiiss Lemma gilt
Au = —Au € L?(Q).

Weiter erhalten wir v € H{(€2). Sei dazu w € H? N HE () die eindeutige schwa-
che Losung des Dirichlet-Problems

—Aw = fin Q, w =0 auf 01,

gemiiss Satz [0 Tl Mit (@5.2) und Lemma @57 folgt

/Q(w —v)Au dr = /Q(f + Aw)u dz =0 (9.5.3)

fiir alle u € D 4. Sei insbesondere u € Dz = H? N H}(Q) die schwache Losung
von
—Au=v—we L*Q)
u =0 auf 0Q.

Mit ([@5.3) folgt ||[v — wl| ;> = 0; das heisst, v =w € H> N H}(Q) = Dj. O
Mit Lemma [3.5.2 ist der Definitionsbereich des zu A adjungierten Operators

mit D5 identisch, A also selbstadjungiert. Die Kompaktheit der Einbettung
H?(Q) < L*(Q) gemiss Satz[B.5.3 zusammen mit Satz und dem Spektral-

satz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren, Satz [6.7.2] liefert nun

Satz 9.5.1. Sei Q@ CC R"™ won der Klasse C?. Dann gibt es eine L2-
orthonormale Hilbert-Basis (p;)ien von L*(Y) bestehend aus Eigenfunktionen
des Laplace-Operators mit

mit Eigenwerten 0 < \; — oo (i — 00).
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Beweis. Fiir f € L*(Q) sei K f = u die Lésung von
—Au= fin Q, u =0 auf 99.

Der so definierte Operator K: L?(Q) — H? N H}(Q) < L%*(Q) ist linear und
stetig nach Satz sowie kompakt nach Satz B5.3l

Schliesslich ist mit A = —A auch K selbstadjungiert. Da K stetig ist, geniigt es
hierfiir, die Symmetrie zu zeigen. Seien dazu f,g € L?(Q) mit u = K f, v = Kg.
Dann gilt

(Kf,g)rz = /Qu(—Av) dx = /Q(—Au)v dz = (f,Kg)Le.

Da ker(K) = {0}, liefert Satz eine Schar von L?-orthonormalen Eigenvek-
toren (¢;)ien mit
L*(Q) = span{yp;; i € N}

und zugehorige Eigenwerte p; — 0 mit Ko; = pipi, pi 7 0, wobei wegen
pi = —A(Kp;) = pi(=Ap;) (9.5.4)

und

0 <llgills = i [ (~Ap)pde = ull Vil (955)
gilt p; > 0,7 € N.
Schliesslich folgt mit ([@5.4) auch die Identitét

—Ap; = A\jp; in Q
mit 0 < \; = g7 ' — 00 (k — oo). Wegen
0i=NKp; € Dj=H*NH}(Q)

gilt auch die Randbedingung ¢; = 0 auf 0f2. O

Bemerkung 9.5.1. Mit dem Courant-Fischer Minimaxprinzip und (@53 er-
halten wir zudem die Charakterisierungen

_ inf (Kfa f)L2
i = sup T
VCL2(Q), dim(V)=i 0TV | f]|72

)

bzw. ,
\Y
i = inf [Vellz
VCHG(Q), dim(V)=i 0£ueV ||UHL2
vergleiche Bemerkung [6.7.3]

3

9.6 “A-priori” und “a-posteriori” Abschitzun-
gen

Geniigt die “a-priori” Abschitzung ([@.1.3]) bereits fiir den Beweis von Satz[0.2.11

Betrachte dazu das folgende Beispiel.



9.6. “A-PRIORI” UND “A-POSTERIORI” ABSCHATZUNGEN 183

Beispiel 9.6.1. Die Funktion
u(z) = loglog(1/[z]) € Hy(B1/(0;R?))
ist unbeschriinkte schwache Losung der Gleichung
— Au=|Vul|* in Q = By /.(0;R?) (9.6.1)
mit u = 0 auf 9Q. Da H? _(Q) < L;°.(Q) nach Satz B6.1T] gilt u ¢ HE ().
Beweis. Die Funktion v = e* = log(1/|z|) lost
0= Av = e“(Au+ [Vul*) auf Q\ {0}.

Weiter hat nach Beispiel B.I.Tldie Menge K = {0} verschwindende H!-Kapazitiit;
das heisst, es gibt () C C§°(R?) mit 0 < ¢ < 1 und mit ¢ = 1 in einer
Umgebung von z = 0, so dass ¢y, — 0 fast iiberall und ||Vipg|r2 — 0 (k — o0).
Da u die Gleichung ([@.6.]) auf Q\ {0} klassisch 16st erhalten wir fiir ¢ € C°(Q),
wie gewiinscht, die Gleichung

/ VuVy dzr = lim / VuV(p(l =) de = lim | (—Au)p(l — ) dz
Q k—oo Jq

k—o0 Q

k— o0

= lim / |VU|2(P(1—1/1k)d-T:/|VU|2(P dx,
Q Q

wobei wir benutzen, dass Vu € L*(Q). O

Andererseits erhalten wir jedoch fiir jede gentigend glatte Losung der Gleichung
@86.0) “a-priori” Schranken in H? mit Hilfe des folgenden Interpolationssatzes.

Lemma 9.6.1. (Ladyzhenskaya, Gagliardo-Nirenberg) Seiv € HL (R?). Dann
gilt fiir alle ¢ € C>(R?)

/ lv|*p?dx < 8/ |v|2dx / (IVo?9® + [v]*|Vy|?) dz.
R2 supp(p) R2

Beweis. OBdA sei v € C*°(R?), und sei ¢ € C°(R?). Fiir = (z1,z2) gilt

Z1 a e’}
(V) (z1,22) = ‘/7 a—xl(UQQO)(S,@) dz| < /7 V(v 0)|(s, 22) ds;
analog
(V@) (21, m2) < /_ |V (v2Q)|(x1,t) dt.

Mit Fubini folgt

/R2|U|4<p2d96 = /_O; /_O; |(v2) (1, 22)|?dy dao
< /Z /Z (/ZIV(U%)I(S,:@) d5~/oo IV (020)| (21, t) dt)dzl diy

— 00

= (/]R IV(U%)Id:c)2 < (/]R (2IVol[v]|e] + |v|2|V<p|)dx)2,
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und mit Hélder kénnen wir weiter abschétzen
) 2 2
([ @veleliel + PI19l) dz) = ([ @Tullel + 09 o] do)
R? R?
2
S/ [v|*dx - ((/ 4|VU|2(,02d$)1/2+ (/ |v|2|V<p|2dx)1/2)
supp(y) R? R2

<8 [ pldo- [ (ol + 1oV da,
supp() R?

wie gewiinscht. |

Falls nun u € HZ . N H}(Q) schwache Losung von ([@.6.])) ist, so folgt analog zu

@23) fiir ¢ € C°(Q) die Gleichung
—A(up) = |Vul*p — 2Vu - Vo — ulAp =: g.

Da nach Annahme v = Vu € H} _, erhalten wir g € L? mit

oc)

lgllze < IIVulPellre + C@)llullm,

wobel

IIVul@llze < CIVull 2 (suppeon IV ()l 22 + Clo)lullfn
gemiiss Lemma [0.6.11 Mit Lemma @271 folgt

IV2(ug)lz2 < Cligllzz < Coll Vull Lagsuppien IV ()22 + C(0) (1 + [|ull)

mit einer Konstanten Cy > 0. Wihle r > 0, so dass

1/2
2Cy sup (/ |Vu|2dz) <1.
xo BQT(IU)

Fir ¢ € C°(Bar(z0)) mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 auf B,(z9), wo Bay(z9) C Q,
erhalten wir so die gewiinschte H? -a-priori Abschéitzung

V2]l 2(B, (20)) < IV (ug)llz2 < Ce) (1 + |lullFn).

Die schwache Losung u(x) = loglog(1/|x|) der Gleichung ([@.6.1]) ist somit ins-
besondere “isoliert” in dem Sinne, dass sie nicht durch glatte Losungen dieser
Gleichung im Raum H}(Q) approximiert werden kann.

Aufgrund von Beispiel [0.6.1] miissen wir demnach streng unterscheiden zwischen
“a-priori” Abschitzungen fiir “glatte” Losungen und “a-posteriori” Regularitét!

9.7 LP-Theorie

Fiir 1 < p < oo gelten Siitze analog zu Satz Q. T.Tund Satz 042 das heisst, fiir
f e WkP(Q), k € Ny, gilt u € WF2P(Q) mit Abschitzungen. Hierfiir benotigt
man jedoch Hilfsmittel der harmonischen Analysis, insbesondere die sogenannte
“Calderon-Zygmund Ungleichung”.



Kapitel 10

Schauder-Theorie

In diesem Abschnitt behandeln wir Existenz- und Regularitétsséitze in Holder-
rdumen, wobei wir dem Zugang von Campanato folgen, wie er im Buch [7] von
Giaquinta entwickelt wird.

10.1 Motivation

Betrachte des Randwertproblem

0 ou

9 .
_a—xi(aij(l‘)a—xj) = "o, Ji+h inQ, (10.1.1)

u=ug auf 0, (10.1.2)

wo Q@ CC R"™ und (a;;) mit a;; = aj; gleichmissig elliptisch; das heisst, mit
Konstanten 0 < A < A gilt

Ve € R™: A€ < ag(x)Eled < AJ¢f?, (10.1.3)
gleichméssig in x € ().

Bemerkung 10.1.1. i) Spéter werden wir die allgemeinere Form (I0.4.1]) der
Gleichung (I0.TT]) betrachten.

i) Zu fi,..., fo,h € L2 R™), ug € HY(Q), a;; = aj; € L*°(Q) mit (I0.I3)
gibt es genau eine schwache Lésung u € H'(Q2) von (I0.LI), (I0.12).

Beweis. OBdA ug = 0. (Betrachte sonst & = u—ug € H}(Q), f; = fi—aij% €

L?(2)). Die im Beweis von Satz[0.5.1] eingefithrte Bilinearform (-, -), definiert ein
dquivalentes Skalarprodukt auf H}(Q). Die Behauptung folgt mit Satz[E3.20 O

Fiir geniigend glatte Daten f, h und a;; erwarten wir klassische Regularitét
u € C?(Q) der in Bemerkung [[0.T.1lii) konstruierten schwachen Losung. Die-
se erhalten wir mit den Methoden des vorangegangenen Abschnitts, falls a;; €
CH, f; € H*1 h; € HF fiir ein k > %, da unter diesen Annahmen nach

185
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Satz zuniichst gilt v € H*2(Q) und H**2(Q) — C%(Q) gemiiss Korollar
Derartige Regularitdtsanforderungen an die Daten scheinen aber sehr ein-
schrinkend und wenig natiirlich. Das Ziel der folgenden Abschnitte ist daher,
diese Bedingungen soweit wie moglich abzuschwéchen. Wir betrachten dafiir
zunéchst vereinfachte Formen der Gleichung (I0IT).

10.2 Campanato-Abschitzungen

Sei v € H! schwache Losung von

0
A0y, — 7
v B, (a

(0) Ov.

¢ a:cj) =0 in Bg(0) C R, (10.2.1)

wobei az(-jo-) = ag-?) konstant und elliptisch mit (I0.L3]). Nach einer linearen Trans-
formation geht (T2 iiber in (TL]), und mit Satz[@ 2Tl folgt v € C*°(Br(0)).
Fir 0 < r < R setze

_ _ 1 /
Up = V0,r = 775 —v v(x) dz.
o = 2B, 0)) S0y

Satz 10.2.1. Firv € HY(Bg(0)) mit (ILZT) gilt
i)
/ l|? dz < C(i)"/ lv|? dz, 0<r<R; (10.2.2)
B.(0) R/ a0
i)

_ 9 r n+2 9
/ v — 0" dx < C(—) / v —og|" dz, 0<r<R. (10.2.3)
B, (0) B Br(0)

Beweis. OBdA sei R = 1; betrachte sonst o(x) = v(Rzx), € B1(0). Zudem
geniigt es, r < % zu betrachten. (Wihle C' > 4™.)

i) Sei zuniichst A®) = —A. Mit Satz und dem Sobolev-Einbettungssatz,
Satz @11l erhalten wir fiir & > § — 2
ol Loe (B, 000) < C M0l ns2 (8, 4 0))
< CUIAl g, o0 + 1011815000 ) = C M0l (8, 5000
Wiahle ¢ € C2°(B1(0)) mit 0 < ¢ <1, 9 =1 auf B, (0). Dann gilt
0= / (—Av)vp? do = / |Vl @? da + 2/ Vo - vV dx.
B1(0) B1(0) B1(0)

Mit der Youngschen Ungleichung

2
2|a-b|§%+2|b|2
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fir a = Vop, b =vVy € R" erhalten wir
1
’2/ Vo - vV d:c‘ < —/ |Vv|2g02dz+2/ [v]? [V|?da
B1(0) 2 /(o) B1(0)

und damit

/ [Vol? p?da < 4/ v |V|2da.
B;1(0) B1(0)

Nach Wahl von ¢ ergibt dies die Abschétzung

2 2 2 2
ol (B, 5000 < NVVIL28, 400 T 10128, 4000 < C/B " [v["dz. (10.2.4)

Fiir 0 < r < 1/4 folgt

2 2 2 2
v de < Cr" ||v||; < Cr"™ ||v]| 5 < Cr”/ v|” dx,
Lo oot < O Wl oy < €

wie gewiinscht.

ii) Betrachte w = v — ©3. Mit der Poincaré’schen Ungleichung, Lemma [T.1.2]

folgt
/ |vfﬁr|2d:c:/ lw — | dz < CTQ/ \Vwl|® da.
Br(0) Br(0) Br(0)

Da mit w auch die Komponenten von Vw harmonisch sind, folgt fiir 0 < r <

R =1/2 mit (I0:22) und (I0.24) die Abschitzung

/ IVw|? < C’T”/ |Vw|? da < C’T”/ \w|? da
B(0) B12(0) B1(0)

= C’T"/ v — 01 |? da,
B, (0)

© _ (0

also (I0:2.3).
iii) Sei nun a(®) = (agg)) mit a;;" = a;;" elliptisch. Nach einer Rotation R gilt

RaO R = (\;d;;) mit 0 < A < Ay <--- <\, < A. Nach einer Streckung S der
Koordinaten-Achsen erhalten wir SR a(® Rt St = id.

Sei T = SR: R™ — R™. Nach Bemerkung [I.Z.1]ist w = v o T~! harmonisch auf
T(B1(0)). Sei 0 < 6 < 1 maximal mit

B;(0) C T(B1(0)) C By/5(0).
Dann folgt auch
Bsr(0) C T(B(0)) C B,/5(0), 0<r<1.
Mit ([022) fiir A® = —A erhalten wir fiir 0 < r < 6%/4:

/ o] da < C’/ lw|? da
B,(0) Brys(0)
< Cr”(S_Q”/ lw|? da < C((S)r”/ v|? da.
Bs(0) B1(0)

Fiir (I0Z3)) erfolgt die Abschitzung analog. O
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Eine zu Satz [0.2.1] analoge Aussage gilt fiir Losungen v € H'(B%(0)) von

([I021) auf

B} (0) = {(2',2,) € Br(0); x,, > 0}
mit

v =20 auf OR} N Bg(0). (10.2.5)

Satz 10.2.2. Sei v € HY(B}(0)) Lésung von ([0.ZT), (IIZ5), 0 < r < R.
Dann gilt

Z
/Bm) o] da < 0(%)”” /B;(O) 0|2 da. (10.2.6)
i)
/B:r(o) }e?; Pdo < O(%)Wr2 /B;;(O) }g;’i Pz, 1<i<n—1,
fr e <C (@) [, ol
iv)

ol G o)™ [ i~ () o

Bemerkung 10.2.1. Setzen wir v fort auf Br(0) mittels

(@', x,) = v, —zy), Ty <0,
it ov , , ov , , ,
8_:m($  Ty) = _8_11(36 ,—Tn), 1 <i<n—1,

also auch

[ Ov 1

(g_;)r: m/&@ 36;}1 ww=01<isn-1,
und mit 9 9

a—%(ﬂﬂ/axn) = a—xn(fﬁ/a—xn),

so kénnen wir ii) und iv) zusammenfassen zu
v)

r

/ Vo — (Vo) |* do < c(_)”“/ Vo — (V0)s|* de.
B,.(0) R Br(0)

Im Allgemeinen ist das so ergiinzte v keine Losung von A(®v = 0 in Br(0).
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Beweis von Satz[I0.2.2. i) Sei zuniichst A®) = —A. Setze v fort zu v €
HY(Br(0)) mit v(2’,2,) = —v(2’, —2,). Dann ist v schwach harmonisch mit

_ 1 /
Up = —— vdr =0.
L(B(0)) /B, (0)

Die Behauptung folgt mit Satz T0.2.11

Fiir allgemeine A(®) verfahren wir analog zum Beweis von Satz [0.Z.1l Wiihle
eine lineare Tranformation 7: R® — R™ mit w = v o T~! harmonisch auf
T(B#(0)) =: Q und dazu § > 0 maximal mit Bsg(0) C T'(Bg(0)). Fiir 0 < r <
dR folgt die Behauptung mit i). Fiir §R < r < R ist die Behauptung wahr fiir
geniigend grosses C' > 0.

ii) Die Abschétzung (I0.2.6) gilt auch fiir jede tangentiale Ableitung dv/0x;,
1<i<n—-1.

iii) Zur Abschitzung von dv/dz,, betrachte wieder w = v o T~! mit Aw = 0 in
T(B£(0)). Setze w antisymmetrisch fort auf Bsr(0) C T'(Bg(0)) und benutze
Satz [[0.2Z1] Fiir 0 < r < dR erhalten wir auf diesem Wege die Abschiitzung

r\" 2
\Vw|*de < C( = / [Vw|” dz
/BT(0> (R) Br(0)

sowie
V—V_T2d<cin+2/ YV — (Vo) g| de.
/Br(o)‘ w (w)‘ r < (R) BR(O)‘ w (w)R’ T

Es folgt

/ Vo2 dz < c(i) / \Vo|?dz, 0 <r <R,
B/ (0) R7 " B0

wie geiinscht.

iv) Zum Beweis der noch fehlenden Abschétzung benutzen wir die folgende
Minimaleigenschaft des Mittelwerts.

Behauptung. Sei f € L?(Q). Dann gilt fiir jedes o € Q, 0 < r < 1 die
Abschétzung

/ |f—f},zo\2d:c:min/ \f — al? da.
Qr(w0) a€R JQ, (z0)

Beweis. Sei ag € R mit

/ |ffa0|2dz:min/ \f — al? da.
2 (20) @€k Ja, (a0)

/ |f—a|2dx=/ (a0 — f) do
a=a0 JQ,(xo0) Q. (z0)

folgt die Behauptung. O
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Somit erhalten wir mit Satz [0.2.]] fiir 0 < 7 < 62R die Ungleichung

/ ’va (W)dez: min / Vv — al? da
B} (0) “eR" JBt(0)

< Cmin/ |Vw — af? dx:C/ ‘Vw— (W)r/6‘2d$
B,.,5(0) B..;5(0)

< C’(T)n+2/ IV — (Vw)sp| da
<Cl= - SR

R Bsr(0)

n+2
C(i) min/ Vw — a)” d

R a€R™ J Bsr(0)

7\ "2 = |2
C(E) / |Vo — (Vo) g| dx,
B (0)
und die Behauptung folgt. |
Unser néchstes Ziel ist der Nachweis von zu ([0.2.2)), (I0.2.3), (I0.2.6) analogen

Abschétzungen fiir Losungen u € H' der Gleichung

40, — 9 (aw)@) _ 9, (10.2.7)

B 8:131- i G:I:j 8:131- ’

IN

Wir benotigen den folgenden Hilfssatz.

Lemma 10.2.1. Sei h € L2(B§2+)(O)), w € H&(Bg)(())). Dann gilt fiir jedes
0 > 0 die Abschdtzung

| hw dz| < & |Vw|2dx+06_1R2/ |h|? dz.
BZ" (0) B (0) B (0)

Beweis. Mit der Youngschen Ungleichung 2 |ab| < ea® +&710%, a,b € R, wobei
€ = 6R™2, schitzen wir ab

_ 2 - 2
[ o do] < e ol < OR72 ol + 67 R
By '(0)
Gemiiss der Poincaré’schen Ungleichung, Lemma [T.T.2] gilt weiter

w2 = / wl? de < CR? / Vol d.
B (0) B (0)

Die Behauptung folgt. (|
Lemma 10.2.2. Sei u € H'(Bg(0)), bzw. sei u € HY(B}(0)) mit ([0.2.5)

Lésung von (I02T) auf Bg)(()), wobei f = (f;), h € LQ(BI(;)(O)). Dann gelten
fir 0 < r < R die Ungleichungen

r\n" 2 = 12
Vul?dz < C(= / Vu d:z:—i—C’/ f— frl"da
/BT(“F) (0) | | (R) B}(;') (0) | | B;{H(O) i i

+ CR? / |h|? da
BI(;—)(O)
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sowie, mit der Konvention aus Bemerkung [10.2.1],
N n+2 N
/ |Vu = (Va),|*de < € (%) / |Vu — (V) g|*de
B,(0) R Br(0)

+0/ |f—fR|2dz+CR2/ |h|? d.
B (0) B (0)

Beweis. Zerlege u = v + w, wobei Ay =0 und w € H&(Bg)(O)). Mit Satz
I02T1 und Satz folgt

/ |Vu|? dz < 2/ \Vo|? da + 2/ \Vw|? da

B:(0) B (0) B{(0)

C(i)n/ |Vv|2d:c+2/ \Vwl|? da
R B (0) B (0)

C(i)n/ |Vu|2dx+0/ \Vwl|® da.
R 35;) (O) B;;) (0)

IN

IN

Weiter erhalten wir mit

/ (A'w)w dx = / ( _ 9 (az(.?)a_w)>w dx
B;;)(O) B§Q+) (0) 6ml a.’I]]

= / a§§>a—wa—w dz > \ | Vw2,
BH(0) Ox; Oz

wegen Ay = Ay =p — g—f’i aus Lemma [[0.2.] die Abschétzung

A[Vwll3, < / (AOw)w da = / (h — afi)w dx
B (0) P 0w
= ow

A 2 2115112
Vel ORI+ [ - (g

dx

IN

N

A _
< SIVulf 40 [ 17 = Taldo+ CR2 Al
BE;)(O)

Mit (I023)), bzw. Bemerkung [[0.2.11v) folgt die 2. Behauptung analog. O

10.3 Morrey-Campanato-Riume
Wie kann man die im vorangegangenen Abschnitt gewonnenen Abschétzungen
nutzen?

Definition 10.3.1. (Morrey) Sei Q C R™ offen, 0 < v < n. Setze

V() = {f € L*Q); [fl2an = sup (7 / P d) < o0}
Q- (z0)

o€, 0<r<1

mit Norm
112wy = Ifll 20y + [f]L2v @)
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Bemerkung 10.3.1. i) Es gilt L?"(Q) = L>°(Q) N L*(Q).
ii) Weiter gilt L2V (Q) = {0} fiir v > n.
Lemma 10.3.1. Sei Q vom Typ A fiir ein A > 0, und sei 0 < v < n. Dann gilt

L3 (Q) = L.

Beweis. i) Seien f € L?¥(Q), 20 € Q, 0 < 7 < 1. Mit der Minimaleigenschaft
des Mittels folgt

— 2 v
/ \f = Frao|” de s/ [P dz < [1f 1720
QT(IU) QT(‘TO)

ez < g2 -
ii) Sei f € L2V(Q), xg € Q, 0 < r < 1. Schiitze ab

f |f|2d$§ 2f |f*fr,zo|2d:€+2|f_¢",mo|2'
Qr(20) Qr(z0)

also

Setze r; = 2'r, i € Ng. Wihle ig € N mit 2 > r;, > 1. Dann gilt

i
|f7“7960| < Z |f”"i7IU - fTi717I0| + |f”"i07IU|

i=1
und

|.fTTi,IU - fTi717I0| S C(f |f - .}(TTi,IU|2dz)1/2

Ry (20)

= 1/2 e
< O(]{2 |f = friwol’d) s Cr, = [flzew
i (z0)

Da v < n, konvergiert die Reihe

v—mn
2

o0 o0

ven o ven
Eri :r22212:Cr2.
i=1 i=1

Es folgt
(Z |fTi,ﬂEo - f"’i—hmo') < Cry_n[f]%zv“'
i=1
Zusammen mit der Abschitzung
"V rgl? < Vs <€ [ 177 o
ergibt dies
—v 2 —v 7 2 n—v|g 2
. / F[2 da < 2 / 1f = Fono 2 + Cr o]
Qr(z0) Qr(20)

< Clf2a +CIfl22 < C I f |22

wie gewiinscht. O
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Bemerkung 10.3.2. Fiir v = n gilt die Aussage nicht, da einerseits gem#ss
Bemerkung M0.3.1H) gilt L™ (Q) = L°°(2) N L%(Q), wihrend wir andererseits
aber in Beispiel B 1.2ii) und Satz [R.6.6] gezeigt haben, dass

L2™M(Q) D Wh™(Q) 3 log log(ﬁ) ¢ L™(Q).

Lemma 10.3.2. Sei ¢: |0, Rg] — [0, oo[ monoton wachsend mit
o(r) < A((%)" + 5>¢(R) +BR®, 0<r<R<R, (10.3.1)

wobei 0 < B < a, A,B € R. Dann existieren €9 = eo(A,a,5) > 0 und C =
C(A,a,B) € R, so dass fir 0 < e <eq folgt
r

o(r) < O((5) 9(®) + Br’), 0<r<R<Ro.

Beweis. OBdA sei A > 1. Wihle Zahlen v, 7 > 0mit f <y < a, 0 <7 <1,
so dass

241 =77,

Setze ¢ := 7% und nimm an, 0 < ¢ < gp. Fiir 0 < R < Ry, r = TR ergibt
([I03T) die Abschitzung

¢(TR) < 247°¢(R) + BR® = 77¢(R) + BR®.
Iteration ergibt fiir jedes k € N die Ungleichung

("1 R) < 77 ¢(7*R) + B(T*R)?
<7¢(r* 'R) + ' B(r*'R) + B(r*R)"

k
< T(kJrl)'Yd)(R) +B Z A (k=08 pB
=0

k
= T(k+1)7¢(R) + BZ(Tv—ﬁ)z(TkR)ﬁ_
1=0

Zu 0 < r < 72R wihle k € N mit 7"t2R < r < 75t1 R. Mit der Monotonie von
¢, der Ungleichung 7(*+17 < 7(++18 und unter Beachtung der Konvergenz der

Reihe Cp := 3 (7777)! < 0o erhalten wir
=0

o(r) < p(7*1R) < 7*FVBH(R) + BCy(m*R)?

<P (%)%(R) + BCor 7 < O((5) 0(R) + Br7).

wobei C' = max{7~? Cor=2%}. Die Behauptung folgt. O
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Satz 10.3.1. Sei u € H'(R"), bzw. uw € H'(R?}) mit u = 0 auf OR". Lisung
von (IOZT) mit supp(u) CC R™, wobei f = (f1,...,[fn) € EZ’”(R?H), h €

L>Y(RY,,) mit 0 < p=v+2<n+2. Dann gilt
2, n
Vu € L2(RY,),
und

IVl g2 < Cllwll g + [Flez + 2]l 20 )-

Bewets. Zu zeigen ist fiir zg € R?Jr), 0 <7 < 1 die Abschitzung

/ Vu — (Va), Pde < C(lulfs + [ + [h220). (103.2)
B, (o) (NR7)

Wie eine elementargeometrische Betrachtung zeigt, geniigt es fiir u € H 1(R1),
die Fille B, (zo) C R’ bzaw. zg € OR" zu betrachten.

Setze
o(r) :/ |V — (Va), [2dz,
Br(zo)
wobei wir wie in Lemma im Falle u € H'(R%}), zo € ORY, die Funktion

u antisymmetrisch ergénzen. Fir 0 < r < R <1 gilt wegen der Minimaleigen-
schaft des Mittels

o)< [ |Vu- (VaaPde < o(R).
Br(20)
Weiter ergibt Lemma die Abschitzung
o) <C(R)"Pom+C [ Af - fuPdosor [ s
R BE;)(IU) B;r)(mo)

O(R) + CR¥[f)%s.. + CR*™ ||h|%.., .

n+2

n+2

r
<C(=
<c(%)

Mit Lemma[I0.32 folgt fiir p = v+2 < n+2und 0 < r < R = 1 die Ungleichung

3(r) < (1) + Cr ([f2en + [Al72. ).
Nach Division durch r# erhalten wir (I0.32). O

Bemerkung 10.3.3. Speziell fiir p = v+ 2 = n+ 2a mit 0 < a < 1 ergibt
Satz [0.3.1] zusammen mit Satz B6.5, dass Vu € C%%. Da weiter fiir f € C%®
gemiiss Satz B.6.7] auch gilt f € £L%# konnen wir die Regularitiitsabschitzung
in Satz [[0.3.1] auch in der Form schreiben

IVullgoa < Clllullgs + [fleoe + (1Al L2 )-

10.4 A-priori Abschitzungen in Holder-Normen

Betrachte nun die Gleichung

0 O _ 9t
Auffaxi(a”(:c)axj)chuf 3 + h, (10.4.1)

Li




10.4. A-PRIORI ABSCHATZUNGEN IN HOLDER-NORMEN 195

wobei a;; = aj; gleichméssig elliptisch und mit weiteren, noch zu spezifizierenden
Regularitdtsannahmen.

Lemma 10.4.1. i) Sei u € CH*(R™) mit 0 < a < 1 Lésung von (04T,
wobei a;;, fi € C%, ¢,h € CY, und supp(u) CC R™. Dann ezistieren Konstanten
(0)

C,6 > 0 nur abhingig von a;;(0) =: a;;’, so dass

lullgre < C(lul g + 1fllga + lRllco ),
falls gilt

sup |aij(:z:) = aU(O)| < 6.
zEsupp(u)

ii) Eine analoge Aussage gilt, falls u € C**(R}) Losung von (I0AT) mitu =0
auf ORY und supp(u) CC R™.

Beweis. Schreibe (T4 dquivalent als

9 du af;
Ay = — 2 (g0 2y — (40, — Ay) — 2L
T o (@ 3%') (AT = Aw) o ' (10.4.2)
0 (0) - ou afi B 0 P o
o 81‘1 ((aij ”)axj) (9:61 + h = (9:61 fl + h,

mitﬁ:hfcueco,ﬁ:(az(-?)faij)%ﬁLfiECa,1§i§n.

Setze = n+2a, v = u—2 =n—2+2a < n. Dann gilt C* = L2 gemiiss Satz
BE.7, bzw. C° < L — L*¥ auf supp(u), und wir kénnen die rechte Seite von

(I0A2) auffassen als f; € £2#, bzw. h € L>¥. Mit Satz I03.1 und Bemerkung
folgt

IVullga < C(lullgr + I flca + 1hllz22)
< C(lullgn + £l + Ihllgo ) + Cré [IVullge + Cllullen -

Fiir § < % folgt

lullra < C(llullgr + 1 fllga + 1hllco ) + Cllull s
Die Behauptung erhalten wir, indem wir das nachfolgende Lemma mit
X =Che(Q), Y = CYQ), Z = HY(Q) anwenden fiir ein @ CC R" mit
supp(u) C Q. O

Lemma 10.4.2. (Ehrling, Gagliardo, Nirenberg) Secien X, Y, Z Banach-
rdaume mit stetigen FEinbettungen X — Y < Z, wobei X — Y kompakt. Dann
ezistiert zu jedem € > 0 eine Konstante C(€) mit

Ve e X: lzlly <ellzlx +C(e) |2l 5 -

Beweis. Nimm widerspruchsweise an, es existieren (z) C X, € > 0 mit

L= |lzklly = ellzallx +Fllekll, keN.
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Dann ist (z;) C X beschrénkt, und ||zx|, < £, k € N. Da X < Y kompakt,
gibt es eine Teilfolge A C Nund y € Y mit 2, > yinY (kK — oo, k € A). Da
Y — Z, gilt auch 2y —» y in Z (kK — oo, k € A). Jedoch gilt

lyllz =, Jim ol z = 0;

das heisst, y = 0, und mit

1=zklly =0 (k— o0, k€A)
folgt der gewiinschte Widerspruch. O
Analog zu Lemma [T0.4.7] gilt

Lemma 10.4.3. i) Seiu € C**(R") mit0 < a < 1 Lésung von (I0AT), wobei
aij, fi € CH*, ¢,h € C*, und mit supp(u) CC R™. Weiter sei az(-?) = a;(0).

Dann ezistieren Konstanten C,§ = 5(a§?)) > 0, so dass

lullgz.e < C(llullgn + [1fllgra + IRllge ),

falls gilt

sup |ag; — agg)‘ < 0.

supp(u)

i) Eine analoge Aussage gilt, falls u € C%*(R%) mit u = 0 auf OR" und mit
supp(u) CC R™.

Beweis. Differenziere (I0.4.2)) in Richtung zj, wobei 1 < k < n — 1 im Falle
ii). Dann ist Uy, = 6‘9—;; Losung von

Ay, = —

o /0f; -
— dih
mit Uy, = 0 auf OR? im Falle von ii), wobei

ou

G:I:j

fi=fi+ (GEJQ) — aij)

eC™™, h=h-cueC"
Mit Satz [0.3.T folgt

IVUkllca < C(I1Ukllar + | flore + hllce)
< C(llull gz + 1flre + hllce ) + Crdllullgae + C llullca -

Im Falle i) folgt nach Summation iiber k fiir C16 < % die Abschéitzung
[ullgz.a < C(llullgz + 1 fllore + 1Rllca ) + Cllulle:
Mit Lemma erhalten wir zudem
lull gz + llullcz < €llullgz.a + Cllull g,

und damit die Behauptung.
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Im Fall ii) benutzen wir zunéichst (I0.4T]), um abzuschétzen

H

ou,
ox

n—1
oo S CllAullca + CY VU ca +C lullor.a
k=1

< C(Ifllgra + lkllge ) + CCllull g + 8 ull gz + llulle ).

Die Behauptung folgt wie im Fall i). O

Bemerkung 10.4.1. Beachte, dass im Unterschied zu Lemma [[0.4.T] im Lem-

ma [[0.4.3 die Annahmen f € CY%, h € C%® es erlauben, den Term gf; und

die Funktion h zu einer einzigen Funktion g € C%% zusammenzufassen. Im
folgenden geniigt es daher, statt (I04T) die Gleichung

0 ou
Au = _G—:I:i(aij(x)c')_xj) +cu=g, (1043)

mit gleichméssig elliptischen Koeffizienten a;; = aj; € CY® und g € C%* zu
betrachten. Da die Form (I0.4.1]) der Gleichung es jedoch erlaubt, die bei Um-
formungen entstehenden neuen Terme bequem im Term g£ Z zu absorbieren,
behalten wir diese Form in den Aussagen der Sitze bei, benutzen dann aber die

vereinfachte Form (I0.43) fiir die Beweise.

Satz 10.4.1. Sei Q CC R™ von der Klasse C*® fiir ein 0 < o < 1, Weiter
seien a;; = aj; € CH*(Q) gleichmdssig elliptisch, ¢ € C*().

Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so dass fir jedes ug € C>*(Q), jedes
f=(f1,--,fn) € CH(Q) und jedes h € C*(Q) fiir jede Losung u € C**(Q)
von (IOAT) mit u = ug auf O gilt

lullgo.e < C(Ilullgr + 1fllgre + I1Bllga + lluollga.a )-

Beweis. OBdA sei ug = 0. Betrachte sonst & = u — ug, ﬁ = fi + aijg%‘;,
1 <1< n, mit
[fllcre <|[|fllore + Clluol|c2a.

Fiir eine elliptische Matrix mit Koeflizienten b;; = bj; sei 6(b;;) > 0 die kleinere
der in Lemma [[0.4.1] und Lemma [[0.4.3] auftretenden Konstanten.

Zu jedem zy € 99 gibt es nach Annahme eine Umgebung Uy = U(zg) CC R™
und einen C%“-Diffeomorphismus Hy: Q — Uy mit

Ho(Q+) =UpyNQ, Ho(Qo) =UpyN o (1044)
sowie mit
sup |ai;(x) — ag;(zo)| < 8, sup |hy;(y) — B | < 6(h)) (10.4.5)
x€UoN yeQ

fiir ein noch zu bestimmendes § > 0, wobei (h;;) = H{(a;j(z0)) und mit hz(-?) =
hi;(0). Da 02 kompakt, geniigen endlich viele derartige Mengen U; = U(x;),
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1 <1 < L, um 99 zu iiberdecken. Wihle dazu weitere offene Mengen U; =
U(x)) cCQ, Lo+ 1 <1< L, mit
sup |a;j(z) — aij(z1)| < 8(ai;(ar)) fur Lo+1 <1< L. (10.4.6)
xel;

Schliesslich sei (¢;)1<i<r eine Zerlegung der Eins beziiglich (U;)1<i<r und zer-
lege

L
u:Zul mit u; = uy, 1 <1< L.
=1

i) Sei Lo+1 < I < L. Dann 16st u; = wy; mit supp(u;) C U; CC Q die Gleichung

0 0 Op; O
Auy = (Au)p; — —( ﬂ) s

8:131- aijual'j — 8:131- G:I:j
0 dpi O Oy Ou
= —axi (fi%ﬁl + aiju%j) + h(pl + fla—l'l - aija—%%j (1047)
ofi -
= h
81‘1' + !
it o B D D
3 2 7 2 w1 ou
i = Ji u—, hi=h i — Qg —.
Jri = fiprFaigug o he=hoot fig =i ey
Lemma [10.4.3] ergibt

lutllga.o < C(lluill g + Nl fillcre + [1ullc)
< Cllullgr + 1 flere + 1Pllga + llullgra)-

ii) Sei 1 <1< Lo, Uy ¢ Q. Wie in (I0.47) erhalten wir die Gleichung

fi &
Auj = ——=+h
Uup (91'1 + l

mit P 9 0o O
- Y1 > Pl pL ou
i=Ji u~—, hi=h i ] :
i f@l+a3u6x» 1 o1+ f D aaaxi Bz

J 3

Um diese Gleichung mittels H; zu transformieren, fixieren wir ax-) = a;;(x;) und

definieren 5 5
W, 0 (wdu
A ur: a(Ei (al] aZCJ)

mit
A(l)ul = A(l)ul — Aul + Aul

__ 9w _ NowN O o s
B _8_%' ((aij - aw) 81']') c ox; S+ =

9

Ai iL = ’
8zifl’ +np=: g

wobei 5
fu = fu + ((IE? — aij>a_’u% € Cl’a, iLl = iLl —cuy € e,

Lj
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Gemiiss Bemerkung [L4T] erfiillt v; = u; o H; € C?%(Q4) die Gleichung

(VIR 5E) = ot

*Ahlvl

\/|hl | 0y

mit (hy;;) = Hf (a (l)) das heisst, es gilt

B 0 (hij%) :hl log‘\/|hl 81}1

Ay \! dy; Ay

+g oHy=:j

mit
o(l hi]) &
e ogay\/l Wov o e CO0(Q).

Weiter gilt
v = 0 auf Qo, supp(v;) CC Q,
und Lemma [[0.4.3] ergibt
lutll gz < Cllullgea < C(lvill g + lillea )
< C(llollg + lgellca + loillera)
< C(llullgr + £ e + Al g + lullora ) + C1é Jullge.o
mit einer von der Wahl der Uberdeckung (U1)1<i1<r unabhéngigen Konstanten

Cy > 0. Wihlen wir 6 > 0 mit C1§ < 1/2, erhalten wir mit i) und ii) fiir
1 <1 < L die Abschitzung

lullcee < C(Iullgs + 1 flore + Mhlloa + lullora )-

Nach Summation iiber [ erhalten wir

L
lullgza <D Nutllgze < C(llullgn + 1fllore + Ihllge + llullora ),
I=1
und mit Lemma [[0.4.2] folgt die Behauptung. O

Bemerkung 10.4.2. i) Analoge Abschiitzungen gelten fiir C*®-Losungen u
der Gleichung
—Agu = —divgf +h

auf einer geschlossenen (kompakt, ohne Rand) Mannigfaltigkeit (M, g).
ii) Dasselbe gilt fiir Operatoren

0%y

Ay = — ji———
Y aj@xiaxj

+ cu

mit gleichméssig elliptischen Koeffizienten a;; = aj; € C“. Schreibe dazu mit
einer geeigneten Uberdeckung (U;) von Q

Au= AWy + (Au — A(l)u) inU, 1<I<L,

wobel

0*u 0 ou
AD _aqW® — 0
U 8:1318:1:] dx; ( )

B 38:13
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®

mit a;; = a;; (2;) fiir ein 2; € U; N Q. Der Storterm ldsst sich abschétzen

(1), _0%u I

l
|Au — ADul|ca < ||(ay; — aj; )axia%

i ca S Cllullgz + 6 llullge.a

wobei wir zu vorgegebenem &y > 0 durch Wahl einer geniigend feinen Uber-
deckung (U;) von ) erreichen kénnen, dass

0= sup lag(z) - ai(@)] < o
zeUNQ, 1<I<L

Fiir geniigend kleines dg > 0 liefert Satz[I0.Z.1ldie gewiinschte C%*-Abschitzung.

10.5 Existenzsitze

Betrachte zunéchst die Aufgabe

Ofi .
h in Q,
Ox; e (10.5.1)

u = uqg auf 0.

Ay = Ay = —

Satz 10.5.1. Sei Q CC R™ von der Klasse C*t2, k > 5 ta,0<a<l Dann
gibt es zu jedem ug € C>%, f = (f1,..., fn) € CH*, h € C* genau eine Lisung

u € C%%(Q) von [ILET), und
lullgz.e < C(Ifllore + 1l oo + ol g2 ) (10.5.2)

Beweis. OBdA sei ug = 0. (Sonst betrachte & = u — ug, f = f — Vug.) Weiter

gelte oBAA f = 0 — sonst betrachte h = h — gg € C* —und h € C*(R"™).

Sei (pe)eso glittender Kern wie in Lemma [T33] he = h * p. € C®(Q), € > 0.
Nach Satz gibt es zu h. eine eindeutige Losung u. € NgenH 2 N HL(Q)
von

—Aue = he in Q
ue = 0 auf 09Q.

Fiir k > 2 + « ergibt Satz @Il dass u. € C**, und gemiss Satz [0.ZT] gilt

(10.5.3)

luellcoe < C(lluell g + lhell o )-

Weiter folgt aus (I0.5.3)) mit Lemma [[.T.2 die Abschétzung
_ 2 2
co el < IVuellz. = /Q(*Aue)ue dw < |lhell g2 luell 2 < Thell L2 [[uell g5

das heisst, es gilt
[uell g < Cllhell Lz < Cllhell o -

Zudem gilt ||hc|| oo < [|B]| o, denn einerseits konnen wir abschétzen

1ell oo = sup [2 % pe| < [Al| oo ;
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andererseits erhalten wir

/ |h(z1 —y) — h(z2 — y)| pe(y) d

|21 — z2|®

[heloa < sup y < [h]ca.

T1£T2

Mit Satz B.6.2 folgt u. — u in C? fiir eine geeignete Folge ¢ — 0, und mit

2 _ 2 V2ue(r) — V2u,
[Vute) = V2], [Vo0el) = VW] g, iz o < 0
i T

fiir jedes x # y € Q folgt u € C%. Weiter 16st u die Gleichung

—Au=h in Q,
uw =0 auf 99,
und nach Satz ist u eindeutig bestimmt. O

Satz 10.5.2. Die Aussage von Satz[I0.5.1] bleibt richtig fiir den Operator
0 ou
Au = —a—xi(aij%j> + cu

statt AQ®) = — A, sofern ai; = aj; € CH* gleichmissig elliptisch, 0 < ¢ € C*.

Bemerkung 10.5.1. Die Eigenfunktionen ¢; € H}(Q2) des Laplace-Operators
erfiillen

7A501 - )\1901 = 0 in Q,
w; =0 auf 0.
Satz gilt also nicht fiir beliebige ¢ € C*.

Beweis von Satz[10.5.2. Wie vorher geniigt es, ug = 0 und f = 0 zu be-
trachten. Wir benutzen die “Kontinuitdtsmethode”: Fir 0 <t <1 setze

0 ou
(), — _ (1) Y% ©O)
AWy oz, (aw 8xj) +c\u

mit agj-) = (1 —t)ds +tai; = a;?, M = te.

Offenbar ist (az(-;)) gleichmissig elliptisch mit Konstanten 0 < A < A unabhéngig

von t, und ¢® > 0. Fiir u € C>* N H}(Q) folgt

)\HVU”%Z < / alt Ou Ou dr < /(A(t)u)u dx
9 Q

tj . }
y 7 Oz Ox;

< 1A%l 2 fJull 2 < CIA oo [ful g

Mit der Poincaré-Ungleichung, Lemma [T.T.2] erhalten wir die Abschétzung
lull g < CI9ul: < 1 ADu] e (10.5.4)

mit einer von ¢ € [0, 1] unabhéngigen Konstanten C. Zusammen mit Satz[[0.5.1]
folgt
[ull g2 < Cal| A ul| o, (10.5.5)
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wobei die Konstante C'y unabhéngig von ¢ gewéhlt werden kann.

Setze nun
X =C**NHLQ), Y =0%0),
und betrachte
I={te[0,1; A®: X - Y surjektiv}.

Wir zeigen: I = [0, 1]; insbesondere gilt dann 1 € I, und die Behauptung folgt.
Beachte I # (), da 0 € I nach Satz 10571

Behauptung 1. I ist abgeschlossen.

Beweis. Sei (t) C I mit t, — t (k — 00). Zu vorgegebenem h € Y seien
up € X mit Ay, = h. Dann ist (ugx) C C*® wegen ([IL5.5) beschrinkt.
Geméss Satz konvergiert eine Teilfolge up — u in C?, und wie im Beweis
von Satz [[0.51] folgt u € % N HE(Q) 1ost Ay = h. O

Behauptung 2. [ ist relativ offen in [0, 1].

Beweis. Sei tg € I, und sei h € Y gegeben. Setze R := (C1 + C2) ||| oo, mit
den Konstanten Cy, Cy aus (I0.5.4), bzw. (I0L5H). Fiir ¢ € [0,1], v € Bar(0; X)
sei u = ®Wy € X die Losung von

Alto)y = Alto)y — Ay + h e C* =Y.
Mit (I054) und (IT50) erhalten wir die Abschiitzung

lullx = llullgza + lull g < (C1+ Ca)| A% ul|co.

o

5}
A%y — AWv||ca = [t — to] | pr ((%‘ - aij)axj) +ev| e
< Clt—tol flvllg2.a
folgt
lullx < Cslt —tol ol x + (Cr + C2) [hllge < Cs |t —tol [lv]l x + R < 2R,

sofern t € [0, 1] so gewéhlt ist, dass [t — o] < ﬁ =: 4.
Weiter gilt fiir vi,v2 € Bag(0; X), |t — tg| < 6 die Abschéitzung

1 (v1) = @ (w2) ]| x < (C1 + Ca)l[(AY) — AD)(v1 = w2) e

1
< Gyt —tof lvr — vl x < 3 o1 — vall x 3

das heisst, fiir ¢ € [0,1] mit |t — to| < § definiert ®® eine Kontraktion auf dem
vollstindigen metrischen Raum M = B;r(0; X). Also existiert fiir derartige
t genau ein Fixpunkt u € Bap(0;X) von ®® und A®y = h. Das heisst,
Bs(to) N[0,1] C I, und I ist relativ offen. O

Da I # () und da [0, 1] zusammenhéngend, folgt mit den Behauptungen 1 und
2, dass I = [0, 1], und der Satz ist bewiesen. O
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