UM NOVO OLHAR SOBRE SIMETRIA
ANA CANNAS DA SILVA

1. SIMETRIAS ESFERICAS E ORBI-SUPERFICIES

Certamente nao é preciso saber matematica para apreciar a simetria que nos rodeia e atrai
na natureza, em arte e no dia-a-dia. Mas até aos anos 80 era necessaria sofisticacdo em teoria
de grupos para compreender a classificacdo dos tipos de simetria. A perspectiva geométrica
dos matematicos norte-americano Bill Thurston e britanico John H. Conway oferece agora uma
abordagem mais acessivel. Thurston propoe que, ao estudar a simetria de um objecto tridimen-
sional, tal como a simetria bilateral de uma cadeira analisada na Figura 1, visualizemos o objecto
no interior de uma esfera. Consideremos equivalentes pontos relacionados por transformacoes da
simetria do objecto. Por exemplo, pontos da perna direita de uma cadeira sao equivalentes aos
correspondentes pontos da perna esquerda por reflexdo. Para a esfera que envolve a cadeira, con-
sideramos pontos do hemisfério esquerdo equivalentes aos correspondentes pontos do hemisfério
direito. Um hemisfério diz-se um dominio fundamental uma vez que contém um ponto de cada
classe de equivaléncia. O espaco das classes ou orbitas de equivaléncia, recordando a hierarquia
do tamanho dessas érbitas, é o que se chama uma orbi-superficie.
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FiGUurA 1. Estudo de simetria bilateral: desde uma cadeira até & decomposicao
da respectiva orbi-superficie em vértices, arestas e faces.

No caso da simetria bilateral, a orbi-superficie serd uma meia carapaca esférica representada
na Figura 1 e simbolizada por uma estrela * na notacdo de Conway. No entanto, os seus
pontos nao sao todos iguais, pois alguns representam érbitas mais numerosas. No caso da meia
carapaca esférica, os pontos do bordo da carapaca representam érbitas singulares, enquanto que
os restantes pontos representam érbitas de dois elementos. Podemos pensar que os pontos do
bordo valem metade dos restantes pontos — a orbi-superficie nao é democratica.

Entender simetrias a la Thurston passa por entender as correspondentes orbi-superficies.

Ignorando os tipos de pontos, as orbi-superficies ndo sao mais do que superficies, das quais é
conhecida a classificagdo desde meados do século XIX. Todas as superficies podem ser obtidas
de uma esfera com operacoes de apenas trés tipos: furos, colagem de asas e colagem de tampas
de Mobius. Um furo consiste em remover um disco, e representa-se simbolicamente por uma
estrela *. Colar uma asa (no sentido de arco para pegar) consiste em remover dois discos
disjuntos e anexar um cilindro ligando os dois furos; representa-se por um anel O. A colocacao
de uma tampa de Mdbius, ou crosscap na literatura anglo-saxdnica, representada por uma cruz
X, consiste em remover um disco e tapar esse furo com uma banda ou fita de Mobius (cujo
bordo é também uma circunferéncia) [FM]. E dificil visualizar esta tltima operacio pois nio
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se consegue realizar em trés dimensoes. Mostra-se que o efeito de introduzir uma asa e uma
tampa de Mobius, O X, é sempre equivalente ao de introduzir trés tampas de Mobius, X3 =
X X X. Fora esta redundancia, nao ha mais repeticoes. Desta maneira, as superficies distintas
correspondem exactamente as assinaturas O™ *" ou *™ XP com m,n,p =0,1,2,... A Figura 2
apresenta algumas superficies. A esfera corresponde & assinatura Q0 *9 = %0 X0 = 1,

@.

Da classificacao das superficies segue a classificacdo das orbi-superficies. A assinatura de
uma orbi-superficie inclui, além dos simbolos da superficie subjacente, também algarismos que
registam o cardcter fracciondrio de alguns dos seus pontos. Encontra-se um exemplo na Figura 3.

FiGURA 2. Algumas das superficies mais simples.

FIGURA 3. A orbi-superficie O 2 2 5 * 3 4 é construida a partir de uma esfera
. . ~ , . N o o o
com uma asa O, incluindo trés pontos cénicos de angulos %, 3620 e 3650 , um
. . ~ o o
furo * e dois cantos na fronteira desse furo de angulos % e %.

Para obtermos uma orbi-superficie com uma certa assinatura, peguemos numa esfera e por
cada simbolo na assinatura causemos o efeito correspondente listado na tabela seguinte. Os
efeitos dos simbolos na construcao coincidem com os efeitos na orbi-superficie dos respectivos
aspectos de simetria apresentados em [SPP]. (Sempre que N=1 ocorre pode ser omitido pois o
seu efeito é nulo.)

simbolo efeito na construcao aspecto de simetria
* furo espelho
N ponto cénico centro de rota¢ao por angulo %
N apds * canto na fronteira cruzamento de N espelhos
(@) asa admiracao
X tampa de Mo6bius cruzamento

Acontece que, para testar se uma orbi-superficie corresponde a uma simetria, o que interessa
é a sua caracteristica de Euler [CE].

2. CARACTERISTICA DE EULER DE UMA ORBI-SUPERFICIE

A caracteristica de Euler de uma superficie é o ntimero
X = (n° vértices) — (n° arestas) + (n° faces)

onde se contam os vértices, arestas e faces de uma triangulacao ou de um mapa sobre a superficie,
com segmentos por arestas e faces sem buracos. Consideremos dois mapas sobre uma dada



UM NOVO OLHAR SOBRE SIMETRIA 3

superficie. Movendo ligeiramente um deles se necessario, podemos assumir que os vértices de
cada mapa estao sobre as faces do outro. Constatamos que o mapa que resulta de fundir os
dois, cujos vértices sao todos os anteriores e ainda os pontos de interseccao das arestas, tem a
mesma soma alternada x de qualquer dos mapas de partida, pelo que a caracteristica de Euler
¢é independente do mapa escolhido.

Para uma superficie esférica a caracteristica de Euler é 2, como podemos verificar considerando
um mapa criado pela projecgao de um tetraedro, ou de um cubo, etc. Para uma orbi-superficie
obtida de uma esfera identificando pontos relacionados por certas transformagoes, define-se a
caracteristica de Euler enquanto orbi-superficie como

2

n° transformacoes

X (orbi-superficie) =

Para a orbi-superficie hemisférica da simetria bilateral obtemos x = 1, uma vez que ha duas
transformagoes: identidade e reflexdao. A transformacao identidade, tao preguicosa que nada
mexe, estd presente em todos os casos. Para a orbi-superficie triangular das simetrias de um
cubo exibida na Figura 4 obtemos y = i, ja que ha 48 transformacoes que preservam o cubo!

*432

FiGURA 4. Estudo da simetria de um cubo até a decomposicao da respectiva
orbi-superficie em vértices, arestas e faces.

Em alternativa, o nimero x(orbi-superficie) pode ser obtido contando vértices V', arestas A
e faces F' num mapa sobre a orbi-superficie, tendo em atencdo que certos pontos valem menos
por corresponderem a orbitas menos numerosas. Engrossemos vértices e arestas de maneira
a realcar fraccoes de vértices-bolas ou de arestas-cilindros. Para a orbi-superficie da simetria
bilateral, escolhendo o mapa da Figura 1, temos dois meios vértices V = % + %, duas meias

arestas A = %4— % e uma face F' = 1, o que bate certo com y =V — A+ F = 1. Para a
orbi-superficie das simetrias do cubo, o mapa da Figura 4 exibe V = % (um sexto de vértice pois
o vértice original do cubo é partilhado por 6 dominios fundamentais), A = i (a aresta original

do cubo ¢ partilhada por 4 dominios fundamentais) e F' = % (a face original do cubo contém 8
dominios fundamentais), donde y =V — A+ F = 4.

Vejamos agora como podemos construir uma orbi-superficie com uma dada caracteristica de
Euler. Qualquer orbi-superficie é obtida de uma esfera construindo os efeitos dos simbolos na
assinatura da orbi-superficie. Cada efeito tem uma consequéncia numa triangulagao, tal como
eliminacao de uma face ou cisao de uma aresta ou de um vértice, que implica um custo a
deduzir a caracteristica de Euler da esfera de partida para obter a caracteristica de Euler da
orbi-superficie. A tabela seguinte indica os efeitos em termos da caracteristica de Euler. Esta
tabela pode ser verificada escolhendo triangulacoes bem ajustadas a cada efeito. Por exemplo,
um furo é criado eliminando uma face e despromovendo os vértices e arestas em torno dessa
face a meios-vértices e meias-arestas. Para transformar um ponto vulgar em ponto cénico de
ordem N, convém escolher uma triangulacdo em que o ponto original seja o vértice no centro
de um poligono de N lados, com N raios/arestas a partir dele. O ponto cénico é criado como



que enrolando esse poligono, sobrepondo os N raios, perdendo um vértice vulgar e ganhando um

N-ésimo de vértice.
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sfmbolo efeito na construgéo | custo na caracteristica de Euler
* furo 1
N ponto cénico 1-— % = %
N apds * canto na fronteira % — ﬁ = %
O asa 2
X tampa de Mobius 1

3. As ORBI-SUPERFICIES DOS PADROES ESFERICOS E PLANOS

Qualquer orbi-superficie obtida de uma esfera com transformacoes de simetria tem carac-
teristica de Euler %, onde # é o numero de transformagoes. Entao, para deduzir quais os tipos
de simetria que podem ocorrer numa esfera, procuramos primeiro todas as orbi-superficies com
caracteristica de Euler da forma % Ou seja, procuramos todas as combinagoes de simbolos com

custo total 2 — % Depois verificamos se essas orbi-superficies correspondem de facto a alguma
simetria; X N M e N M, com N e M nimeros diferentes, falham o dltimo teste, pois ndo podem
ser obtidas de uma esfera, essencialmente porque os tnicos poligonos de dois lados que podem
existir na esfera tém que ter angulos iguais.

Teorema Magico para a esfera: Os tipos de padrdes esféricos correspondem as sequintes com-
binagoes de simbolos (as 7 ultimas sendo familias dependentes do parametro N = 1, 2, 8, ...):
532 *x432 *x3382 5382 4,382 332 3% 2
* 22N, * NN, 2%N, 22N, NN, N* NX

Para deduzir o Teorema Mégico para o plano a partir do caso da esfera basta deixar o nimero
# de transformacoes de simetria tender para infinito: limy o <2 — % = 2. Isto é, para
uma orbi-superficie de um padrao plano a caracteristica de Euler deve ser nula. Os 17 tipos de
padrdes planos sao listados e discutidos no artigo [SPP]. O DVD [SA] exibe as correspondentes 17
orbi-superficies como carimbos a moverem-se para estampar um plano com diferentes simetrias.
Mais explicacoes sobre estas ideias, com impressionantes ilustragoes, podem ser encontradas no

livro [CBG]. A simetria, intuitivamente tao geométrica, afinal é intrinsicamente geométrical
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