Musterlosungen Basispriufung Sommer 2020
1. Wir betrachten die Funktion
f(x)=vx2+5 firxeR

(a) Bestimmen Sie die Linearisierung von f(x) in zp = 2.
(b) Was ist der Wertebereich von f(z)?
(c) Sei F(z) die Losung des Anfangswertproblems

F'(z) = f(z)
F(0) = 33.

Ist F'(1) grosser oder kleiner als 337 Sie brauchen nicht F(z) zu

bestimmen.
Losung:
(a) Es gilt
z 2
"(z) = = f1(2)==.
@ 245 1) 3
Die Linearisierung von f(x) an der Stelle 7o = 2 ist daher gegeben
durch
/ 2 5 2
L(e) = o) + Flan)(a —20) =3+ 2w ~2) = 2+ 2o,

(b) Es gilt
flx) =Va2+5> f(0) = V5,

weil 22 > 0 ist fiir alle z € R. Weiter gilt

lim f(z)= lim Va2 +5=+oc0.

T—-+00 Tr—-+00

Da die Funktion f(x) stetig ist, ist der Wertebereich gegeben durch
[V/5, +o00].

(c) Die Ableitung F'(xz) = f(x) ist stets grosser als 0. Daher ist F(z)
streng monoton wachsend. Somit ist /(1) > F'(0) = 33.

2. Bestimmen Sie jeweils die allgemeine Losung der folgenden Differentialgle-
ichungen:



(a) y" =6y — 10y
(b) 3y = (y—1)(y+2)

Losung:

(a) Dies ist eine lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-

ten. Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung ist
r* = 6r — 10.
Mit Hilfe der Mitternachtsformel erhalten wir die Losungen ry = 3+
und 7o = 3 — 7. Die allgemeine Losung ist somit gegeben durch
y(x) = e** (ki cos(x) + kysin(x))

mit Konstanten kq, ks € R.

(b) Diese Differentialgleichung ist separierbar. Es gilt fiir y # 1 und
y# -2

dy _ 3 dy _

dx
= [o=nerme=/

Um das Integral auf der linken Seite zu berechnen, machen wir eine
Partialbruchzerlegung. Es gilt

3 A B Aly+2)+B(y—1)

— + =

(y—Dy+2) y—-1 y+2 (y—1Dy+2)
Mit einem Koeffizientenvergleich erhalten wir die folgenden beiden
Gleichungen, mit denen wir A und B bestimmen konnen:

A+B=0
2A—-B =3
Folglich gilt A=1und B= -1 undm:y—il—y—}&. Daher
gilt
3 1 1
—dyz/dm = /———dy:/dac
/(y—l)(y+2) y—1 y+2
—1
<:>1n|y—1|—1n|y+2|:x+0<:>1ny =z+C
y+2
—1
2D
v= 1 — De*



mit Konstanten C' € R und D # 0. Zudem haben wir die konstanten
Losungen y =1 und y = —2.

3. Wir betrachten die Matrix

1 23 45
A=12 4 4 4 4
00123
(a) Ist das System
1
A7 =10
1

losbar?
(b) Bestimmen Sie eine Basis der Losungsmenge des Systems A% = 0.

(c) Bestimmen Sie eine Basis des Raums aller Vektoren @, fiir die das
System AZ = ¥ |osbar ist.

Losung:

(a) Mit dem Gaussalgorithmus erhalten wir

123 4 5|1 12 3 4 51 1
11-21 431

2 4 4440|200 -2 -4 —6|-2

001 2 3|1 00 1 2 3|1

12 3 4 51\ , (123451

00 -2 -4 —6/-2|—2[00123]1

00 0 0 0]0 0000 0[0

Dieses System ist |osbar.

(b) Mit dem Gaussalgorithmus erhalten wir wie in a)

123 4 5]0 (1) 2 3 4 5|0
2 4 44 4/0 | — oo@zgo
0 01 2 3]0 0O 0 0 0010

Die Anzahl der freien Variablen (d.h. 5-Anzahl fiihrende Einsen) ist
gleich der Dimension des Kerns. In unserem Fall ist dim(ker) = 3.



Wir mussen also drei linear unabhangige Basisvektoren finden. Da
die Stufenform-Matrix dem System

r1 4 229 + 3x3 + 4x4 + dx5 =0
$3+21’4+3I5:0

entspricht, nehmen wir zo = s, x4 = t und x5 = r als freie Parameter
und schreiben somit die allgemeine Losung als

1 —25 4+ 2t + 4r —2 2 4
To s 1 0 0
r3 | = —2t — 3r =s| O |+t|-2]|4+r|-3]| st,rekR
s T 0 0 1
Beispielsweise konnen wir
-2 2 4
1 0 0
O], |—2] und | -3
0 1 0
0 0 1

als Basis des Kerns wahlen.

Der Spaltenraum von A ist die Menge aller v, fiir die AZ = v losbar
ist.

Losungsweg 1: Um eine Basis vom Spaltenraum zu bestimmen, brin-
gen wir A zuerst auf eine Stufenform-Matrix F' wie in den vorherigen
Aufgaben.

(1) 2 3 4
A 0 0@2
0 0 0 O

1 2 3 4
A=12 4 4 4 = F.
001 2

W =~ Ot
S W Ot

Diejenigen Spaltenvektoren von A, die den Spalten von F' mit fiihrenden
Einsen entsprechen, bilden eine Basis vom Spaltenraum von A. In
diesem Fall sind es der erste und der dritte Spaltenvektor von A, d.h.

1 3
2] und | 4
0 1

Lésungsweg 2: Die Dimension des Spaltenraums ist gleich der Anzahl
der fuihrenden Einsen in einer Stufenform der Matrix A. In unserem



Fall also gleich 2. Wir suchen also zwei linear unabhangige Spal-
tenvektoren. Das sind zum Beispiel die Spaltenvektoren

1 3
2] und |4
0 1

4. Wir betrachten die Funktion
f(z,y) =224y —ay+2c+2y+5

und seinen Gradienten F' = grad(f).

(a) Bestimmen Sie das Vektorfeld F.

(b) Bestimmen Sie und klassifizieren Sie die kritischen Punkte von f (als
lokales Minimum, lokales Maximum oder Sattelpunkt).

(c) Die Gleichung
fle,y) =4
definiert eine differenzierbare Funktion x = x(y) in der Ndhe vom
Punkt (z,y) = (1,0). Was ist die Ableitung 2'(0)?

(d) Bestimmen Sie das Kurvenintegral von F langs der geradlinigen Strecke
C vom Punkt (1,0) zum Punkt (1,1).

Losung:

(a) Wir haben

of
L (N (22 —y+2
F_gradf($7y)_(%)_(Qy—x#—?).

(b) Die kritischen Punkte von f sind genau diejenigen, bei denen grad(f) =
0 ist:
20 —y+2=0

— (z,y) =(—2,-2).
2y —x+2=0 @y) =(=2-2)

Die Hesse-Matrix von f am Punkt (—2, —2) ist gegeben durch
1 2)-( 3
H = v) .
(fyz fyy -1 2

Da det(H) am Punkt (—2,—2) gleich 3 > 0 ist und f,.(—2,—2) =
2 > 0 ist, hat f ein lokales Minimum bei (—2, —2).
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(c) Wir verwenden den Satz iiber die implizite Funktion. Gemass diesem

haben wir of
roy= -2 1
g0 4

(d) Da F = grad(f) ein Gradientenfeld ist, konnen wir dieses Kurvenin-
tegral mit dem Hauptsatz fur Kurvenintegrale bestimmen. Wir haben
also:

/ﬁ-d?:f(1,1)—f(1,o):10—8:2.
C

5. Wir betrachten das Vektorfeld

ﬁ(x,y,z) =| =z
und die Flache A gegeben durch
z=a2>+1% 0<2<1.

a) Parametrisieren Sie A.

b

c

Parametrisieren Sie die Randkurve von A (in irgendeiner Richtung).

(a)
(b)
(c) Bestimmen Sie rot(ﬁ).
(d)

d) Bestimmen Sie den Wirbelfluss von F' durch A nach unten (d.h., die
z-Komponente des Normalenvektors ist negativ),

// (m(ﬁ)) i dA.

Losung:

(a) In kartesischen Koordinaten:

x x
y | = y mit 2 +¢* < 1.
8 22 4 g2
In Zylinderkoordinaten:
x rcos(6)
yl=|rsin@) | mto<d<2m, 0<r<1.
z r?



In Kugelkoordinaten:

B\ (psin(p)cos(0)
y | = | psin(p)sin(6) | mit % <p< g 0<6<2mp= _COSZ(SO) ,
z pcos(p) sin”(¢)

Dabei haben wir p wie folgt bestimmt:

z=12"+y’ < pcos(p) = p’sin®(p) (cos®(A) + sin*(9))

J/

e
<= cos(p) = psin®(p) <= p= C,OSQM.
sin” ()

Zusammengefasst erhalten wir also

Cos os(0)

(p)c
s s
— cos() sin t—-<opo<— 0<60<2r.
sin(y) (c)z()() m! 4_(’0_2’ =v=er

INEINSE

sin(p)

(b) Wir wahlen den Winkel 8 (aus den Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten)
als Parameter:

x cos(0)
y | =[sin(@) | mit0 <6< 2.
z 1
(c) Wir rechnen:
. (FS)y - (FZ)Z 0
rot(F) = | (F1). — (F3). | = 0
(F2)z — (F1)y 3a? + 3y
(d) Losungsweg 1: Direkt in Zylinderkoordinaten.
r cos(0)
Sei p(r,0) := | rsin(f) |. Dann erhalten wir
2
cos(f) —rsin(0) —2r2 cos(0)
pr X pop=|sin(@) | x | rcos(d) | = —272 sin(0)
2r 0 1 cos?(6) + rsin?(0)
—272 cos(0)
= | —2r?sin(0)
r



Nun konnen wir den Wirbelfluss berechnen. Das Minuszeichen erhal-
ten wir, weil die z-Komponente von 77 negativ ist.

f ()04 == [ () - x s
L) () e

2T 1 21 r=1
——/ / 3r3drd9_—/ F#] g — "
0 0 0 4 r=0 2

Losungsweg 2: Mit Stokes in Zylinderkoordinaten /Kugelkoordinaten.
Mit dem Satz von Stokes erhalten wir:

K/(rot(ﬁ))-ﬁdA:ngﬁ-d?

on [ —sin®(0) — sin(h)
= — / cos*(6) | - | cos(9) | do
0 1 0

2m 2m 1
= —/ sin®(0) + cos* () df = —/ 1(008(49) +3) df
0 0

0=27 B In
=0 2
Dabei haben wir verwendet, dass sin®(z) + cos?(z) = 2 + 1 cos(4x)
ist. Diese Formel konnen wir wie folgt herleiten: Fiir alle z € R gilt

1 1 .

1 1
sin®(z) = 5(1 —cos(2z)) und cos*(r) = 5(005(2@ +1).
Wenden wir diese Gleichungen zwei Mal an, erhalten wir

sin*(x) 4 cos*(z) = i(l — cos(21))? + i(COS(Q.CIZ) +1)?

1

= %(1 + cos?(27)) = 5 (1 + %(COS(‘M) + 1))

3 1
=12 + ) cos(4x).




6. Wir betrachten Probleme der Form

Ugg + Uyy =0
u(z,0) = u(0,y) =u(l,y) =0
u(z,1) = f(z)

fir eine unbekannte Funktion u(z,y) und 0 <z <1,0<y < 1.

(a) Mit dem Separationsansatz u(z,y) = X ()Y (y) zerfallt diese PDE
in ein System von ODEs fir X (z) und Y (y) in Abhangigkeit von
einem Parameter k£ € R. In welches System?

Sie missen dieses System nicht losen.

(b) Bestimmen Sie die Ldsung u(x,y) des Problems mit
f(z) = 5sin(2mx).
Sie diirfen hier Basislosungen ohne erneute Herleitung benutzen.
Losung:

(a) Setzen wir u(x,y)) = X (z)Y (y) in die Gleichung uy, + u,, = 0 ein,
erhalten wir fir X (z) #0 und Y(y) #0

o 1" _ X”(:U) _ Y//(y)
Ugz+Uyy = X' (2)Y (y) + X (2)Y"(y) =0 <= X~ Y)

Die linke Seite ist unabhangig von y und die rechte Seite ist un-
abhangig von x. Also missen X7@) ynd —X-¥) bejde konstant gleich

. : . X(rf Y (y)
einem k£ € R sein. Wir erhalten also

X'(z) _ o e
X(x)_kc)X() EX(x)=0
und Y'(y)
y 1
V) =k < Y'"(y) +kY(y) =0.

(b) Die Basislésungen dieses Problems sind gegeben durch
up(z,y) = sin(nmx) sinh(nry), n=1,2,....
Nach dem Superpositionsprinzip ist die Reihe

u(z,y) = Z C,, sin(nmx) sinh(nmy)

n=1
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auch eine Losung des Problems und wir wahlen die Koeffizienten so,
dass sie die Randbedingung u(x,1) = f(z) = 5sin(27x) erfillt.
Mit einem Koeffizientenvergleich erhalten wir Cy sinh(27) = 5, also

Cy = ﬁ und C,, = 0 fur alle n # 2. Also ist die Losung
gegeben durch
10 . .
u(w,y) = T — sin(27z) sinh(27y).

Bei den MC-Aufgaben gab es in der Prufung 3 verschiedene Versionen.
Die Version finden Sie auf der zweiten Seite lhrer Priifung oben rechts.
Beispielsweise bedeutet Winter 2020 B, dass Sie die Version B der Priifung
hatten. Die richtigen Losungen sind:

Aufgabe || 9|10 11[12[13[14[15|16 |17 |18 |19 |20 | 21|22 23|24

Version A || x| x | x | x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x

VersionB || x| x | x | x| x| x| x| x| x| x| x| x| x|x|x]x

VersonC || x| x | x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x| x
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7. Die Determinante der Matrix

1 2 00
2 3 01
4 5 1 3
26 00
ist
(a) -2 (b) —1. (c) 1. (d) 2.

Losung: Wir machen zwei Mal eine Laplace-Entwicklung nach der 3. Spalte
und erhalten:

det = (—1)>"3 det

N = DN
S Ot W N
o = O O
O W= O
N DN
D W N
o = O
|

—~

|

—_

SN—

w

+

Do
VR
N —
[N\
NN

=—(1-6—-2-2)=-2.
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1
-1
-1

8. Der Vektor ist ein Eigenvektor der Matrix

4 1 1
-5 0
-1 -1 2

Was ist der entsprechende Eigenwert?

(@) -2 (b) -1 (c) 1 v () 2
Losung: Wir haben
4 1 1 1 2 1
-5 0 -3 —-1])=1-2]=2(-1
-1 -1 2 -1 -2 -1
1
Somit ist | —1 | ein Eigenvektor zum Eigenwert 2.
-1

9. Welches ist das Phasenportrait des Systems
(3 AL,
at \2 1)"

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

s Uiidsaaterrerey N —
iy iR
AR AAAAAAA g I 4
NN A A A AAAAAAAAAN ST IS g 22 4
N NNV v Vvt s AaadTTT ] LIS eIV
~ o~ Va ‘s P vy 2F Y KK o mxAXNN
(@) > zzooi iy (B) e e o
L wEE XSS A AN R R
‘/””:;;:;:::z Lo
-2t ////////¥ -2 A a e~ ~ sy
s Gl
-3 /////f 3 Mk ad A aaaa e~~~
32 o R R R T S
X X
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3 Mt ekttt e~ ] 3t ]
Al ettt dtaa— ~ ~ ~ Z/y///////{///jsﬁfﬁ;

| bl ol dd-daaa s~ ~ ~ - ] t ]
? e o 2 AAAAAAA A A A A o o
i ////////////’II
L I I ] s AAAAAA A A 7 omow - -
A A a4 - - AR i ed I A A NN
(C) > 0f «waww o R e d —(d) > 0f [ T T R R R B l
P T A N ] [ A

1t P R S 2O 1 Y XSS NY ]
P 3 wwx s XEEFFIIFVY
e ey SIS I IS

2L L e ey | -2 f/f//// ]

R e e e o o — — —
R T e _ _ _ _ _ 4 -3f // }f ]
[ S e T R R e e T R
X X

Losung: Wir bestimmen zunachst die Eigenwerte von A = (3 411) Es

gilt

det(A—)J):det(g;)\ 1fA>:(3—A)(1—A)—8:A2—4A—5

=A+1)(A=5).
Die Nullstellen dieses Polynoms sind die Eigenwerte von A. Also hat A

die Eigenwerte Ay = —1 und Ay = 5. Bestimmen wir die zugehorigen
Eigenvektoren:

4 4 4 4 1
ker(A — A1) = ker <2 2) = ker (0 O) = span (_1) :
-2 4 -2 4 2
ker(A — \oI) = ker ( 5 _4) = ker < 0 O) = span (1> :

Das Phasenportrait des Systems kann daher nur b) sein.

und

10. Was ist der Grenzwert

. 2
lim z= 7
r——+00
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(@) 0 vo(b) 1 (c) 2 (d) +oo

Losung: Es gilt:

£l

. 2 . In(z . 2 ; 2In(z)
lim z= = lim e ( ): lim e@ @) = elimemteo =5
Tr—400 T——+00 T—+400

2

— ehmZ%ﬁ’OO

Dabei haben wir im drittletzten Schritt Bernoulli-de I'Hopital verwendet.

11. Wir betrachten die Funktion
o) = / (2 4 ) dt.
Was ist der Wert der Ableitung f(:(())?
(@ 0 (b) 1 (c) 2 v () 3

Losung: Gemass dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung gilt
f'(z) = In(2? +€%).
Also haben wir insbesondere f/(0) = In(e?) = 3.

12. Sei g(y) die Umkehrfunktion der Funktion

y = fla) =&

Wir betrachten g(y) an der Stelle y = f(2) = 1. Was ist der Wert der
Ableitung ¢'(1)?

@ -3 v (b) —3 (©) 3 (d) 3

Losung: Wir haben
Fl(z) = =3(3 — )%l -1,

Mit der Umkehrformel erhalten wir dann

13. Die Nullstellen des Polynoms p(\) = A\ + 1 sind:

14



(a) —1,1,—4,q Voo(c) eln ettt et

(b) —1,1,¢'% ¢4 (d) e's,ets, —i,i

Losung: Es gilt

M=—1=¢" <= N=¢"17 | k=0,1,2,3.

14. Sei f(z) eine auf ganz R differenzierbare Funktion. Welche der fol-
genden Aussagen (1) und (1) sind im Allgemeinen wahr?

(1) Ist f nicht injektiv, so existiert eine Stelle ¢ mit f'(c) = 0.
(1) Falls eine Stelle ¢ mit f'(c) = 0 existiert, so ist f nicht injektiv.

(a) Beide Aussagen (1) und (I1) sind wahr.

(b) Aussage (1) ist wahr, aber Aussage (Il) ist falsch.

(c) Aussage (Il) ist wahr, aber Aussage (I) ist falsch.

(d) Beide Aussagen (I) und (Il) sind falsch.

Losung: Da f nicht injektiv ist, gibt es zwei verschiedene Punkte a,b € R
mit f(a) = f(b). Gemass dem Satz von Rolle folgt dann, dass die Aussage

(I) wahr ist. Die Aussage (I1) ist falsch. Beispielsweise ist die Funktion
f(x) = z® injektiv, aber es gilt f/(0) = 0.

15. Die Bahn eines bewegten Massenpunkts erfiille das folgende Anfangswert-

problem:
dr 4t
dt — \1—sin(t)

#(0) = (1)

Welchen Ortsvektor besitzt der Masssenpunkt zur Zeit ¢t = 17

15



(b) f(l)z(HCOS(l)) v () F<1>=(1+fos<1>)

Losung: Wir integrieren die rechte Seite der Gleichung nach ¢ und erhalten

F(t) . 2t2 +
— \t+cos(t) + e

mit Konstanten ¢, co € R. Setzen wir die Anfangsbedingung ein, erhalten

0= (1)- 2

Also sind ¢; = 1 und ¢ = 0. Damit ist die Losung des Anfangswertprob-

lems
i) = (t fzc;(lt»

und zur Zeit t = 1 haben wir

16



16. Was ist die Bogenlange der Kurve parametrisiert durch

x = —e'sin(t), y=c¢clcos(t), 0<t<1 7
(a) e—2. (c) e—+V2.
(b) 2v2e. Vo(d) vV2e—v2

Losung: Es gilt

7] = VEO] + [9(D] = v/ (et (sin(t) + cos(t)))? + (et (cos(t) — sin(t)))?
= \/26%(51112(15) + cos?(t)) = e'V/2.

Dabei haben wir benutzt, dass sin®(¢) + cos?(t) = 1 ist. Also erhalten wir
die Bogenlange

Ve

t=0

1 1
L:/ |F(t)|dt:\/§/ etdt = v/2¢!
0 0

t=

17. Welches ist das Bild der Kurve mit der folgenden Gleichung in Polarko-
ordinaten
r? = 4 cos(20), —

<p<l 7

N
AN

fo
o
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fo
?

\

~
L/

Losung: Die Kurve lauft durch den Usprung und lauft im Sektor

-7
— <0<
L U=

e

18. Was ist der Definitionsbereich D und der Wertebereich W der Funktion
1
IR

1+ 22 4 y?
(a) D =TR? W =]0,tan(1)].
(b) D=TR?* W = [tan(1), +o0].
(c) D ={(z,y) | tan(l + 2 + y*) # 1}, W =]0, tan(1)].
(d) D= {(z,y)|tan(l + 2?4+ y*) # 1}, W = [tan(1), +oo].
Lésung: Da der Nenner 1+ 22 + 12 grosser als Null ist fiir alle (z,y) € R?,

ist D = R?. Weiter nimmt - alle Werte im Intervall ]0, 1], also ist
der Wertebereich von f(x,y) gegeben durch ]0, tan(1)].

19. Die Richtungsableitung der Funktion f(x,y) = xy an der Stelle (1, 3)
in Richtung des Vektors (2, 1) ist gleich

18



O (© V5
b) % VAORES

Lésung: Die Linge von (2,1) ist v/5, also ist die Richtung von (2,1)
gegeben durch \%(2, 1). Die Richtungsableitung ist gegeben durch

osean-s 5 ()= 5)- () %

Sl

19



20. Welcher Graph passt zur Funktion

flx,y) = cos(a® —y?) 7

Losung: Das einzige Bild, in dem die Funktion konstant ist auf den Hyper-
beln 2% — y* = c ist ¢). Alternativ: Ist z =y, so gilt

f(x,y) = f(y,y) = cos(0) = 1.

Ist x = —y, so gilt ebenfalls

f(x,y) = f(=y,y) = cos(0) = 1.

Dies wird nur in c) erfiillt.

21. Sei f(x,y) eine stetige reelle Funktion, die auf R? definiert ist. Welches
Integral ist im Allgemeinen gleich

0 4
/ / fla,y)dyde ?
—1 J4+4x3

20



J () /04[j/Ff(x,y)dxdy (c) /;/;Ff(w,y)dxdy

(b) /;/;%ﬂx,y)dxdy (d) /04/0Wf(x,y)dxdy

Losung: Es gilt y = 4+ 42° <= x = /4 — 1. Also erhalten wir

/_01 /4;3“”3’3/) dy dv = /;/jﬁf(x,y) dz dy.

y
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22. Wir betrachten den Kreisscheibenteil,

welcher durch 22 4+ ¢? < 1, y > 5 gegeben ist. Welche der folgenden
Ungleichungen beschreibt dieses Gebiet in Polarkoordinaten?

1 m 3T
<r<1l, =<6<=—.
@) sq@ STSb 1sfi=s7
1 T o1
b <r<i1, —<6<=—/—.
b) sm@ STShss0=5
sin(0) T 3
<r<1, <<=
(c) 5 _r_1,4_0_4
P P P
(d) <r<1, <6<
2 6 6

Losung: Die Polarkoordinaten sind gegeben durch
x\  [rcos(f)
y) \rsin(d) /)’
Es gilt fir sin(6) # 0

! <= rsin(h) ! = !
= — rsin(f) = = r=—
Y73 2 2 sin(0)
Nun wollen wir die beiden Punkte finden, in denen sich der Kreis 22442 = 1
und die horizontale Linie y = % schneiden. Es gilt



Die beiden Schnittpunkte sind also <73, %) and <—73, %) Die dazugehorigen
Winkel sind % weil

(2.2 )0 )

und %’T weil
V31 5% . 5T
(£)-((5) ()
Da
1 1
y= 27" = 2sin(0)
und

Py <l = r’<l = r<l1

erhalten wir die Ungleichungen

1

5%

STSl, SQSF

o=

2sin(0)

> <
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23. Wir betrachten das Integral

I:iél/xdv

uber dem Kugeloktanten vom Radius R
V= {(x,y,z) ER} |22+ + 22 < R 2,y,2 < 0}.

Welche der folgenden Formeln ist korrekt?

¥ 3 on
(a) I:/ / / p? sin(y) cos(9) dp dip df
™ I 0

CREN

37" T R
(c) I= / / / p° sin? () cos(6) dp dp db
T 5 JO

INIE]

R
/ p? sin(y) cos(#) dp dip df
0

2r  pm R

(d) I:ﬁ / / p? sin?(y) cos(6) dp dy db
EL S )
2 2

Losung: In Kugelkoordinaten ist x = psin(y) cos(f) und das Volumenele-
ment ist dV = p*sin(p) dpdp df. Fir z,y < 0 gilt

7T§9§3—7T
2
und fir z < 0 gilt

SSesm

Also erhalten wir

I::/X/xdv:iﬁﬁi/ﬂlfp3$ﬁ%¢ymdQMMd¢d&

VB
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24. Das Volumen des beschrankten Korpers definiert durch
1<z2<4/2— 22— 2
ist

(a) MT_57T.

(b) MT_‘%.

(c) (4vV2-5)m.
(d) (5v2—4)r.

Losung: Da 1 < /2 — 22 — 42, haben wir 22 + y? < 1. Wir benutzen
Polarkoordinaten

x r cos(6)
yl=[rsin@) ] mtl<z<v2—-r2 0<6<2m, 0<r<1.
z z

Wir erhalten damit

2 1 V212 1
VO|=///dV:/ // rdzdrd9:27r/ V2 =12 —rdr
0 0 1 0
Vv

Njw

3 3

=2 {—%(2—#’) 2

1.1t 1 1 22 42 -5
_§r2:| :27{(———5—}— \/_): \/_

r=0
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25. Sei F ein mindestens zweimal differenzierbares Vektorfeld im Raum.
Welche der folgenden Formeln macht keinen Sinn?

(a) grad (div (F)). Vv (¢) grad (grad (F)).

(b) div (rot (F)). (d) rot (rot (F)).

Losung: Den Gradienten konnen wir nur von einer skalarwertigen Funktion
f :R™ — R berechnen. Allerdings ist hier F ein Vektorfeld. Somit macht
die Formel grad(grad(F)) keinen Sinn. Die anderen Formeln sind zul3ssig,
denn die Divergenz berechnen wir von einem Vektorfeld und erhalten eine
skalarwertige Funktion und die Rotation berechnen wir von einem Vektor-

feld und erhalten wiederum ein Vektorfeld.
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26. Was ist die Zirkulation des Vektorfeldes
F= (x4 fxz y )
y+ua
entlang der Randkurve des Rechtecks
-1 S;x S 17()f;y S;l

im Gegenuhrzeigersinn?

(a) —8. (b) —4. (o) 4. d) s.

Losung: Sei A das gegebene Rechteck. Mit dem Satz von Green erhalten
wir

S F,  OF Lol
j{ F~dr:// (E——l) dxdy:/ / 423 4+ 22y + 1 — 22y + 1da dy
A A\ Oz Yy 0 J-1

1 1
:/ / 42° + 2dr dy = z* + 2z = 4.
0 —1

r=1
r=—1

Musterlosungen zu den MC-Aufgaben der Prifung Mathematik |

7. Wir betrachten das diskrete System

{a(N+1)=3a(N)+4b(N) mit N =0,1,2, ...

b(N +1) = 2a(N) + b(N)

Fiir welchen Anfangswert bleibt die Losung #(N) = ( ) des entsprechen-

den Anfangswertprobelms beschrankt?
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Losung 1: Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix

3 4
des Systems, A = (2 1).

33— 4
2 1-A

<= A= —1 oder A =5.

det(A—)\I):()(:)det( >:0<:>/\2—4>\—5:0

Die Losung des Anfangswertproblems ist daher von der Form
a(N . .
(b((Ng) = c1(=1)N0] + 5N 03,

wobei v7, bzw. v3 Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; = —1, bzw. A\, =5
und c1, cs € R sind so, dass

(a(0),0(0)) = c101 + c203.

Da 5" mit N — +o00 unbeschrankt wachst, wahrend (—1)" beschrankt
bleibt, sind nur Losungen mit c¢; = 0 beschrankt, also nur Losungen mit
Anfangswert im Eigenraum zu A\; = —1, welche wir bestimmen:

4 4 11 -1
ker(A — A\ I) = ker (2 2) = ker (0 0) = span ( 1 )

Daher ist a) korrekt.

Losung 2: Sei A = (g 11) Da

11 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —1 ist.
Das heisst, fiir a(0) = —1, b(0) = 1 ist

a(N+1)\ _ vy (-1 _ v (1
(b(N+1)>_A 1) =T )
Die Losung 7 bleibt also beschrankt fiir den Anfangswert a(0) = —1, b(0) =
1.

ist, sehen wir, dass (_

8. Der Ausdruck 2% Iasst sich umformen zu:
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(a) V2e 5 Vv (c) V2ein
(b) V2e'% (d) +/2¢%2
Losung: Wir rechnen:

341 34+1 241 6 + 5i + 2 5+ 51 }ﬁ
7 7 + 91+ _ + Z:1+i:\/§ezz.

29— 2—i 244  4-—¢2 5
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