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1. [6 Punkte] Gegeben sei die Schar der Ellipsoide
4o + 3y* + 82% = ¢, c> 0.

Welches dieser Ellipsoide beriihrt die Ebene 2z 4 3y + 4z = 12 tangential, und in
welchem Punkt?

Lo6sung:

Wir stellen zunéchst fest, dass die Ellipsoidenschar genau den (nichttrivialen)
Niveauflichen der Funktion f(z,y,2) = 4% + 3y* + 822 entspricht. Aus der
Vorlesung ist bekannt, dass der Gradient von f in (zo, o, 2z0) senkrecht auf der
Niveauflache von f steht, welche durch den Punkt (xg, yo, 20) geht. Somit beriihrt
eines der Ellipsoide die Ebene genau dann im Punkt (x¢, yo, 29) tangential, wenn
der Gradient von f in (xg, yo, 29) parallell zum Normalenvektor der Ebene ist; in

Formeln
) 8$0 ' 2
gradf(zo,yo, 20) = A\ lp <= 6y | =A- |3
1620 4

Auflosen ergibt
( )= A A A
Lo, Yo, 20) = 47274
und da dieser Punkt in der Ebene liegen muss, ergibt sich

A 3\
12£2x0+3y0+420=§+7+A:3A — A=4

Zusammengefasst erhalten wir also (zg,yo,20) = (1,2,1) und da dieser Punkt
auch im Ellipsoiden liegen muss, konnen wir einsetzen und es ergibt sich

c=4dx)+3y; + 82 =4+ 12+ 8 = 24.

Das gesuchte Ellipsoid ist somit 422 + 3y? + 822 = 24.




2. [6 Punkte] Man bestimme die ersten drei nicht-verschwindenden Terme der
Taylorentwicklung von f(z) = tanh(z) in o = 0.

Losung:

Das Ausrechnen der Koeffizienten iiber die Formel a, = % ist wegen den

entstehenden Ableitungen sehr miithsam. Besser ist folgender Weg: Fiir die Po-
o0 . h

tenzreihe machen wir den Ansatz Zan:v" = tanh(x) = o (x) Umstellen
— cosh(z)

liefert

(Z anx”> - cosh(z) = sinh(z). (1)

1
Wegen e* = Z —':z:” folgt nun zunéchst
n!

n=0

_ 0 1 o] 1 e}
T T ° Llan g ° (1) Lgn 1
cosh(r) = e Dmcow 2nmo(—D)"5 — Z 2n

und

_ 1 1
sinh(x) _ et —e " o ZZO:O W?" B Zfzo(_l)nmmn _ f: 1 P2l

2 2

Aus der Gleichung (1) erhalten wir damit

G n - 1 2n o - 1 2n+1
(ZW ) | (Z o ) R s

und wenn wir die jeweils ersten Reihenglieder ausschreiben, ergibt sich

1 1
(ao+a1$+azm2+a3x3+a4x4+a5x5+-")'(1+§x2+ﬂx4+--->

S
—T 10"
Die linke Seite ausmultipliziert mit Termen bis zum Grad 5 ist

2 3 4 5
ap + a1x + asx” + azx” + agx” + asxr”+

L a0 4 Lo + Laget + Lty

—aogT —a1r —QaoT —asx

2 07 Tt T omr T
Lt + Laat
—apr” + —ax’ + -
247 T o4t

und wir konnen nun einen Koeffizientenvergleich durchfiihren:

fir 2°: ag=0

firzl: a; =1

1
fir 22 - §a0—|—a2:0 —a, =0
1 1 1
fir 2°: Za; +ag =~ — a3 = ——
2 6 3
Y 1 1
fir =* : ﬂao+§a2+a4:0 = a4 =0
fiir ° : ia —l—la +as = — :>a*3
24t T2 T T 190 ST



Die ersten drei nicht-verschwindenden Koeffizienten sind also 1, —% und % Es
gilt
tanh(z) =z 1:[3'3 + 2 z® +
3 15

. [6 Punkte| Losen Sie das Anfangswertproblem

1, 1

y'— -y + Sy =1,
X X

y(1) =y (1) =0

fiir die Funktion y = y(x), x > 0.

Loésung:

Es handelt sich um eine inhomogene Fulersche Differentialgleichung zweiten Gra-
des. Fiir die zugehorige homogene Gleichung benutzen wir den Ansatz y(z) = x,
a € R. Dessen Ableitungen sind y/'(z) = az®!
Einsetzen ergibt

a—2.

und y’(z) = a(a — 1)z*%; und

1

(OZ(L’a_l> + _xoz

0= (a(a—1)°?) — p

8=

= <a(a —1)—a+ 1):50“_2.

Da x > 0 nach Voraussetzung, kénnen wir mit 22 # 0 kiirzen und erhalten das
Indexpolynom
0=0a’—2a+1=(a—1)>

mit der doppelten Nullstelle a = 1. Deshalb lautet die allgemeine Losung der
homogenen Gleichung
yn(z) = Crx + Cyxlogx

mit Konstanten C, Cy € R. (Durch Einsetzen in die DGL kann man das Resultat
priifen.)

Variante 1 — Variation der Konstanten
Fiir die allgemeine Losung fithren wir Variation der Konstanten durch, also

y(r) = Ci()yi(x) + Co(z)ya(w) (2)

mit y; () = x und yo(z) = xlog x, den beiden linear unabhéngigen Losungen der
homogenen Gleichung; und zwei reellen Funktionen Ci(x), Cy(x), die wir noch
bestimmen miissen. Die Wronski-Determinante berechnet sich zu

W (z) = det (y} y?) —

Y1 Yo

r xlogx
1 logx+1

Mit der Inhomogenitit ¢(z) = 1 erhalten wir geméss der Formel aus der Vorlesung

Cl(m):—/%dx:—/logxdx:—x(logx—l)—i—fl;

Cg(:v):/%dx:/ldx:x#—B



mit Konstanten A, B € R. Also lautet die allgemeine Losung aus Gleichung (2)

y(@) = Cr(@)y () + Ca(x)y2(2)
=(x—zlogrx+ A)x+ (r+ B)zlogz
= 2° + Ar + Brlogz.
Aus den Anfangsbedingungen 0 = y(1) = 1+ Aund 0 = ¢/(1) = 24+ A+ B ergibt
sich A= —1und B=-2—A = —1. Also lautet die gesuchte Losung unseres

Anfangswertproblems
y(r) =2 —x —xlog .

Variante 2 — Ansatz fiir partikulidre Losung

Statt der Variation der Konstanten kénnen wir auch einen Ansatz fiir eine par-
tikuldre Losung der inhomogenen Gleichung machen. Wir versuchen einen qua-
dratischen polynomiellen Ansatz

y,(r) = A+ Br + C2?, mit A, B,C € R.
Einsetzen in die urspriingliche DGL ergibt

v? =220 —x- (B +2Cz) + (A + Bz + O2?)
=22 C+ A

Koeffizientenvergleich liefert C' =1 und A = 0. Der Wert von B ist egal, und da
wir nur eine partikuldre Losung suchen, setzen wir der Einfachheit halber B = 0.
Wir erhalten also y,(z) = z?. (Durch Einsetzen in die DGL kann man priifen,
dass y, eine Losung ist.)

Die allgemeine Losung ist die Summe der homogenen Losung und einer parti-
kuldren Losung, also

y(2) = yn(x) + yp(2) = Cra + Chzlogz + 2°.
Der Rest folgt analog wie bei der oberen Variante.
. [6 Punkte] Die Ebene E C R? besitze den Normalenvektor 77 = (1,2,3) und
enthalte den Punkt (1,1,1).
(a) Berechnen Sie den Flécheninhalt des Dreiecks
A:Eﬂ{(x,y,z)ERP"sz,yZO,ZZO}.
(b) Berechnen Sie die Arbeit, welche das Vektorfeld
Uz y,2) = (@ —z 2+y", y)

lings des Randweges OA leistet. Dabei soll der Durchlaufsinn so gewahlt
werden, dass er vertréiglich mit 7 ist.

Losung:
Wir bestimmen zunéchst die Koordinatengleichung der Ebene. Da 7 senkrecht



auf der Ebene steht und (1,1,1) auf F liegt, muss fiir einen Punkt (x,y,z) € E
gelten

1 1
0= — |1 o |2
1 3

IS

=(x—-1)+2y—1)+3(x—1)=x+2y+32—6.

Nun bestimmen wir die Ecken des Dreiecks A: sie liegen auf den positiven Koor-
dinatenachsen, wo die Ebene E diese Achsen trifft. Wir nennen sie A, B, C' auf
der z-, y-, 2-Achse. Diese Punkte erhalten wir aus der Ebenengleichung jeweils
durch Nullsetzen der anderen Koordinaten. Also

fiir die z-Achse: 0=2+2-0+3-0—6 = x = 6;
fiir die y-Achse: 0=0+2-y+3-0—-6 - y=3;
fiir die z-Achse: 0=042-0+3-2—6 == z=2.

Folglich hat A die Ecken A = (6,0,0), B = (0,3,0) und C = (0,0, 2).

(a) Die Flédche des Dreiecks A ist die halbe Fléche desjenigen Parallelogramms,
welches von den Vektoren 1@ und 1@ aufgespannt wird. Sie berechnet sich

durch
1
\A|://dA:— @x@‘
A 2
—6 —6
1
25 3 X 0
0 2
6 1
18 3

=3V12 +22 4+ 32 =3V14.

(b) Gemiss der rechten-Hand-Regel ist der Rand des Dreiecks A von oben
gesehen im Gegenuhrzeigersinn orientiert. Gesucht ist das Arbeitsintegral

W (#,0A) = / e dr.
oA

Variante 1 — Direkte Berechnung
Wir parametrisieren A mit drei Wegen wie folgt: Der Weg 77 : [0,1] — R?
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verlduft gerade von A nach B, der Weg 73 von B nach C' und 73 von C
zuriick nach A.

6 — 6t
D.h7i(t)=A+tB-A) = 3t |;
0
0
#(t)=B+tC—-B)=[3-3t];
2t
6t
FH =C+tA-C)=| 0
2—2t

Wir erhalten fiir den ersten Weg

IWWﬁ—/ﬁuW—A%@@Mﬁ@&

1 6 — 6t —6
:/ 6—-6t+(3t)2)e| 3 |dt
0 3t 0

1 1
_1/ —36+36t+18—18t+27ﬁdt_1/‘2H2+]8t—18dt
0 0

3711 £27* 27 18
=27 |— 18| —| —18tlt = —+ — —18 =0.
7{3}0+ 8{2]0 8[t], 5t 5 8§=0

Fiir den zweiten Weg rechnen wir
1
W) = [ Tedr= [ ) e d
0

V2

—2t 0

1
:/ (3—3t)> | o | =3 | dt
0 3—3t 2
1 1
:/‘—W+5M—2H1+6—&dh:/‘—Wﬁ+4&—2hﬁ
0 0
27 48
SR ) | ——
3+2 0

Fiir den dritten Weg erhalten wir

W) = [

73

1
vedr= / U(v3(t)) @ v3(t) dt
0
1 (6t — (2 —2t) 6
= / 6t o| O |dt
0 0 -2
1 1 48
:/ (8t—2)~6dt:/ 48t — 12dt = — — 12 = 12.
0 0 2
Insgesamt betrigt die Arbeit also

W(U,@A):/ Uodf’:/ﬁodf—i—/ﬁodf—i—/ﬁodf
0A T 72 73
=0—-64+12=6.



Variante 2 — Satz von Stokes
Deutlich einfacher erweist sich die Berechnung mit Hilfe des Satzes von

Stokes, der lautet
/ Uodf—//rotﬁorﬁdzﬁl.
oA A

Die Orientierung des Randes stimmt mit der Orientierung des Normalenvek-
tors auf dem Dreieck iiberein. Da unser Normalenvektor 7 nicht normiert
ist, haben wir hier m benutzt. Es gilt

1

Die Rotation des Vektorfelds ¢ ist gegeben durch

Oy T —z 1
rot7= |0, | x |z+y*|=[-1
az Yy 1

Damit lautet die gesuchte Arbeit

W(U,&A)_/ UodF_//rotUomdA
0A A
1

|
://A - .ﬁ ; dA:\/%//AdA

2 2
=~ |Al= — .3/14 = 6.
\/14| | V14

Im zweitletzten Schritt haben wir dabei das Resultat aus (a) benutzt.

5. [6 Punkte] Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes

w(z,y,2) = (2%, —zy, —12)

durch die Halbzylinderflache
S:{(:E,y,z)ER?"xQ—f—f:l, x>0, nggl}

in Richtung des Normalenfeldes, welches von der z-Achse weggerichtet ist.

Losung:
Variante 1 — Direkte Berechnung
Wir parametrisieren die Fléache S mit Zylinderkoordinaten

rT=rcosg;, y=rsing;, z ==z

wobei ¢ € [—g, g] ; da S nur Punkte mit x > 0 enthélt;
r=1; da S nur Punkte mit 2® + y? = 1 enthalt;
und z € [0,1].



Unsere Parametrisierung ist also gegeben durch die Funktion

F(¢,2) = (cos ¢, sin ¢, z).

Ein Normalenvektorfeld ergibt sich aus dem Kreuzprodukt der Ableitungen zu

—sin ¢ 0 cos ¢
(¢, 2) = 0pF (¢, 2) X 0,F(¢p,2) = | cos¢p | x [0] = [sing
0 1 0

Dieses zeigt tatséchlich weg von der z-Achse. (Man findet es auch direkt ohne
Ableiten durch eine geometrische Uberlegung.)

-0.5 2

Damit berechnet sich der Fluss von @ durch S (mit der gewéhlten Orientierung)
zu

(I)(w,S)://SwoﬁdA:/01/://2216(F(¢,z))oﬁ(gb,z)dgbdz

cos? ¢ oS ¢

1 pr/2
z// —cospsing | e | sing | dodz
0 J—m/2

—2COos ¢ 0
1 pr/2
= / / cos® ¢ — cos ¢sin® pdep dz
0 J—m/2

w/2
= [2]5- / (1 — sin? ¢) cos ¢ — sin® ¢ cos ¢ dop

—7/2

w/2
:/ cos ¢ — 2sin® ¢ cos ¢ dg

—7/2

w/2
:{sin¢—§sin3¢} z(l—g)—<—1+§):
—7/2

Variante 2 — Satz von Gauss
Wir konnen den Satz von Gauss anwenden, um den Integrationsbereich auf einen
einfacheren zu wechseln. Zunéchst definieren wir den gefiillten Halbzylinder

Wl N

Z={(z,y,2) eR* | 2? +y* <1, >0, 0< 2 < 1}

8



Der Rand von Z besteht aus vier Flachen: dem gekriimmten Teil S, dem Deckel
D1, dem Boden Dy und der flachen Wand W; wobei

Dy ={(z,y,2) eR* |2 +y* <1, >0, 2 =1}
Do ={(z.y.2) €R* | 2 +4° <1, w20, 2= 0};
und W= {(z,y,2) €R® [ =0, -1 <y <1, 0< 2 <1},

1.5

Der Satz von Gauss angewendet auf das Vektorfeld @ und auf die geschlossene
Oberflache 0Z (das ist der Rand des Halbzylinders Z) ergibt

///divwd\/:// werndA,
Z 8z

wobei 7 den auf 07 nach aussen zeigenden Normaleneinheitsvektor bezeichnet.
Wir berechnen die Divergenz von w zu

O, x?
divil= (0, |e|—2y| =2z —2—2=0.
0, —xz

Damit gilt also

//SUD1UDOUW
//wondA+// wondA—i-// wondA—i-// wendA.
D1 Dy

Hierbei bemerken wir, dass die Fliche S geméss Aufgabenstellung korrekt ori-
entiert ist. Folglich kénnen wir den gesuchten Fluss von @ durch S berechnen
als

l

81

end

O(,5) = — (@(w, D) + ® (4, Do) + ®(dd, W)). (3)

9



e Fluss durch D,
Der Deckel Dy wird parametrisiert durch Zylinderkoordinaten x = r cos ¢,

y=rsing, z=1mitr € [0,1] und ¢ € [-F, T]. Die Jacobi-Determinante ist

gleich r, und der (beziiglich Z) nach aussen zeigende Normaleneinheitsvektor
auf Dy ist (0,0, 1). Folglich ist der Fluss von « durch D; von unten nach
oben gleich

cI)(u?,Dl):// GeiidA
D
1 ' /2
:// w(rcoso,rsing, 1) e -rdodr
0 J—m/2

r2 cos? ¢

1 pn/2 0
:/ / —r2cosgsing | o [0 | -rdodr
0 J—m/2 1

—7 COoS ¢
-

1 pr/2
/ —r?cos pdo dr
—7/2
3! P 2
. /2
- 5] o= c1-n=-3

e Fluss durch D,
Der (beziiglich Z) nach aussen zeigende Normaleneinheitsvektor auf Dy
ist (0,0,—1). Da auf dem Boden z = 0 gilt, hat das Vektorfeld @ =
(22, —xy, —x2) hier eine verschwindende z-Komponente. Deshalb ist das
Skalarprodukt w e 77 im Integral

(5, Dy) :// e dA
Dy

auf dem Boden Dy iiberall Null, deshalb ist auch ®(w, Dy) = 0.

e Fluss durch W
An der Wand W gilt z = 0, also ist dort das Vektorfeld @ = (2%, —zy, —x2)
identisch gleich Null. Der Fluss von «w durch W von innen nach aussen ist

also gleich
O (w, W) :// wendA=0.
w

Nach Gleichung (3) erhalten wir den gesuchten Fluss zu

O (17, §) = —(cb(w, Dy) + ®(a, Do) + ®(, W)> - <—§ +O0+ 0) - %

6. [6 Punkte| Ein schwenkbarer Lichtkegel im Raum beleuchtet in Abhéngigkeit
des Parameters o € [—Z, Z] den Bereich

20 2
(.2 211
T -sino + cosa > %}

10

B, = {(x,y) e R?

in der (z,y)-Ebene.



Ba

(a) Bestimmen Sie fir « = 0, @« = 7 und o = % jeweils die Gleichung der

Randkurve 0B, von B, in moglichst einfacher Form. Um was fiir eine Kurve
handelt es sich jeweils? Skizzieren Sie die drei Kurven in der (x,y)-Ebene.

Hinweis: Im Fall o = % ist auf das Vorzeichen von z zu achten.

(b) Bestimmen Sie die Begrenzung des beleuchtbaren Bereichs, d. h. die Glei-
chung der Enveloppe der Kurvenschar 0B,

Lo6sung:

(a) Die Randkurve 0B, erhalten wir einfach, indem wir die Ungleichung in der
Definition von B, durch eine Gleichung ersetzen, d. h.

) /x2+y2+1}
T-Slno+ cosx = T .
[x2 +y?+1
n 2

{xy ERQ‘Q—I + 1 +1}
{xy ERQ‘I + 72 —1}

0B, = {(x,y) c R?

e =10
Dann ist

aBO {ﬁy ERQ

Dabei handelt es sich um den Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius

1.
a=0.
2r
-KJ 2 3 4 5
-2
e a=7
Dann gilt

0B /4

y) ER? | (z+1)° =" +¢y* + 1}
ERQ‘y —21‘}

{M ) e R 7;_,/%}
{(,
{(,

11



Dabei handelt es sich um eine nach rechts getdffnete Parabel mit Scheitel
bei (0,0) und Symmetrieachse y = 0.

_
o a=7

Dann gilt

an/z c R?

/x2+y2+1}
e

{(ﬂc,y)
{(z,y) e R? } 20" =2 +y*+ 1, x> 0}
{(z,y) eR* |2 =y’ +1, z > 0}.

Dabei haben wir beim Quadrieren der obersten Gleichung benutzt, dass
die Wurzel positiv ist (und deshalb z > 0 gelten muss). Es handelt sich
um einen nach rechts gedffneten Hyperbelast mit Scheitel bei (1,0) und
Symmetrieachse y = 0.

(b) Die Kurvenschar 0B, ist gegeben durch die Nullstellenmenge der Funktion

21211
F(z,y,a) ==z -sina + cosa — \/%,

™ T

wobei a € (—5, 5) der Scharparameter ist. Fiir die Gleichung der Enveloppe
miissen wir diese Gleichung nach a ableiten:

8_F
o

) !
=xzcosa —sina = 0.

Daraus folgt = tana (falls a nicht gleich £7 ist — diese zwei Spezialfille
am Rand beeinflussen die Enveloppe nicht).

12



Variante 1 — Einsetzen von z = tan o und Auflésen nach y

_ 1+ tan® o + y?
F(z,y,a) =0 = tana81na+cosa:\/ i
r=tan « 2
— 2tan® asin® a + 4 fan asin a cos o +2 cos® a = 1 + tan® a + 3
=sin? a
— 2tan® asin® o + 2sin® o — tan® o + 1 = 9%
;2
J— . : - 9 sin® «
Mit Hilfe der trigonometrischen Identitét tan” o = —— folgt
cos? o
5 2sin? o + 2sin? o cos? a — sin® o + cos?
v cos? a
_ 2sin®a(sin® +cos’ ) — sin a + cos’ @ sina+cos’a 1
B cos? a B cos? a ~ cos?a’

alsoy = :I:ﬁ. Es gibt deshalb zwei Kurven, die Enveloppen der Schar 0B,
sind, und deren Parametrisierung ist gegeben durch

(o) = (tana, £— e(””)
7o) = | tan a —— —).
"Tcosa )’ 272

Variante 2 — Quadrieren und auflosen
Wir quadrieren die Gleichung der Kurvenschar und der Enveloppe und er-
halten

4y +1

2% sin? a + 22 sin v cos o + cos® a = 5

2% cos® a — 2x cosasin o + sin® o = 0.

Summieren ergibt

2 2
1
FIREE Y e
2
= 202 +2=a>+1°+1
= 2 +1=1y%

(Alternativ kann man auch x = tana in die Gleichung der Kurvenschar
einsetzen und erhélt nach einigen Umformungen die Parametrisierung y =
:tcolsa, was gleichwertig ist.)

Bei dieser Kurve y? — 22 = 1 handelt es sich um eine nach oben und unten
gedffnete Hyperbel mit Scheitel (0,+1) und Symmetrieachse x = 0. Der

maximal beleuchtbare Bereich wird durch die zwei Hyperbeldste begrenzt.

13



7. [6 Punkte] Gegeben sei das Dreieck A = {(z,y) € R* | > 0, y > 0, z+y < 1}.
Weiter bezeichne V' (s, t) fiir s,t € R das Volumen des Korpers

Koy ={(z,y,2) e R*|(z,9) € A, 0< 2 < (z—5)*+ (y — t)*}.

(a) Berechnen Sie V/(0,0), d. h. das Volumen von Kj.

(b) Bestimmen Sie grad V (s, t).
Hinweis: Differenzieren Sie zuerst unter dem Integral und l6sen Sie dann
erst das Integral auf.

(c) Fiir welches Paar (s,t) wird das Volumen V' (s,t) minimal?

(d) Bestimmen Sie die Funktion V(s,t) explizit.
Hinweis: Verwenden Sie (a) und (b).

Lo6sung:
Wir berechnen das Volumenintegral direkt mit kartesischen Koordinaten (z,y, 2),
da es sich um das Volumen unter einem Funktionsgraphen (ndmlich unter f(z,y) =

(x — 5)* + (y — t)?) handelt. Das Dreieck A parametrisieren wir (beispielsweise)
mit 0 <z < 1lund 0 <y < 11—z, folglich ist das Volumenintegral V' (s, t) gegeben

durch
1 11—z (mfs)2+(y7t)2
V(s,t) :/// dV:/ / / dzdydz
Kot 0o Jo 0

_ /01/01_x<x_s)2+ (y — )2 dy da.

(a) Der Korper Ky ist gegeben durch

Koo = {(x,y,z) eR? ’ (x,y) € A, O§z§x2+y2}.

14



0.5

1.0

Es handelt sich dabei um einen dreieckigen Abschnitt eines gefiillten Para-
boloids. Wir rechnen

0 3
[t -2t
13 4 2 |,

(b) Der Gradient von V (s, t) ist gegeben durch

grad V(s,t) = (gﬁi’ g) '

Die partielle Ableitung nach s berechnen wir zu

%V(s,t) = 0, (///KdV> = 0, (/01 /Ol_x(a:—s)%(y—t)zdydx)

:/()1/01_9685((93—3)24—(y—t)Q)dyd:v
:/01/01_962(:r—s)(—1)dydx:2/01/01_xs—a:dyd:1:

:2/0 (s—x)(l—x)dx:2/ s—a(l+s)+2>da

0

2 87 1+s 1
:2[sx—(1+s)——|——} :2(8— —|——>
2 3., 2 '3

=s5— .

3
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(d)

Dabei konnten wir nach dem zweiten Schritt die Ableitung unter die beiden
Integrale ziehen (nach dem Satz in der Vorlesung iiber die Ableitung von
Parameterintegralen). — Die partielle Ableitung von V' (s, t) nach ¢ berechnen
wir zu

sven=a I ar)=a ([ [Tu s ntaa)
—/1/1xat(<x—s>2+<y—t>2)dydx
[ nenaae =2 [ [Ty
ot a5

L e (449)

=t —

1

3

Wieder haben wir in der zweiten Zeile die Ableitung unter die Integrale ge-
zogen. (Wir hétten dieses Resultat iibrigens mit einem Symmetrieargument
auch direkt aus 0,V ablesen konnen.)

Insgesamt gilt

g1
grad V (s, t) = ( {’) .

t—3
Wir sehen zunéchst, dass das Volumen V(s,t) fiir grosse s,t € R unbe-
schrankt wéchst. Das gesuchte Minimum muss also eine Nullstelle des Gra-

dienten sein. Wir setzen grad V' (s, t) = (0,0) und erhalten (s,t) = (3, 3)-
Bemerkung: Dieser Punkt (%, %) ist {ibrigens der Schwerpunkt des Dreiecks

A, und das nicht zufallig!

In der Sprache der Vektoranalysis suchen wir ein Potential des Vektorfelds
(s,t) — gradV(s,t), denn wir suchen die Funktion V(s,t) mit Gradient
(s —1,t — 5) und der Nebenbedingung V/(0,0) = ¢ aus (a). Wir erhalten
diese Funktion, indem wir beispielsweise zuerst nach s integrieren:

1 2 s
V(S,t):/(?SV(s,t)ds:/s—gds:§—§+0(t),

(wobei C(t) eine reelle Funktion ist), dann dies ableiten und in den zweiten
Eintrag des Gradienten einsetzen:

t-%:@V@@:Cﬁy

Also ist C(t) = & — £ + A, wobei A € R eine Konstante ist. Es folgt
s s 2 s 2t
V(iss)=— — -+ Ct) == -2+ — — -+ A,
(=g -grCl=5 -5+ 3"

Mit Hilfe von (a) finden wir A =V/(0,0) = ¢, also gilt

1 1 1
Visit) =5(s+8) = 3(s+ 1) + 2.
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Natiirlich kénnen wir auch direkt die Integration V(s,t) = / / / dv
Ks,t

durchfiihren, dies ist jedoch etwas aufwendiger:

Vi(s,t) = /01 /Ol_x(x _ 824 (y— )2 dyde

/0 {(w —s)%y + @} 1-z N

y=0

1
S— o S—

' 2 (A—=z)—t)* (=t)°
(x—98)*(1—x)+ 3 — 3 d

X

1(332 — 25z + 8*)(1 —x) + L ((1 —z)* = 3(1 —x)%t+3(1 — x)tQ) dz

3

Ly 2 _ .3 2 o, (1—=)° 2 2
= [ x°—=2sx+ s —x°+2s2° —x8 +T—(1—x)t+(1—$)t dz

3 4 2 1
:|:%—S$2+82$—%+§S$3—§[E282

1-—=2)t (1-2) 2 1221
- t+1t°x — =t
1 + 3 +t°x 5 x »

1 L 1+2 52+t2 t2 1+t
- —S+s ——+-5s—— - =)=tz
3 437 2 2 12 3

1, 5 1 1 1 1
== t?) — = B4+ = —=-+—
2(s+ ) 3(S~|—)+3 4—1—12
1., o 1 1
== ) 1)+ —.
2(s+ ) 3(s+)+6
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8. [18 Punkte] MC-Aufgabe

Korrekturschliissel:

a) b) ¢ d) ¢ f)

QW=

1 4 3 3 1 obenrechts
3 2 1 1 4 unten links
4 1 2 4 2 oben links
2 3 4 2 3 unten rechts

(a) [3 Punkte] Gegeben sei folgendes Gebiet in der komplexen Zahlenebene:

D:{zE(C‘|z—4|21und—£§argz§%}.

X Es gibt Zahlen in D mit |z| = 4.

[ Die Zahl 6 + 77 liegt in D.

[ Jedes z € D hat negativen Imaginérteil.

[0 Alle Nullstellen des Polynoms z? — i liegen in D.
Losung:
Wir rechnen fiir z =z 4 1y

le4iy —4] > 1 <= /(z+iy —4)(z —iy —4) > 1
= 12 -8z +y2 +16>1
(=422 +y2>1
= (z -4 +y* > 1.

Damit entspricht D dem Komplement des Kreises mit Mittelpunkt (4,0)
und Radius 1 geschnitten mit dem Sektor, welcher von den beiden Winkel-
halbierenden y = +x fiir x > 0 aufgespannt wird.

Aus der Skizze ist nun klar, dass die erste Option richtig sein muss. Konkret
kann man auch direkt iiberpriifen, dass z, = 2v/2 4+ 2v/2i (mit |z;| = 4) in
D liegt, denn

(1 — 42+ 2 = (2vV2 -4 +8=32-16v2 > 1,

was wegen /2 < 1.5 gilt; ausserdem gilt arg z; = T

Die zweite Option ist falsch, da 6 4+ 77 oberhalb der ersten Winkelhalbieren-
den liegt. Im ersten Quadranten gilt fiir alle 2 = = + 7y mit y > =z, dass
T <argz < 7.
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(b)

Die dritte Option ist falsch, da D auch Punkte mit positivem Imaginérteil
enthélt, wie wir bereits gesehen haben.

Fiir die vierte Option bestimmen wir zunéchst alle Nullstellen der quadra-
tischen Gleichung 2? — i

o= VA _ e = il_i<\f f).

2 2

Die Nullstelle mit negativem Vorzeichen erfiillt arg z_ = —?jf und liegt des-
wegen nicht in D.

[3 Punkte] Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld 7: R3 — R?, welches
quellenfrei und wirbelfrei ist, gilt:

[0 Die Arbeit von ¢ entlang der geraden Strecke von (1,1,1) bis (4,2,8)
verschwindet.

X Die Arbeit von ¢ entlang eines Weges von (1,1,1) bis (4,2,8) héingt
nicht von der Wahl des Weges ab.

[0 Der Fluss von ¢ durch die Einheitskreisscheibe

{(z,y,2) R’ | z=0und 2* + y* < 1}

von unten nach oben verschwindet.

[0 Das Vektorfeld ¢’ besteht nur aus parallelen Vektoren (d. h. alle Vektoren
U(x,y, z) und U(a’,y, 2’) sind parallel).

Losung:

Da v quellenfrei ist, gilt divy = 0 und da ¢ wirbelfrei ist, gilt rotv =
(0,0,0). Im Folgenden benutzen wir, dass jedes konstante Vektorfeld quel-
lenfrei und wirbelfrei ist.

Die erste Option ist falsch. Wenn wir ein konstantes Vektorfeld betrachten,
welches nicht gerade senkrecht zum Weg zeigt, kann die dadurch geleistete
Arbeit nicht verschwinden. Wéhlen wir z. B. ¢ = (3,1, 7) und parametrisie-
ren wir den Weg W durch

Ft) = (1,1,1)+t-(3,1,7), 0<t<1,

so berechnet sich die Arbeit zu
1
/ ﬁodF:/ (3,1,7) e (3,1,7)dt =9+ 1449 #£ 0.
w 0

Die zweite Option ist richtig. Da rot v = (0,0, 0) und der Definitionsbereich
D(v) = R? einfach zusammenhiingend ist, ist ¢’ ein Potentialfeld. Das be-
deutet, dass es eine Funktion f: R?® — R gibt mit ¥ = grad f. Deswegen
entspricht die gesuchte Arbeit fiir jeden Weg genau der Potentialdifferenz
f(4,2,8) — f(1,1,1) und dies ist unabhéngig von der Wahl des Weges.

Die dritte Option ist falsch. Wihlen wir beispielsweise das konstante Vektor-
feld v = (0,0, 1), so berechnet sich der Fluss durch die Einheitskreisscheibe
S von unten nach oben zu

J[reian= [[wonewonar= [[ar=2 20
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(c)

Die vierte Option ist falsch. Das Vektorfeld v(z,y, z) = (y, z,0) ist sowohl
quellenfrei (div¢ = 0) als auch wirbelfrei (rotv = (0,0,0)). Allerdings
besteht dieses nicht nur aus parallelen Vektoren, denn es gilt beispielsweise

#(1,0,0) = (0,1,0) und (0, 1,0) = (1,0,0).

<z
3 Punkt ——dr = ...
[3 Pun e]/O (e x

O 1/5.
O 1/3.
X 1/2.
U oo.
Losung:
Variante 1 — Substitution
Mit der Substitution v = 1 + = erhalten wir dxr = du und damit

* Cu—1 >~ /1 1
0 1 1

, { 1 1]K
= lim [—+ —
u

K—oo 2U2 1
=] PRI
TR\ K 2K 9
ol n

279

Variante 2 — Partielle Integration

/dex—/m T
o (I+2)p 7 \(

K 0o
— lim |-t +/ 1 @
S Taa o), T it

1
(1+x)?
T

li K li ! 3
= lim —————— — lim |—0——
K—oo 2(14+K)? Koo |2(1+12)],

li /K li + !
= lim — — lim ——m——+ =
K—o0 2+4/K—|—2/K2 K—)ooQ(l—l—K) 2

1

=5
Variante 3 — Partialbruchzerlegung
Der Nenner des Integranden ist bereits faktorisiert und hat x = —1 als
dreifache reelle Nullstelle. Wir machen also den Ansatz

x A B C

- = + .
(1P 14z (+22 (O+2p
Durchmultiplizieren dieser Gleichung mit (1 + z)? ergibt

x=A+2Ar + Ax* + B+ Bx + C
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und ein Koeffizientenvergleich liefert A = 0,24+ B =1, und A+ B+C = 0;
also A=0, B=1, C = —1. Damit rechnen wir

[ o= ((1#)2 - <1+1a:>3) &

= lim [— ! + ! ]K
K=o | 142  2(1+42)%],

= lim — L + 1 +1_1
K=o 14+ K  2(1+ K)? 2

1

T2

(d) [3 Punkte] Bestimmen Sie Maximum und Minimum der Funktion

2

fla,y)=e

auf dem Gebiet
G={(z,y) e R* | 2* +4y* < 1}.
[0 Das Maximum betréagt 1 und das Minimum betrégt 0.

X Das Maximum betragt 1 und das Minimum wird nur auf dem Rand des
Gebiets angenommen.

[0 Das Maximum wird nur auf dem Rand des Gebiets angenommen und

das Minimum betrigt e~

[0 Die Differenz zwischen Maximum und Minimum ist gleich 1 — e.
Losung:
Da die Funktion f auf ganz R? in beiden Variablen differenzierbar ist, liegen
alle lokalen Extrema (z,y) entweder auf dem Rand OG oder im Innern von

G mit
amton-(19)- ()

Wir suchen zuerst die lokalen Extrema im Innern von G. Wir rechnen

2 2 |

felm,y) = 20 % =0 <= =0
>0

und ebenso '
2 2
fo(z,y) = —dye™ % =0 <= y=0.
>0

Somit ist im Innern von G der einzige Kandidat fiir ein Extremum durch
(x1,11) = (0,0) gegeben mit f(0,0) = 1. — Nun betrachten wir den Rand
von G.

Variante 1 — Direkte Umformung

Dieser ist gegeben durch die Bedingung 2% + 4y? = 1, was umgeformt 2% =
1 —4y? ergibt. Somit ist f auf G gegeben durch f(y) = ¢?"~1. Nun suchen
wir die Extrema dieser Funktion in einer Variable. Wegen

f'(y) =4y 1Ll — y=20
>0
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finden wir zusammen mit 2?2 = 1 — 4y?> = 1 die weiteren Kandidaten
(x2,y2) = (—1,0) und (x3,y3) = (1,0). Es gilt dabei f(—1,0) = f(1,0) =
~1

e .

Variante 2 — Rand parametrisieren

Die Ellipse 2% 4 4y®> = 1 wird parametrisiert durch 7(¢) = (cos ¢, 5 sin ¢),
0 < ¢ < 27. Setzen wir diese Kurve in die Funktion f ein, ergibt sich

f(F(¢)) _ e—cos2¢—%sin2¢ _ 6_1+%Sin2¢.

Ableiten nach ¢ ergibt

%f(?(gb)) = e‘H%Sing‘z’-singbcosqﬁ 20 sin¢ = 0 oder cos ¢ = 0.
>0

Also gibt es die Moglichkeiten ¢ € {0, 7, , 37”} Einsetzen in die Parame-
trisierung 7 ergibt die Kandidaten (+1,0) und (0, +3). Der Wert von f bei

diesen Punkten ist
f(£1,0) = e ' und £(0,£3) = e 2

Variante 3 — Lagrange-Multiplikatoren
Wir suchen die Extrema von f(x,y) = e~*"~2” ynter der Nebenbedingung

g(z,y) = 2% + 4y? = 1. Nach dem Satz in der Vorlesung gibt es einen
Lagrange-Multiplikator A € R mit

fra? flz,y) = A-grad g(z,y)
= (ST =0) )

Dies ist dquivalent zu dem Gleichungssystem

_ope "W — 9\g
—4ye’3”2’2=y2 = 8y,

welches wir folgendermassen 16sen: zuerst multiplizieren wir die erste Glei-
chung mit 2y und die zweite mit x, so erhalten wir

—4my6712’292 =4\xy
—4my6712’292 = 8)\zy.

Nun subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten, was uns zu 0 =
—4 A xy fihrt. Wir erhalten die Félle A = 0, x = 0 und y = 0. Im Falle
A = 0 fiihrt die Gleichung (4) wiederum zu z = 0 oder y = 0. Mit der
Nebenbedingung % + 4y* = 1 erhalten wir also die vier Punkte (41, 0) und

(0,+1) als Kandidaten, genau wie oben.

Zusammenfassung: Es ist e > 1 und damit 1 > e~/2 > e~!. Also betrigt
das Maximum 1 und wird nur im Innern von G angenommen und das Mi-
nimum betriigt e~ und wird nur auf dem Rand von G angenommen. Somit
ist die zweite Option richtig.
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(e) [3 Punkte| Fiir zwei reelle Funktionen xz(t), y(t) sei das Differentialglei-
chungssystem

T = —4x — 6y
y=x+ 3y

gegeben.

O Ein Gleichgewichtspunkt dieses Systems liegt bei (zg,yo) = (3, —2).

[0 Die Losung zu den Anfangsbedingungen x(0) = 0, y(0) = 1 ist gegeben
durch z(t) = et —e™*, y(t) = 2e73t — 2.

X Es gibt nur eine Losung (z(t),y(t)) mit z(t) = e

O Alle Losungen (x(t), y(t)) mit y(0) = 2 erfiillen tlim x(t) = 0.

—00

2t

Loésung:
Die erste Option ist falsch, denn es gilt fiir (zo,yo) = (1, 2):

—4x0—6y0:—167é0
x0+3y0:77é0

Gleichgewichtspunkte sind diejenigen Punkte (z,y) € R? wo die Ablei-
tungen &, y verschwinden — damit sind sie konstante Losungen des DGL-
Systems. In unserem Beispiel ist nur (0,0) ein Gleichgewichtspunkt.

Die zweite Option ist falsch, denn die vorkommenden Terme passen nicht zur
Tatsache, dass in der allgemeinen Losung hochstens Exponentialfunktionen
e~ fiir zwei verschiedene Eigenwerte A\ vorkommen diirfen. Man kann die
vorgeschlagene Losung aber auch direkt in das Differentialgleichungssystem

einsetzen und so sehen, dass es eben keine Losung ist.

Die dritte Option ist richtig. Setzen wir néimlich z(¢f) = €?* in die erste
Gleichung ein, erhalten wird y(t) = —e*. Einsetzen in die zweite Glei-
chung liefert dabei keinen Widerspruch. Somit ist (x(t),y(t) = (e*, —e*)
eine Losung des Differentialgleichungssystems; und da y(t) eindeutig durch
x(t) bestimmt war, ist diese auch eindeutig.

Die vierte Option ist falsch. Um das zu sehen, miissen wir das Differential-
gleichungssystem tatséchlich 16sen.

Variante 1 — Matrixgleichung

Wir schreiben das Differentialgleichungssystem als

: -4 -6 I
z:Az:(1 3),2 furz-(y).

Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch
—4—-X —6

1 3—A
=N+ A-6=(A-2)(A+3).

pA()\):det(A—/\-IQ):det( ) =(—4-XN)(B—-XN)+6

Die Eigenwerte von A sind somit \; = —3 und A; = 2. Die zugehorigen
Eigenvektoren berechnen sich aus

s ()= (3 )0) () =
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(f)

o) (5 () ()~

Damit ist (_61> ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —3 und _11 ein

Eigenvektor zum Eigenwert 2. Da die Eigenwerte verschieden sind, lautet
die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

2(t) = (ngg) e (_61) e+ O (_11> e,

Variante 2 — Gleichung zweiter Ordnung
Aus der zweiten Gleichung folgt z = ¢ — 3y, also auch & = § — 3y. Setzen
wir diese beiden Bedingungen in die erste Gleichung ein, erhalten wir

=3 = & = —4a — 6y = —4(j — 3y) — 6y = —4y + 6y,

also §+y—6y = 0. Dies ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten mit charakteristischem Polynom

pPA) =X+ A-6=(A=2)(A+3).
Daraus lesen wir die allgemeine Losung fiir y ab:
y(t) = Cre " + Oye*.
Aus der zweiten Gleichung lidsst sich damit nun auch z bestimmen:
z(t) = —6C1e™3 — Che®.

Beachte, dass tatsdchlich beide Losungswege dasselbe ergeben, der Unter-
schied liegt einzig im Vorzeichen der Konstanten. Wir wahlen im Folgenden
die Konventionen aus dem ersten Losungsweg. Aus der Bedingung y(0) = 2
ergibt sich nun

2:y(0):—C’1—C’2 < 02:—01—2,
also
z(t) = 601 — (C) + 2)e*
und es gilt lim x(t) = +oo fiir C; # —2. Das zeigt, dass die vierte Option

t—o0
falsch ist.

Natiirlich kénnen wir mithilfe der allgemeinen Losung die zweite und dritte
Option ebenfalls sehr schnell behandeln.

[3 Punkte] Gegeben sei die ebene Kurve mit der Darstellung in Polarkoor-
dinaten
p(p) = [5sin(8p) + 1|, 0< ¢ < 2m.

Welches Bild entspricht dieser Kurve?
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Loésung:
Da 0 < ¢ < 27 gilt, gibt es fiir jeden Winkel genau einen Punkt auf der
Kurve. Das Bild oben rechts ist damit sicher falsch.

Des Weiteren konnen wir beobachten, dass die Kurve genau dann den Ur-
sprung durchlduft, wenn es ein ¢ mit 5sin(8¢)+1 = 0 (d. h. Radius 0) gibt.
Dies entspricht also Losungen von sin(8¢) = —% und solche existieren sicher,
da die Sinusfunktion zwischen 1 und —1 oszilliert. Also wird der Ursprung
durchlaufen und das Bild unten rechts ist auch nicht zutreffend.

Wir betrachten nun die Funktion f(¢) = 5sin(8¢) + 1. Wir suchen nun die
lokalen Extrema von f:

0=f"(p) =40cos(8p) <= ¢ = 17T—6 + ]%T, k€ {0,...,15}.
Fiir k£ gerade erhalten wir somit lokale Maxima von f mit Wert 6 und fiir
ungerade k lokale Minima mit Wert —4. Da p(¢) = |f(¢)] gilt, hat p also
lokale Maxima mit Wert 4 bzw. 6. Somit sind die maximalen Ausschldage
des Radius der Kurve abwechslungsweise unterschiedlich stark, womit das
Bild oben links falsch sein muss. Somit bleibt nur noch das Bild unten links
iibrig, welches genau diese Eigenschaft besitzt.

25



