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Vorwort zur achten Auflage

Wieder konnte ich einige Verbesserungen durchfuhren,
insbesondere habe ich mich von Louisa Orton und Chri-
stoph Meyer iiberzeugen lassen miissen, dass in den Be-
weis auf Seite 155 noch eine Zeile mit einem weiteren
Konstruktionsschritt eingefiigt gehort. Das ist nun ge-
schehen, beiden sage ich Dank.

Regensburg, im August 2004 Klaus Janich

Vorwort zur fiinften Auflage
Die Neuaufnahme des Textes in TjrjX zur vorigen Auflage
scheint fast keine Fehler eingeschleppt zu haben, ich
brauchte nur ein x in ein y, ein V in ein U und ein v
in ein / zu verwandeln und ein verlorengegangenes 7r
einzusetzen. Aufierdem hatte ich aber eine Skizze (S. 68)
zu modifizieren, die schon seit der ersten Auflage da
war, gegen die aber nun ein aufmerksamer Leser einen
subtilen Einwand vorgebracht hat.

Regensburg, im Juni 1996 Klaus Janich

Vorwort zur vierten Auflage
Dies ist die erste T]7JX-Auflage meines Topologiebuches,
und ich glaube, nur wir Autoren aus der Schreibmaschi-
nenzeit konnen den Segen von T£JX ganz erfassen, so wie
vermutlich nur die Petroleumlampengeneration das elek-
trische Licht voll zu wiirdigen wufite.

Die Neuauflage veranlafite mich, den ganzen Text
Wort fur Wort durchzugehen. Naturlich nimmt man
dabei hie und da kleine Verbesserungen vor, aber im
Ganzen konnte ich das Buch lassen wie es ist. Den Vor-
schlag, Ubungen oder Tests dazu zu schreiben, habe
ich erwogen, aber dann fand ich das doch mit dem



vi Vorwort

Spaziergangs-Charakter des Buches nicht recht verein-
bar. Preilich mufi man eine Technik einuben, urn sie
anwenden zu konnen, aber es gibt auch eine Stufe des
orientierenden Kennenlernens, und dafiir ist das vorlie-
gende Buch eben gedacht.

Regensburg, am Neujahrstage 1994 Klaus Janich

Vorwort zur dritten Auflage
Ich freue mich, mein Buch nach zwei Auf lagen als Hoch-
schultext nun in der Springer-Lehrbuch-Reihe zu sehen.
Es sei auch weiterhin alien Lesern empfohlen, die sich fur
eine kurze Informationsreise durch die Topologie meiner
wort- und bilderreichen Fiihrung anvertrauen mogen.

Regensburg, im August 1990 Klaus Janich

Vorwort zur ersten Auflage
Das Buch behandelt ungefa.hr den Teil der Mengentheo-
retischen Topologie, den ein Student, der sich nicht ge-
rade auf dieses Gebiet spezialisieren will, denn doch be-
herrschen sollte. Das ware ja nun nicht gar viel und
wiirde, lakonisch mitgeteilt, nur ein schmales Heft fiillen.
Auf Lakonismus ist es aber hier nicht abgesehen, sondern
auf eine lebendige Vorstellung der Ideen, auf Anschau-
ung im direkten und im hoheren Sinne.

Ich denke, daft das Buch sowohl fur jiingere als auch
fur fortgeschrittenere Leser brauchbar sein kann, wenn
auch unter jeweils verschiedenen Aspekten. Eigentlich
geschrieben ist es aber fur mittlere Semester, fur Stu-
denten, die ihre Zwischenexamina hinter sich haben und
nun beginnen, etwas freier umherzuschauen.

Herrn B. Sagraloff schulde ich Dank fur einen freund-
lichen Hinweis zum funktionalanalytischen Teil; und ich
danke Th. Brocker dafiir, dafi er sein Letztes Kapitel
Mengenlehre in mein Buch gestiftet hat.

Regensburg, im April 1980 Klaus Janich
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Einleitung

Vom Wesen der Mengentheoretischen Topologie

Es heifit zuweilen, ein Kennzeichen der modernen Wissenschaft
sei die grofie und immer noch zunehmende Spezialisierung; die
Wendung "nur noch eine Handvoll Spezialisten . . . " hat wohl je-
der schon gehort. — Na, ein allgemeiner Ausspruch uber ein so
komplexes Phanomen wie "die moderne Wissenschaft" hat im-
mer Chancen, auch ein gewisses Quantum Wahrheit mit sich zu
fiihren, aber beim Klischee vom Spezialistentum ist dieses Quan-
tum ziemlich gering. Eher schon kann man namlich die grofie und
immer noch zunehmende Verflechtung friiher getrennter Diszipli-
nen ein Merkmal der modernen Wissenschaft nennen. Was heute,
sagen wir ein Zahlentheoretiker und ein Differentialgeometer ge-
meinsam wissen miissen, ist viel mehr, auch verhaltnismafiig, als
vor fiinfzig oder hundert Jahren. Diese Verflechtung wird dadurch
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bewirkt, dafi die wissenschaftliche Entwicklung immer wieder ver-
borgene Analogien ans Licht bringt, deren weitere Ausnutzung
einen solchen Denkvorteil bedeutet, dafi die darauf gegriindete
Theorie bald in alle betroffenen Gebiete einwandert und sie ver-
bindet. Eine solche Analogietheorie ist auch die Mengentheoreti-
sche Topologie, die alles umfafit, was sich Allgemeines {iber Be-
griffe sagen lafit, die irgendwie mit "Nahe", "Nachbarschaft" und
"Konvergenz" zu tun haben.

Satze einer Theorie konnen Instrumente einer anderen sein.
Wenn z.B. ein Differentialgeometer ausnutzt, dafi es zu jedem
Punkt p in jede Richtung v genau eine maximale Geodatische
gibt (und das tut er gewissermafien taglich), dann bedient er sich

des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fur Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Der Nutzen der Men-
gentheoretischen Topologie im Alltagsgebrauch anderer Gebiete
beruht dagegen weniger auf tiefen Satzen, als vielmehr auf der ver-
einheitlichenden, vereinfachenden Kraft ihres Begriffssystems und
ihrer glucklichen Terminologie. Und diese Kraft hat nach meiner
Auffassung eine ganz spezifische Quelle, namlich: Die Mengentheo-
retische Topologie bewirkt bei vielen zundchst ganz abstrakten und
unanschaulichen Problemen einen Anschlufi an unser rdumliches
Vorstellungsvermogen. Viele mengentheoretisch-topologischen Si-
tuationen lassen sich im gewohnlichen Raume ganz adaquat ver-
anschaulichen, auch wenn sie nicht gerade da stattfinden. Un-
ser raumliches Anschauungsvermogen, welches auf diese Weise
fur das mathematische Denken uber abstrakte Dinge nutzbar ge-
macht wird, ist aber eine von Abstraktion und logischem Denken
unabhangige hochentwickelte intellektuelle Fahigkeit; und diese
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Verstarkung unserer sonstigen mathematischen Talente ist wohl
die tiefere Ursache fur die Effektivitat und Leichtigkeit der topo-
logischen Methode.

Alter und Herkunft

Grundlegende mathematische Begriffe haben fast immer eine
lange und verwickelte Entstehungsgeschichte. Zwar kann man auf
eine Stelle zeigen und sagen: Hier ist der Begriff zum ersten Male
klipp und klar im Sinne des heutigen Gebrauchs definiert, von
hier ab "gibt" es ihn - aber dann hatte der Begriff immer schon
zahlreiche Vorstufen durchlaufen, war in wichtigen Spezialfallen
schon dagewesen, Varianten waren erwogen und wieder verworfen
worden usw., und es ist oft schwer und manchmal unmoglich zu
sagen, welcher Mathematiker denn nun den entscheidenden Bei-
trag geleistet hat und als der eigentliche Urheber des Begriffes
gelten kann.

In diesem Sinne darf man sagen: Jedenfalls "gibt" es das Be-
griffssystem der Mengentheoretischen Topologie seit dem Erschei-
nen von Felix Hausdorffs Buch Grundziige der Mengenlehre, Leip-
zig 1914, in dessen siebentem Kapitel: "Punktmengen in allge-
meinen Raumen" die wichtigsten Grundbegriffe der Mengentheo-
retischen Topologie definiert sind. Diesem Ziel nahe gekommen
war schon 1906 Maurice Frechet in seiner Arbeit Sur quelques
points du calcul fonctionnel, Rend. Circ. Mat. Palermo 22. Frechet
fiihrt darin den Begriff des metrischen Raumes ein und versucht
auch den Begriff des topologischen Raumes zu fassen (durch eine
Axiomatisierung des Konvergenzbegriffes). Frechet war vor al-
lem an Funktionenraumen interessiert und darf vielleicht als der
Begriinder der funktionalanalytischen Richtung der Mengentheo-
retischen Topologie angesehen werden.

Aber die Wurzeln reichen nattirlich tiefer. Die Mengentheore-
tische Topologie erwuchs, wie so vieles andere, auf dem Boden
jener gewaltigen Umwalzung, welche das 19. Jahrhundert in der
Auffassung von Geometrie bewirkt hatte. Zu Beginn des 19. Jahr-
hunderts herrschte noch die klassische Einstellung, wonach die
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Geometrie die mathematische Theorie des uns umgebenden wirk-
lichen physikalischen Raumes war; und ihre Axiome galten als
evidente Element art at sachen. Am Ende des Jahrhunderts hatte
man sich von dieser engen Auffassung der Geometrie als Raum-
lehre gelost, es war klar geworden, dafi die Geometrie inskunftig
viel weiterreichende Ziele haben werde, urn derentwillen sie auch
in abstrakten "Raumen", z.B. in n-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten, projektiven Raumen, auf Riemannschen Flachen, in Funk-
tionenraumen usw. musse betrieben werden. (Bolyai und Loba-
tschefskij, Riemann, Poincare "usw.", ich werde nicht so verwegen
sein, diese Entwicklung hier schildern zu wollen .. . ). Zu dem rei-
chen Beispielmaterial und der allgemeinen Bereitschaft, sich mit
abstrakten Raumen zu befassen, kam nun aber noch ein fur das
Entstehen der Mengentheoretischen Topologie entscheidender Bei-
trag eines Mathematikers hinzu: "Dem Schopfer der Mengenlehre,
Herrn Georg Cantor, in dankbarer Verehrung gewidmet" steht auf
Hausdorffs Buch. — Ein topologischer Raum ist ein Paar, beste-
hend aus einer Menge und einer Menge von Teilmengen, derart,
dafi . . . : Es ist ja klar, dafi der Begriff nicht in dieser Allgemein-
heit hatte gefafit werden konnen, waren nicht, was eben Cantor
getan hat, die abstrakten Mengen in die Mathematik eingefiihrt
worden. Cantor hat aber lange vor seiner Begriindung der transfi-
niten Mengenlehre noch einen ganz anderen Beitrag zum Werden
der Mengentheoretischen Topologie geleistet, und davon mochte
ich noch etwas berichten.

Cantor hatte 1870 gezeigt, dafi zwei Fourierreihen, die punkt-
weise konvergieren und dieselbe Grenzfunktion haben, auch diesel-
ben Koeffizienten haben miissen. 1871 verbesserte er diesen Satz
durch den Nachweis, dafi die Ubereinstimmung der KoefHzienten
auch dann noch folgt, wenn man auf einer endlichen Ausnahme-
menge A C [0, 2TT] auf Konvergenz oder Gleichheit des Limes
verzichtet. Eine Arbeit von 1872 behandelt nun das Problem, fur
welche unendlichen Ausnahmemengen dieser Eindeutigkeitssatz
noch richtig bleibt. - Eine unendliche Teilmenge von [0,2TT] mufi
natiirlich mindestens einen Haufungspunkt haben:

i HIM i i—i 1 1 1 1
0 | 2TT

H.P.
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Das ist ein sehr "harmloses" Beispiel einer unendlichen Teilmenge
von [0, 2TT] . Irgendwie "wilder" ware schon eine Menge, deren
Haufungspunkte sich selbst wieder haufen:

i in mi mi in i inn—m+H—inn i i HIM i i—i 1

.. HP HP HP HP

H.P. von Haufungspunkten

Cantor zeigt nun: Bricht die induktiv durch A0 := A und
An+1 := {x € [0,2?r] I x Haufungspunkt von A"} definierte Folge
von Teilmengen von [0, 2TT] nach endlich vielen Schritten ab, d.h.
wird schlieBlich Ak = 0 , so gilt der Eindeutigkeitssatz fur die
Ausnahmemenge A noch. Insbesondere sind von Null verschie-
dene Funktionen, die aufierhalb einer solchen Menge verschwin-
den, nicht durch eine Fourierreihe darstellbar. Dieses Resultat
tragt zum besseren Verstandnis des merkwiirdigen Konvergenz-
verhaltens von Fourierreihen bei, und das Motiv zu Cantors Un-
tersuchung kommt ganz aus der klassischen Analysis und letzten
Endes aus der Physik. Aber dabei wurde Cantor auf eine bis dahin
noch nie betrachtete Art von Teilmengen A C R gefiihrt, welche
ja besonders bei spdtem Abbrechen der Folge A, A1, A2,... sehr
seltsam und exotisch sein mufiten. Die Teilmengen von IR rucken
hier als selbstandige Studienobjekte in den Vordergrund, und zwar
unter einem Gesichtspunkt, den wir heute gleich als einen topo-
logischen erkennen. Diesem Weg ist Cantor gefolgt, als er spater
bei der Untersuchung allgemeiner Punktmengen in K. und Rn

eigentlich die mengentheoretisch-topologische Betrachtungsweise
eingefiihrt hat, worauf dann Hausdorff fuBen konnte.

Ich will nicht den Eindruck erwecken, als seien aufier Cantor,
Frechet und Hausdorff keine anderen Mathematiker an der Eiit-
wicklung und Klarung der Grundbegriffe der Mengentheoretischen
Topologie beteiligt gewesen; aber eine genauere Darstellung ginge
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iiber die Ziele hinaus, die sich dieses Buch stellen darf. Ich wollte
nur mit ein paar raschen, aber anschaulichen Umrifilinien ungefahr
den Ort bezeichnen, von dem die nun zu behandelnde Theorie ih-
ren Ausgang genommen hat.



1 Die Grundbegriffe

1.1 Der Begriff des topologischen Raumes

Definition: Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, O), be-
stehend aus einer Menge X und einer Menge O von Teilmengen
(genannt offene Mengen) von X, derart da8 gilt:
Axiom 1: Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen.
Axiom 2: Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen.
Axiom 3: 0 und X sind offen.

Man sagt auch: O ist die Topologie des topologischen Raumes
(X, O). Gewohnlich unterdriickt man die Topologie in der Nota-
tion und spricht einfach von einem topologischen Raum X, wie
wir auch sogleich tun wollen:
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Definition: Sei X ein topologischer Raum. (1): A C X heifit
abgeschlossen, wenn X \ i ofFen ist. (2): U C X heifit Umge-
bung von a; e X, wenn es eine offene Menge V mit a: e V C J7
gibt. (3): Sei B C X eine beliebige Teilmenge. Ein Punkt x & X
heifit innerer bzw. aufiererbzw. Randpunkt von -B, je nach-
dem 5 oder X\B oder keines von beiden eine Umgebung von
a; ist. (4): Die Menge B der inneren Punkte von B heifit das
Innere oder der offene Kern von 5 . (5): Die Menge B der
Punkte von X, die nicht aufiere Punkte von B sind, heifit die
abgeschlossene Hiille von 5 .

Dies ware nun das begriffliche Abe der Mengentheoretischen
Topologie; und ein Leser, der hier etwa erstmals davon erfahrt,
sollte schon ein paar TJbungen anstellen, um Gelenkigkeit im Um-
gang mit diesen Dingen zu erwerben. — Als ich noch in Tubingen
studierte, hatte ich einmal Ubungen zu einer Vorlesung zu kor-
rigieren, in der auch die topologischen Grundbegriffe behandelt
wurden. In der Vorlesung war schon festgestellt worden, dafi eine
Menge genau dann offen ist, wenn sie nur aus inneren Punk-
ten besteht, und eine Ubungsaufgabe hiefi: Man zeige, daB die
Menge der inneren Punkte einer Menge stets offen ist. Kara ein
Ubungsteilnehmer ins Korrektorenzimmer: Warum ich sein Argu-
ment nicht hatte gelten lassen? Die Menge der inneren Punkte
bestiinde doch nur aus inneren Punkten, eine unbestreitbare Tau-
tologie, und die Aufgabe sei trivial. Es waren noch ein paar andere
Korrektoren anwesend, und eifrig versuchten wir alle den jiingeren
Kommilitonen davon zu uberzeugen, dafi es bei inneren Punkten
sehr auf das "wovon" ankame, aber ganz vergebens. Als er namlich
merkte, was wir wollten, ging er mit der eiskalten Bemerkung ab:
das sei doch Haarspalterei. — Je nun! — Sollte also unter meinen
Lesern ein ganzlicher topologischer Neuling sein, so empfehle ich
ihm, gleich einmal zu verifizieren, daB der Kern von B die Ver-
einigung aller in B enthaltenen offenen und die Hiille von B der
Durchschnitt aller B umfassenden abgeschlossenen Mengen ist;
und als Gedankennahrung fur einen ruhigen Nachmittag offeriere
ich noch die folgenden Betrachtungen.

Von den drei Begriffen "abgeschlossene Menge", "Umgebung"
und "abgeschlossene Hiille", die oben mit Hilfe des Begriffes "of-
fen" erklart wurden, kann auch umgekehrt jeder benutzt wer-



1.1 Der Begriff des topologischen Raumes

den, urn die offenen Mengen zu charakterisieren, denn eine Menge
B C X ist genau dann offen, wenn X \ B abgeschlossen ist und ge-
nau dann, wenn B jeden seiner Punkte umgibt und genau dann,
wenn X\B seine eigene Hiille ist. Deshalb mu8 sich auch das
Axiomensystem in jeden dieser Begriffe "iibersetzen" lassen, z.B.:

Alternativ-Deflnition fur den Begriff des topologischen
Raumes (Axiome fur die abgeschlossenen Mengen): Ein topolo-
gischer Raum ist ein Paar (X, A), bestehend aus einer Menge
X und einer Menge A von Teilmengen (genannt "abgeschlossene
Mengen") von X, der art dafi gilt:
Al: Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abge-

schlossen.
A2: Die Vereinigung von je zwei abgeschlossenen Mengen ist ab-

geschlossen.
A3: X und 0 sind abgeschlossen.

Diese neue Definition ist der alten in dem Sinne gleichwertig,
dafi (X, O) genau dann ein topologischer Raum im Sinne der alten
Definition ist, wenn (X, A) mit A = {X\V \ V e O} einer im
Sinne der neuen ist. Hatten wir diese zugrunde gelegt, so erschiene
Abgeschlossenheit als der primare Begriff, Offenheit erst daraus
abgeleitet durch die Definition, dafi J f \V offen heifien soil, wenn
V C X abgeschlossen ist. Aber die Definitionen der Begriffe unter
(2) - (5) liefien wir ungeandert so stehen und erhielten ersichtlich
dasselbe Begriffssystem wie aus der alten Definition. — Alles auf
die Offenheit zu griinden hat sich als bequem eingeburgert, aber
anschaulich naher liegt der Umgebungsbegriff, den deshalb Haus-
dorff in der Original-Definition tatsachlich auch benutzte:

Alternativ-Deflnition ("Hausdorffsche Umgebungsaxiome"):
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, il), bestehend aus einer
Menge X und einer Familie ii = {iix}X£X von Mengen itx von
Teilmengen (genannt "Umgebungen von x") von X derart, dafi
gilt:
Ul: Jede Umgebung von x enthalt x; und ganz X umgibt jeden

seiner Punkte.
U2: Umfafit V C X eine Umgebung von x, so ist es selbst Um-

gebung von x.
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U3: Der Durchschnitt von je zwei Umgebungen von x ist Umge-
bung von x.

U4: Jede Umgebung von x enthalt eine Umgebung von x, die
jeden ihrer Punkte umgibt.

Wie man sieht, sind diese Axiome etwas umstandlicher hinzu-
schreiben, als die fiir die offenen Mengen. Die Charakterisierung
der Topologie durch die Hiillenoperation ist aber wieder sehr
elegant und hat einen eigenen Namen:

Alternativ-Definition ("Kuratowskische Hullenaxiome"): Ein
topologischer Raum ist ein Paar (X, ), bestehend aus einer
Menge X und einer Abbildung : %S(X) —> ty(X) der Menge
aller Teilmengen von X in sich, derart dafi gilt:
HI: 0 = 0
E2:AcA fur alle A C X
H3: I = A fur alle A C X

H4: A U B = A U B fiir alle A, B C X.

Genau zu formulieren, was die Gleichwertigkeit aller dieser De-
finitionen heifien soil und diese Gleichwertigkeit anschlieBend zu
beweisen ist, wie gesagt, als Ubungsmaterial fiir Anfanger gedacht.
Wir halten an unserer ersten Definition fest.

1.2 Metrische Raume

Bekanntlich heifit eine Teilmenge des R.™ offen in der iiblichen
Topologie, wenn sie mit jedem Punkt auch eine Kugel urn diesen
Punkt enthalt. Diese Definition lafit sich natiirlich sofort nachah-
men, wenn wir es statt mit R." mit einer Menge X zu tun haben,
fiir die ein Abstandsbegriff gegeben ist; und auf diese Weise liefert
uns insbesondere jeder metrische Raum ein Beispiel eines topolo-
gischen Raumes. Zur Erinnerung:

Definition (metrischer Raum): Unter einem metrischen
Raum versteht man ein Paar (X, d), bestehend aus einer Menge
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X und einer reellen Funktion d : X x X —> R (der Metrik),
derart daB gilt:
Ml: d(x,y) > 0 fur alle a:,y € X, und d(x,y) = 0 genau dann,

wenn x = y
M 2 : d(x,y) = d(y,x) fur al le x,y e X
M3: d(a:,2) < d(z,y) + d(y,z) fur alle z,y,2 6 X ("Dreiecks-

ungleichung").

Definition (Topologie eines metrischen Raumes): Sei
(X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge V C X heiBe offen,
wenn es zu jedem x e V ein £ > 0 gibt, so daB die "e-Kugel"
K£{x) := {y € X \ d(x,y) < e} um x noch ganz in V liegt. Die
Menge O{d) aller offenen Teilmengen von X heifit die Topologie
des metrischen Raumes (X, d).

(X, O(d)) ist dann wirklich ein topologischer Raum: Hier
hat unser hypothetischer Neuling schon wieder Gelegenheit zu
iiben. Aber auch der Erfahrenere konnte sich doch jetzt ein-
mal zuriicklehnen, ins Leere schauen und eine Viertelminute
an die Frage wenden, welche Rolle denn die Dreiecksunglei-
chung dabei spielt? — Na? Gar keine. Sobald wir aber mit
diesen topologischen Raumen (JT, O(d)) etwas anfangen wol-
len, wird die Dreiecksungleichung sehr mitzlich. Sie erlaubt
z.B. den aus dem R.™ gelaufigen SchluB zu machen, dafi es
um jeden Punkt y mit d(x,y) < e eine kleine <*J-Kugel gibt,
die ganz in der e-Kugel um
x liegt, dafi also die "offene
Kugel" {y | d(x, y) < s} / / * ^ \ \ _ Radius 8
wirklich offen ist, woraus / \ i / ^ I \ _ ..

„ . , , ' , , „ / V/ y \ — Radius e

z.B. insbesondereiolgt, dafi
eine Teilmenge U C X ge-
nau dann Umgebung von
x ist, wenn sie eine Kugel
um x enthalt. — Sehr ver-
schiedene Metriken konnen
unter Umstanden dieselbe Topologie hervorbringen. Sind d und d'
Metriken auf X, und steckt in jeder Kugel um x bezuglich d eine
Kugel um x bezuglich d', dann ist jede d-offene Menge erst recht
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d'-offen, und wir haben O(d) C O(d'), und gilt auch noch das Um-
gekehrte, so sind die Topologien eben gleich: O(d) — O(d'), wie
z.B. in dem Falle X - R2 und d(x, y) := 1/(3:1- y/)2 + (x2 - 2/2 )2

und d'(x,y) := max{|:ci - j/i|, |a;2 - 2/21}:

Und hier gibt es nun einen kleinen aber lehrreichen Trick, den
man sich gleich von Anfang an merken sollte, einen rechten Talis-
man gegen falsche Vorstellungen iiber das Verhaltnis zwischen Me-
trik und Topologie: 1st (X, d) ein metrischer Raum, so ist, wie man
leicht nachrechnen kann, durch d'(x,y) := rf(a;,y)/(l + d(x,y))
ebenfalls eine Metrik auf X gegeben, und es gilt O(d) — O(d')\
Da aber alle mit d! gemessenen Abstande kleiner als 1 sind, so
folgt daraus z.B., dafi sich aus der etwaigen Beschranktheit ei-
nes metrischen Raumes keinerlei besondere Eigenschaften seiner
Topologie ableiten lassen. —

Definition (metrisierbare Raume): Ein topologischer Raum
(X, 0) heifit metrisierbar, wenn es eine Metrik d auf X mit
O(d) = O gibt.

Wie sieht man einem topologischen Raum an, ob er metrisier-
bar ist? Diese Frage beantworten die "Metrisationssatze" der Men-
gentheoretischen Topologie. Sind abgesehen von ein paar Ausnah-
men alle topologischen Raume metrisierbar, oder ist Metrisier-
barkeit ganz im Gegenteil der seltene Spezialfall? Weder noch,
aber eher das erstere: Ziemlich viele Raume sind metrisierbar.
— Wir werden die Metrisationssatze in diesem Buche nicht be-
handeln, aber mit den Kapiteln 1, 6 und 8 ist der Leser fur die
Beschaftigung mit diesen Fragen ziemlich weitgehend ausgeriistet.
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1.3 Unterraume, Summen und Produkte

Haufig hat man Anlafi, aus gegebenen topologischen Raumen neue
zu konstruieren, und die drei einfachsten und wichtigsten Metho-
den das zu tun, sollen jetzt besprochen werden.

Definition (Teilraum): 1st (X, O) ein topologischer Raum und
XQ C X eine Teilmenge, so heifit die Topologie

O\X0 ~{Ur\X0 \U e O)

auf Xo die induzierte oder Teilraumtopologie, und der topo-
logische Raum (X0,O\X0) heifit Teilraum von (X, £>).

Anstatt "offen in Bezug auf die Teilraumtopologie von Xo "
sagt man kurz "offen in Xo", und eine Teilmenge B C Xo ist
also genau dann offen in Xo, wenn sie der Durchschnitt einer in
X offenen Menge mit XQ ist:

offen in X

Also nicht zu verwechseln mit "offen und in Xo ": offen, namlich
in X, brauchen solche Mengen nicht zu sein.

Definition (Summe von Mengen): Sind X und Y Mengen,
so erklart man ihre disjunkte Vereinigung oder Summe durch
einen formalen Trick wie etwa X + Y := X x {0} U Y x {1} —
behandelt aber im nachsten Augenblick X und Y in der nahelie-
genden Weise als Teilmengen von X + Y.

Anschaulich bedeutet dieser Vorgang weiter nichts als das dis-
junkte Nebeneinanderstellen je eines Exemplaxes von X und Y,
und das diirfen wir natiirlich nicht als X UY schreiben, denn X
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und Y brauchen ja ursprunglich nicht disjunkt zu sein, z.B. ware
X U X = X wieder nur ein Exemplar von X.

X + Y X + X

Definition (Summe von topologischen Raumen): Sind
(X, O) und (Y, O) topologische Raume, so ist durch {U + V \
U e O, V € O} eine Topologie auf X + Y gegeben, mit der
X + Y dann die topologische Summe der topologischen Raume
X und Y heifit.

Definition (Produkttopologie): Seien X und Y topologische
Raume. Eine Teilmenge W C X x Y heifit offen in der Pro-
dukttopologie, wenn es zu jedem Punkte (x, y) € W Umgebun-
gen U von x in X und V von y in Y gibt, so dafi UxV C W. Mit
der dadurch definierten Topologie heifit der topologische Raum
X x Y das (kartesische) Produkt der Raume X und Y.

X xY

Ein Rechteck ("Kasten") ist das gewohnliche Sinnbild des karte-
sischen Produktes von Mengen oder topologischen Raumen, und
solange es nicht um besonders komplizierte Aussagen geht, ist die-
ses Sinnbild ganz adaquat. Produkte U X V C X X Y von offenen
Mengen U C X und V CY will ich offene Kdstchen nennen.
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Diese offenen Kastchen sind ersichtlich offen in der Produkttopo-
logie, aber es sind in aller Regel nicht die einzigen offenen Mengen,
ja sie bilden alleine gewohnlich gar keine Topologie, weil die Ver-
einigung zweier Kastchen keines zu sein braucht:

L

Diese banale Bemerkung ware mir nicht in den Sinn gekom-
men, wenn ich nicht die irrige Gegenmeinung schon mehrfach bei
Anfangern angetrofFen hatte, sie mu8 eine seltsame Anziehungs-
kraft besitzen. — Soviel fur's erste daruber.

1.4 Basen und Subbasen

Definition (Basis): Sei X ein topologischer Raum. Eine Menge
55 von offenen Mengen heifit Basis der Topologie, wenn jede
offene Menge Vereinigung von solchen aus 58 ist.

Zum Beispiel bilden die offenen Kastchen eine Basis der Pro-
dukttopologie, und die offenen Kugeln im K™ bilden eine Basis
der iiblichen Rn-Topologie, aber auch die Kugeln mit rationalem
Radius und rationalen Mittelpunktskoordinaten (und deren gibt
es nur abzahlbar viele!) bilden eine Basis der Topologie des R™.

Definition (Subbasis): Sei X ein topologischer Raum. Eine
Menge & von offenen Mengen heifit eine Subbasis der Topo-
logie, wenn jede offene Menge Vereinigung von endlichen Durch-
schnitten von Mengen aus <S ist.

"Endlich" soil natiirlich hier nicht bedeuten, dafi der Durchschnitt
eine endliche Menge ist, sondern dafi jeweils der Durchschnitt von
nur endlich vielen Mengen gebildet wird, wobei iibrigens auch zu-
gelassen wird, dafi der Durchschnitt von null, von gar keinen Men-
gen gebildet wird: Das ist dann nach einer sinnvoUen Konvention
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der ganze Raum (damit

n sx n n s, = n sv
AeA / I E M I /EAUM

immer richtig bleibt), ebenso wie man zweckmafiigerweise die Ver-
einigung von gar keinen Mengen fur leer ansieht.

Mit diesen Konventionen gilt dann: 1st X eine Menge und S
eine beliebige Menge von Teilmengen von X, so gibt es genau eine
Topologie O{&) von X, fur die & Subbasis ist (man nennt sie die
von S erzeugte Topologie), diese Topologie besteht eben gerade
aus den Vereinigungen endlicher Durchschnitte von Mengen aus
6 .

Man kann also eine Topologie dadurch festlegen, dafi man eine
Subbasis vorschreibt. Warum sollte man das aber tun wollen?
Nun, man kommt haufig in eine Situation, in der man sich eine
Topologie mit gewissen Eigenschaften wiinscht. Gewohnlich be-
zieht sich einer dieser Wiinsche auf die Feinheit der Topologie.
Sind O und O' Topologien auf X, und ist O C O', so sagt man,
O' sei feiner als O und O grober als O'; und gewohnlich hat
man Grund, sich eine moglichst feine oder moglichst grobe To-
pologie zu wiinschen. Freilich gibt es eine allergrobste Topologie
auf X, das ist die sogenannte triviale Topologie, die nur aus X
und 0 besteht; und es gibt auch eine allerfeinste Topologie, die
sogenannte diskrete Topologie, bei der alle Teilmengen von X
offen sind. Aber man wird ja auch noch andere Forderungen an
die Topologie stellen wollen, und z.B. kommt es ofter vor, daB
man eine Topologie sucht, die einerseits moglichst grob sein soil,
andererseits aber mindestens die Mengen aus S enthalten soil.
Eine solche grobste Topologie gibt es dann immer: eben gerade
unser O(&). Beispiele werden uns noch begegnen.

1.5 Stetige Abbildungen

Definition (stetige Abbildung): Seien X und Y topologische
Raume. Eine Abbildung f : X -^ Y heifit stetig, wenn die Urbil-
der offener Mengen stets wieder offen sind.
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Notiz: Die Identitat Id^ : X —> X ist stetig, und sind f und g
f 9

in X —> Y —> Z stetig, so ist auch g o / : X —> Z stetig,

und damit ist das Wichtigste erst einmal gesagt. Zur Gewohnung
an den BegrifF, sofern er jemandem neu ware, schlage ich zwei
niitzliche Ubungen vor. Die erste ist, die zu den "Alternativ-
Definitionen" in Abschnitt 1.1 gehorigen Charakterisierungen der
Stetigkeit aufzusuchen, d.h. zu verifizieren, dafi eine Abbildung
/ : X —> Y genau dann stetig ist, wenn die Urbilder abgeschlosse-
ner Mengen abgeschlossen sind und genau dann, wenn die Urbil-
der von Umgebungen Umgebungen sind (genauer: U Umgebung
von f(x) => f~l(U) Umgebung von a:) und genau dann, wenn
f~l(B) C /~ x (5) fiir alle Teilmengen B CY.~~ Sieht man sich
iibrigens die Umgebungs-Charakterisierung der Stetigkeit fiir den
Fall metrischer Raume genauer an, so findet man das gute alte "Zu
jedem e > 0 gibt es ein 6 > 0 usw." — Die andere empfohlene
Ubung betrifft Teilraume, Summen und Produkte und besteht im
Nachpriifen der folgenden drei Notizen:

Notiz 1: Ist / : X —> Y stetig und XQ C X ein Teilraum, so ist
auch die Einschrankung f\Xo : Xo —> Y stetig,

Notiz 2: / : X + Y —» Z ist genau dann stetig, wenn f\X und
f\Y beide stetig sind.

Notiz 3: (/i,/2) : Z —» X x Y ist genau dann stetig, wenn
fi : Z —> X und f% : Z —> Y beide stetig sind.

Die in den Notizen 2, 3 ausgesprochenen Eigenschaften charak-
terisieren iibrigens die Summen- bzw. die Produkttopologie.

Definition (Homoomorphismus): Eine bijektive Abbildung
/ : X —* Y heiBt Homoomorphismus, wenn / und / - 1

beide stetig sind, d.h. wenn U C X genau dann offen ist, wenn
f(U) C Y offen ist.

Alle topologischen Eigenschaften von X und seinen Teilmengen,
d.h. solche die sich mittels der offenen Mengen formulieren las-
sen, miissen dann ebenso fiir Y und die unter / entsprechenden
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Teilmengen gelten, z.B.: A <Z X abgeschlossen <£> f(A) C Y ab-
geschlossen, oder: U C X Umgebung von x O- f(U) Umgebung
von f(x), oder: 23 Basis der Topologie von X •& {f(B) | B € 23}
Basis der Topologie von Y, usw. Die Homoomorphismen spielen
deshalb in der Topologie dieselbe Rolle wie die linearen Isomor-
phismen in der linearen Algebra, die biholomorphen Abbildun-
gen in der Funktionentheorie, die Gruppenisomorphismen in der
Gruppentheorie, die Isometrien in der Riemannschen Geometrie;
und wir benutzen deshalb auch die Notation / : X —* Y fur
Homoomorphismen, und X = Y fur homoomorphe Raume, d.h.
solche zwischen denen ein Homoomorphismus existiert.

Bisher haben wir gar wenige topologische Eigenschaften von to-
pologischen Raumen genannt. Aus der Vielzahl derer die es gibt,
habe ich fur dieses Kapitel "Grundbegriffe" drei besonders wich-
tige sehr unterschiedlicher Art ausgesucht, namlich Zusammen-
hang, Hausdorff-Eigenschaft und Kompaktheit. Sie sollen in den
nachstfolgenden drei Abschnitten besprochen werden.

1.6 Zusammenhang

Definition (Zusammenhang): Ein topologischer Raum heifit
zusammenhdngend, wenn er sich nicht in zwei nichtleere, offene,
disjunkte Teilmengen zerlegen laBt; oder, gleichbedeutend: Wenn
die leere Menge und der ganze Raum die einzigen Teilmengen sind,
welche offen und abgeschlossen zugleich sind.

unzusammenhangender Raum zusammenhangender Raum

BEISPIEL: Ein (oSenes, halboffenes, abgeschlossenes) Interval!
J C K ist stets zusammenhangend. — Wenn dies auch ein einfa-
ches Beispiel ist, so hat es doch ein besonderes Interesse, weil in
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vielen Fallen der Zusammenhang komplizierterer Raume letzten
Endes auf dem Zusammenhang des Intervalls beruht, und deshalb
wollen wir uns den Beweis ruhig einmal kurz wiederholen: Ange-
nommen, I — AUB und Af\B — 0 , A und B beide nicht leer und
beide offen in der Teilraumtopologie von I C R. Wahle Punkte
a e A und b e B, oBdA. a < b. Sei s := inf{a; e B \ a < x}.
Dann gibt es in jeder Umgebung von s Punkte von B (nach der
Definition des Infimums), aber auch von A, denn wenn nicht gar
s = a ist, dann jedenfalls a < s und das offene Intervall (a,s)
liegt ganz in A. Deshalb kann s nicht innerer Punkt von A oder
B sein, was doch aber sein miifite, da s e A U B und A, B beide
offen: Widerspruch. •

BEISPIEL: Der Teilraum X = [0,1] U (2,3) C R ist nicht zu-
sammenhangend, denn durch A = [0,1] und B = (2,3) ist eine
Zerlegung in nichtleere offene Mengen gegeben.

(Einwand: Zwar ist X = A U B und A, B sind disjunkt: aber
offen? A ist doch ein abgeschlossenes Intervall !? - Es mag wohl
in der Seele weh tun, ein abgeschlossenes Intervall offen nennen zu
miissen; aber, ihr Leute! es handelt sich doch hier um die Topologie
von X und nicht um die von R.)

Wozu dient der Begriff? Nun erstens liefert er ein grobes Unter-
scheidungsmerkmal topologischer Raume: Wenn ein Raum zusam-
menhangend ist und ein anderer nicht, dann konnen diese beiden
nicht homoomorph sein. Zum anderen aber gilt folgendes: Ist X
ein zusammenhangender Raum, Y eine Menge und f : X —> Y
lokal konstant (d.h. zu jedem x e X gibt es eine Umgebung
Ux, so dafi f\Ux konstant ist), dann ist f iiberhaupt konstant,
denn ist y einer der Werte von / , so sind A = {x \ f(x) = y}
und B = {a; | f(x) ^ y} beide offen, also X = A wegen des
Zusammenhanges, qed. — Dieser Schlufi wird oft fur den Fall
Y = {ja, nein} oder {wahr, falsch} angewandt, namlich: Sei X
ein zusammenhangender Raum und £ eine Eigenschaft, die die
Punkte von X haben oder nicht haben konnen, und denken wir
unser Ziel sei der Nachweis, dafi alle Punkte von X die Eigen-
schaft £ haben. Dann genugt es, die folgenden drei Teilaussagen
zu beweisen: (1): Es gibt wenigstens einen Punkt mit der Ei-
genschaft £, (2): Hat x die Eigenschaft £, so auch alle Punkte



20 Kapitel 1. Die Grundbegriffe

einer genugend kleinen Umgebung, (3): Hat x die Eigenschaft £
nicht, so haben sie auch alle Punkte einer genugend kleinen Um-
gebung nicht. — Oftmals ist ein starkerer Zusammenhangsbegriff
von Interesse:

Definition (Wegzusammenhang): X heifit wegweise zu-
sammenhangend oder wegzusammenhangend, wenn es zu je
zwei Punkten a,b e X einen Weg, d.h. eine stetige Abbildung
a : [0,1] -> X, mit a(0) = a und a(l) = b gibt:

Ein wegzusammenhangender Raum X ist erst recht zusam-
menhangend, denn ware X = A U B eine Zerlegung in nichtleere
disjunkte offene Mengen, so konnte es wegen des Zusammenhan-
ges von [0,1] kein a von einem a € A zu einem b e B geben,
denn es ware sonst [0,1] = a~1(A) U a~1(B) usw.

Die Umkehrung gilt aber nicht, ein Raum kann zusammenhangend
aber irgendwie "unwegsam" sein, der Teilraum

{(a:,sinlnx) € R2 | x > 0} U (0 X [-1,1])
von R2 ist so ein Beispiel:

Zum Schlusse noch drei Hinweise iiber das Verhalten der Zu-
sammenhangseigenschaft bei verschiedenen Vorgangen. — All
diese topologischen Eigenschaften nehmen ja bei naherer Be-
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kanntschaft eine emotionale Farbung an; die einen kommen uns
freundlich und hilfreich vor, weil wir schon oft erlebt haben, wie
sie die Beweise erleichterten oder iiberhaupt erst ermoglichten,
andere wieder beginnen wir aus dem entgegengesetzten Grunde
zu furchten. Freilich wird auch eine Eigenschaft von gutem Leu-
mund gelegentlich einmal ein Hindernis darstellen, und manche
sind ganz ambivalent. Aber ich mochte doch meinen, dafi Zusam-
menhang, Hausdorff-Eigenschaft und Kompaktheit iiberwiegend
"gute" Eigenschaften sind, und man mochte natiirlich wissen,
ob sich bei den iiblichen topologischen Konstruktionen und Pro-
zessen solche guten Eigenschaften von den Bausteinen auf das
Endprodukt iibertragen. In diesem Sinne:

Notiz 1: Stetige Bilder (weg-)zusammenhangender Raume sind
(weg-)zusammenhangend, d.h.: 1st X (weg-)zusammenhangend
und f : X —» Y stetig, dann ist der Teilraum f(X) von Y auch
(weg-)zusammenhangend,

f(X)

denn eine solche Zerlegung f(X) — A U B wiirde ja durch
X = / - 1 (A) U f~l{B) auch eine fur X bewirken.

Notiz 2: Nichtdisjunkte Vereinigungen (weg-)zusammenhangen-
der Raume sind (weg-)zusammenhangend, d.h. sind Xo und X\
(weg-)zusammenhangende Teilraume von X mit X = Xo U X\
und Xo H X\ ^ 0, dann ist auch X (weg-)zusammenhangend.
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Notiz 3: Ein kartesisches Produkt X x Y von nichtleeren topolo-
gischen Raumen X und Y ist genau dann (weg-)zusammenhan-
gend, wenn die beiden Faktoren es sind.

X x Y zusammenhangend

Y zusammenhangend

X zusammenhangend

Scherzfrage: Wie steht es mit der Summe X + Y ?

1.7 Das Hausdorffsche Trennungsaxiom

Definition (Hausdorffsches Trennungsaxiom): Ein topolo-
gischer Raum heifit Hausdorffraum, wenn man zu je zwei ver-
schiedenen Punkten disjunkte Umgebungen finden kann.

Ux

Uy

Zum Beispiel ist jeder metrisierbare Raum Hausdorffsch,
denn ist d eine Metrik und d(x,y) = s > 0, dann sind z.B.
Ux := {z | d(x,z) < | } und Uy := {z | d(y,z) < | } disjunkte
Umgebungen.

Die Eigenschaft "Nicht-HausdorfFsch" ist ziemlich unanschau-
lich und auf den ersten Blick sogar unverniinftig, unserer Intuition
vom Umgebungsbegriff nicht gemafi. Deshalb hatte Hausdorff das
Trennungsaxiom in seine ursprungliche Definition des Begriffs
"topologischer Raum" (1914) auch mit aufgenommen. Spater hat
man aber doch gefunden, dafi auch nicht-Hausdorffsche Topolo-
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gien sehr niitzlich sein konnen, z.B. die "Zariski-Topologie" in der
Algebraischen Geometric Immerhin kann man schon ein ziemli-
ches Stuck in die Topologie hineinspazieren, bevor man ein reales
Bedurfnis nach Nicht-Hausdorffraumen verspuxt, wenn es auch
streckenweise bequemer ist, auf die Hausdorffeigenschaft nicht
achten zu brauchen. Wer iiberhaupt nur einmal ein solches exo-
tisches Ding sehen mochte, der nehme eine Menge X aus mehr
als einem Element und versehe sie mit der trivialen Topologie
{X, 0 } . — Einer der Vorteile, die das Trennungsaxiom gewahrt,
besteht in der Eindeutigkeit der Konvergenz:

Definition (konvergente Folgen): Sei X ein topologischer
Raum, (xn)n£N eine Folge in X. Ein Punkt a e X heifit Limes
oder Grenzwert der Folge, wenn es zu jeder Umgebung U von
a ein no gibt, so dafi xn e U fur alle n > no gilt.

Notiz: In einem Hausdorffraum kann eine Folge hochstens einen
Limes haben. •

In einem trivialen topologischen Raum konvergiert freilich jede
Folge gegen jeden Punkt. — Uber das Verhalten bei Konstruktio-
nen notieren wir die leicht uberpriifbaren Tatsachen:

Notiz: Jeder Teilraum eines Hausdroffraumes ist Hausdorffsch,
und zwei nichtleere topologische Ra'ume X und Y sind genau
dann Hausdorffsch, wenn ihre Summe X + Y und auch genau
dann, wenn ihr Produkt X X Y Hausdorffsch ist.

Das HausdoriFsche Trennungsaxiom wird auch T2 genannt. Das
hort sich so an, als ob es noch ein Tj gabe, nicht wahr? Ja, was
glauben Sie: To, Ti, T2, T3, T4, T5; von T2± und T3i ganz zu
schweigen! Das HausdorfF-Axiom ist aber das weitaus wichtigste
davon, daran wollen wir festhalten. Soil ich Ihnen einmal sagen,
was Ti ist . . . ? Aber nein. Das wollen wir an uns herankommen
lassen.
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1.8 Kompaktheit

Ah, Kompaktheit! Eine wundervolle Eigenschaft. Besonders in der
Differential- und Algebraischen Topologie ist es meist so, dafi alles
viel glatter, leichter, vollstandiger funktioniert, solange man mit
kompakten Raumen, Mannigfaltigkeiten, CW-Komplexen, Grup-
pen usw. zu tun hat. Nun kann ja nicht alles auf der Welt kom-
pakt sein, aber auch fur "nicht-kompakte" Probleme ist oft der
kompakte Fall eine gute Vorstufe: Man mufi erst das leichter zu
erobernde "kompakte Terrain" beherrschen, von wo aus man sich
dann mit modifizierten Techniken ins "Nichtkompakte" vortastet.
— Ausnahmen bestatigen die Regel: Zuweilen bietet die Nicht-
kompaktheit auch Vorteile, "Platz" fur gewisse Konstruktionen
zum Beispiel. Jetzt aber:

Definition (kompakt): Ein topologischer Raum heifit kompakt,
wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung be-
sitzt; das soil heifien: X ist kompakt, wenn folgendes gilt: Ist
il = {U\}\eA eine beliebige offene Uberdeckung von X, d.h.
U\ C X offen und U A E A ^

 = ^•> dann gibt es endlich viele
Ai,... ,A r e A, so dafi UXl U ... U U\r = X.

HlNWEIS: Viele Autoren nennen diese Eigenschaft "quasikom-
pakt" und verwenden dann das Wort "kompakt" fur "quasikom-
pakt und Hausdorffsch".

In kompakten Raumen ist die folgende Art des SchlieBens von
"lokalen" auf "globale" Eigenschaften moglich: Sei X ein kompak-
ter Raum und £ eine Eigenschaft, welche eine offene Teilmenge
von X jeweils haben oder nicht haben kann, und zwar derart,
dafi mit U und V auch U L)V diese Eigenschaft hat. Dann gilt:
Hat X die Eigenschaft lokal, d.h. hat jeder Punkt eine offene
Umgebung mit der Eigenschaft £, dann hat auch X selbst die Ei-
genschaft £, denn die genannten offenen Umgebungen bilden eine
offene Uberdeckung {Ux}x€x

 yon X, aber X = UXl U • • • U UXr

fur eine geeignete Auswahl, und nach Voraussetzung iibertragt
sich die Eigenschaft £ induktiv auf endliche Vereinigungen, qed.
— BEISPIEL 1: Sei X kompakt und / : X —> K lokal be-
schrankt, (z.B. stetig). Dann ist / beschrankt. BEISPIEL 2: Sei
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X kompakt und (fn)n>i eine lokal gleichmafiig konvergierende
Funktionenfolge auf X. Dann konvergiert die Folge iiberhaupt
gleichmafiig. BEISPIEL 3: Ist X kompakt und {AA}ASA

 eine lokal
endliche Uberdeckung (d.h. jeder Punkt hat eine Umgebung, die
nur fur endlich viele A von A\ geschnitten wird), dann ist die
Uberdeckung endlich. BEISPIEL 4: Ist X kompakt und A C X
eine lokal endliche Teilmenge, dann ist A endlich, oder anders-
herum: Ist A C X unendlich, dann gibt es einen Punkt x e X,
fur den in jeder Umgebung unendlich viele Punkte von A lie-
gen. BEISPIEL 5: Sei v ein differenzierbares Vektorfeld auf einer
Mannigfaltigkeit M, z.B. auf einer offenen Teilmenge des R™,
es bezeichne ax : (ax, bx) —* M die maximale Integralkurve mit
a(0) = x, so dafi sinnvollerweise bx die Lebensdauer und —ax > 0
das Alter von x unter v genannt werden konnen. Aus der loka-
len Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt, dafi
es lokal fiir Alter und Lebensdauer positive untere Schranken
gibt. Also - nun kommt der Kompaktheitsschlufi - gibt es solche
Schranken fur jeden kompakten Teilraum X C M. Wie nun so
ein Punkt auf seiner Losungskurve weiterwandert, vergrofiert sich
sein Alter und verkiirzt sich seine Lebensdauer:

Auf diesem Wegstiick Zeit t verbracht

Lebensdauer bx — t

Lebensdauer bx

War die Lebensdauer endlich, bx < oo, so wird sie schliefilich
beliebig klein, und wir erhalten das bekannte niitzliche

Lemma: Hat ein Punkt eines kompakten Teilrauw.es X C M
nur eine endliche Lebensdauer, so benutzt er sie jedenfalls dazu,
noch vor seinem Ende die Menge X auf Nimmerwiedersehen zu
verlassen.

Wenn aber nun gar keine Moglichkeit besteht, X zu verlassen
- sei es dafi der Rand von X mit nach innen weisenden Vekto-
ren von v verbarrikadiert ist, sei es dafi das ganze Universum M
selbst kompakt und X = M ist - dann mufi eben jeder Punkt
von X in dem Flusse ewig mitschwimmen, und so kommt es ins-
besondere, dafi ein Vektorfeld auf einer kompakten unberandeten
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Mannigfaltigkeit immer global integrierbar ist.

M = X

Aber zuriick zum Thema! Die Konsequenzen der Moglichkeit,
so vom Lokalen aufs Globale zu schliefien, lassen sich freilich nicht
auf wenigen Seiten auseinandersetzen, aber ich wollte doch gleich
em bifichen illustrieren, und nicht nur beteuern, dafi man mit der
Kompaktheit etwas anfangen kann.

Beispiele kompakter Raume? Ein unscheinbares, aber wichtiges
Beispiel, aus dem sich viele andere entwickeln, ist das abgeschlos-
sene Intervall [0,1]. Bekanntlich gibt es zu jeder offenen Uber-
deckung von [0,1] eine "Lebesgue-Zahl", d.h. ein S > 0, so dafi
jedes Teilintervall der Lange 8 in einer der Uberdeckungsmengen
liegt (gabe es das namlich nicht, so wahlte man eine Folge (Jn)re>i
von Teilintervallen In C [0,1] der Lange 1/n, die in keiner
Uberdeckungsmenge liegen: eine Teilfolge der Mittelpunkte miifite
dann nach dem Bolzano-Weierstraflschen Konvergenzprinzip ge-
gen ein x 6 [0,1] konvergieren, aber da x auch in einer der
offenen Uberdeckungsmengen liegen mufi, ergibt das fur grofie n
einen Widerspruch). Da man [0,1] mit endlich vielen Intervallen
der Lange 8 iiberdecken kann, geht das nun also auch mit endlich
vielen Uberdeckungsmengen. —

Bemerkung 1: Stetige Bilder kompakter Raume sind kompakt,
d.h. ist X ein kompakter Raum und f : X —> Y stetig, so ist
f(X) ein kompakter Teilraum von Y.

BEWEIS: Ist {U\}xeA eine offene Uberdeckung von f(X), so
{ / - 1 ( ^ A ) } A 6 A eine von X, also X = f-\UXl) U . . . U r\UXr)
fur eine geeignete Auswahl, also auch f(X) — U^ U . . . U U\r. D

Bemerkung 2: Abgeschlossene Teilraume kompakter Raume
sind kompakt.
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BEWEIS: Sei X kompakt, A C X abgeschlossen, {UX}X€A eine
offene Uberdeckung von A. Nach Definition der Teilraumtopolo-

gie gibt es also eine Familie {FAJAEA in
X offener Mengen mit Ux = A D Vx.
Da nun A abgeschlossen ist, ist die
Uberdeckung {X\A,{Vx}\eA} von X
offen, also gibt es Ai,...,A r € A mit
(X\A) U VXl U ... U VXr = X, d.h.
UXll)...UUXy = A. a

Bemerkung 3: Zwei nichtleere Raume X und Y sind genau
dann beide kompakt, wenn ihre Summe und auch genau dann,
wenn ihr Produkt kompakt ist.

BEWEIS (nur fur den interessantesten und verhaltnismafiig am
schwierigsten zu beweisenden Teil dieser Bemerkung, namlich
dafiir, dafi das Produkt kompakter Raume wieder kompakt ist.
Die Umkehrung folgt aus Bemerkung 1, die Aussage iiber die
Summe ist trivial): Seien also X und Y kompakt und {WA}AI=A
eine offene Uberdeckung von X x Y. 1. Schritt: Wir konnen
also zu jedem (x,y) ein X(x,y) wahlen, so dafi (x,y) e WX(x<y),
und wegen der Offenheit gibt es auch ein in WX(x>y) enthaltenes
offenes Kastchen U(x,y) x V(x,y) um (x,y). 2. Schritt: Fiir
festes x ist {V(x, y)}9g y eine offene Uberdeckung von Y, also
gibt es yi(x),...,yr^(x) mit Y = V(x,yr(x))\J-• •^)V{x,yrx(x)).
Setzenun Ux := U(x, yi(a;))n- • • DU(x,yr:c(x)). 3. Schritt: Weil
X kompakt ist, gibt es Punkte x\,... ,xn mit UXl U . . . U UXn

= X, und dann iiberdecken die (endlich vielen!) WX(Xityj(Xi)),
1 < i < n und 1 < j < rx;, ganz X xY. D

1.Schritt

Ux

2.Schritt

UXi

3. Schritt
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Aus der Kompaktheit des abgeschlossenen Intervalls und die-
sen drei Bemerkungen ergibt sich schon die Kompaktheit vie-
ler anderer Raume, z.B. aller abgeschlossenen Teilraume des
n-dimensionalen Wurfels und damit aller abgeschlossenen be-
schrankten Teilraume des K™. Das ist die eine Halfte des bekann-
ten Satzes von Heine-Borel, wonach die kompakten Teilraume
des M." genau die abgeschlossenen und beschrankten sind. Wa-
rum ist jeder kompakte Teilraum Xo des Rn abgeschlossen und
beschrankt? Nun, wie wir schon bemerkt haben sind stetige Funk-
tionen auf kompakten Raumen beschrankt, hier insbesondere die
Norm, also ist Xo beschrankt. Die Abgeschlossenheit ergibt sich
aus dem folgenden niitzlichen kleinen

Lemma: Ist X ein Hausdorffraum und Xo C X ein kompakter
Teilraum, dann ist XQ in X abgeschlossen.

BEWEIS: Wir nriissen zeigen, dafi X\Xo offen ist, dafi also je-
der Punkt p daraus eine Umgebung U besitzt, die Xo nicht trifft.

Wahle zu jedem x e Xo tren-
nende offene Umgebungen Ux von
p und Vx von x. Ux trifft viel-
leicht Xo, aber wenigstens trifFt
es den Teil Vx fl Xo nicht, und
wenn wir jetzt endlich viele Punkte
xi,..., xn € Xo auswahlen, so dafi

{vXl n x0) u . . . u (vtn n x0) = x 0
ist - was man wegen der Kompaktheit von Xo machen kann -
dann ist U := UXl Pi . . . n UXn eine Umgebung von p mit der
gewiinschten Eigenschaft Xo nicht zu treffen. D

Zu guter Letzt noch ein hiibscher kleiner Satz iiber Homoomor-
phismen, den ich Ihnen aber zuerst ins rechte Licht riicken mufi.

Den ersten Isomorphiebegriff lernt man wohl in der Linearen
Algebra kennen, und um von einer linearen Abbildung / : V —> W
zu zeigen, dafi sie ein Isomorphismus ist, braucht man nur die
Bijektivitat nachzuweisen: / - 1 : W —> V ist dann automatisch
linear; analog ist es z.B. auch so bei Gruppen und Gruppenhomo-
morphismen. Daran gewohnt, nimmt man nur mit einem gewissen
Verdrufi wahr, dafi sich andere schone Eigenschaften von Bijektio-
nen nicht automatisch auf die Umkehrung iibertragen, z.B. ist
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durch x \—» x3 eine differenzierbare Bijektion R. —> R. gegeben,
aber die Umkehrabbildung ist bei 0 nicht differenzierbar:

und mit den stetigen Abbildungen ist es leider nicht besser; man
braucht dazu gar keine Extrembeispiele heranzuziehen, wie die
Identitat von X mit der diskreten Topologie nach X mit der
trivialen Topologie: Wickeln wir einfach einmal das halboffene In-
tervall [0, 2TT) mittels t i-> es* auf den Einheitskreis auf,

0 2TT

so haben wir eine stetige Bijektion vor uns, die aber kein Homoo-
morphismus sein kann, denn die Kreislinie ist kompakt und das
halboffene Intervall nicht. Aber wenn auch f—1 stetig ist, so kann
dies nachzuweisen ziemlich lastig sein, besonders wenn man die
Stetigkeit von / selbst aus einer expliziten Formel fur y = f(x)
abgelesen hat, die ebenso explizit in x = f~l(y) aufzulosen man
aber gar keinen Weg sieht. Deshalb ist es mitzlich zu wissen, dafi
es eine oft erfiillte Voraussetzung allgemeiner Art gibt, unter der
die Umkehrung stetiger Bijektionen gewifi stetig ist, namlich:

Satz: Eine stetige Bijektion f : X —> Y von einem kompakten
Raum X aufeinen Hausdorffraum Y ist stets ein Homoomorphis-
mus.

BEWEIS: ZU zeigen ist: Die Bilder offener Mengen sind offen, oder
was dasselbe ist: Die Bilder abgeschlossener Mengen sind abge-
schlossen. Sei also A C X abgeschlossen. Dann ist A kompakt als
abgeschlossener Teilraum eines kompakten Raumes, /(A) kom-
pakt als stetiges Bild eines kompakten Raumes und deshalb ab-
geschlossen als kompakter Teilraum in dem Hausdorffraum Y. •



2 Topologische Vektorraume

Un grand nombre des elements qui interviennent en mathemati-
ques sont determines chacun completement par une suite infi-
nie de nombres reels ou complexes: Par exemple, une serie de
TAYLOR est determinee par la suite de ses coeflicents . . .

On peut done considerer les nombres de la suite qui defmit
chacun de ces elements comme les coordonnees de cet element
envisage comme un point d'un espace (E w ) a une infinite
denombrable de dimensions. II y a plusieurs avantages a operer
ainsi. D'abord l'avantage qui se presente toujours quand on
emploie le langage geometrique si propice a l'intuition par les
analogies qu'il fait naitre . . .

Maurice Frechet
Sur Quelques Points du Calcul Fonctionnel (1906)

2.1 Der Begriff des topologischen Vektorraumes

Das gegenwartige kurze Kapitel hat keine weiteren Ambitionen,
als eine Klasse von Beispielen topologischer Raume vorzustellen,
die im Anwendungsbereich der Topologie (hier in der Funktional-
analysis) wirklich vorkommen und dort sogar eine grofie Bedeu-
tung haben: die topologischen Vektorraume. Es.ist nur recht und
billig, gerade diese Beispiele an den Anfang zu stellen, denn sie
haben auch bei der Ausformung des Begriffs des topologischen
Raumes eine wichtige Rolle gespielt (Frechet 1906).



2.2 Endlichdimensionale Vektorraume 31

Definition (topologischer Vektorraum): Sei K := R oder
C. Ein K-Vektorraum E, der zugleich topologischer Raum ist,
heifit topologischer Vektorraum, wenn Topologie und lineare
Struktur in folgendem Sinne vertraglich miteinander sind:
Axiom 1: Die Subtraktion E x E —» E ist stetig.
Axiom 2: Die Skalarmultiplikation K X E —* E ist stetig.

HlNWEIS: Manche Autoren verlangen auch noch als Axiom 3: E
ist Hausdorffsch (z.B. Dunford-Schwartz [7]; Bourbaki [1] aber
nicht).

Statt der Stetigkeit der Subtraktion konnte man ebensogut die
Stetigkeit der Addition fordern, denn aus Axiom 2 folgt ja ins-
besondere die Stetigkeit von E —> E, x t—> —x, und deshalb die
von E x E —> E X E, (x,y) H-> (x,-y). Im Axiom 1 Subtrak-
tion statt Addition zu schreiben, hat aber einen, wenn auch nur
asthetischen, so doch guten Grund, den ich nennen will.

Wie hier die Begriffe Vektorraum und topologischer Raum
eine Verbindung eingehen, so gibt es noch mehr interessante und
mitzliche Begriffe, die aus der Verbindung algebraischer Struk-
turen mit der Topologie entstehen. Insbesondere wird man eine
Gruppe G, die zugleich topologischer Raum ist, eine topolo-
gische Gruppe nennen, wenn Gruppenstruktur und Topologie
miteinander "vertraglich" sind. Und was wird darunter zu ver-
stehen sein? Nun, dafi Verkmipfung G x G —> G, (a, 6) H-» ab,
und Inversenbildung G —* G, a i—> a~1, stetig sind. Diese bei-
den Bedingungen kann man aber zu einer zusammenfassen, sie
sind namlich Equivalent zu dem Axiom fur topologische Gruppen:
G x G —> G, (a, b) i-s- ab"1, ist stetig. — Das Axiom 1 besagt
also gerade, dafi die additive Gruppe (E, +) zusammen mit der
Topologie zu einer topologischen Gruppe wird.

2.2 Endlichdimensionale Vektorraume

Es sollen nun die gangigsten Klassen topologischer Vektorraume
in der Reihenfolge zunehmender Allgemeinheit genannt werden,
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und der Vollstandigkeit halber beginnen wir mit den endlichdi-
mensionalen Raumen.

Der Kn, mit der ublichen Topologie, ist ein topologischer
Vektorraum, und jeder Isomorphismus K™ —> K" ist auch ein
Homoomorphismus. Deshalb gibt es auf jedem n-dimensionalen
Vektorraum V genau eine Topologie, fur die ein (und dann also
jeder) Isomorphismus V = K" ein Homoomorphismus ist, und
dadurch wird auch V zu einem topologischen Vektorraum. Dies
alles ist trivial, und zweifellos ist die so definierte ubliche Topo-
logie die naheliegendste unter alien Topologien, die es fur V noch
geben mag. Sie ist aber in der Tat mehr als nur "naheliegend",
denn es gilt der

Satz (hier ohne Beweis, siehe z.B. Bourbaki [1], Th. 2 p. 18): Die
ubliche Topologie auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V
ist iiberhaupt die einzige, die V zu einem Hausdorffschen topolo-
gischen Vektorraum macht.

Der Satz zeigt, dafi die endlichdimensionalen topologischen
Vektorraume als solche nicht interessant sind, und naturlich ist
der Begriff auch der oo-dimensionalen Raume wegen eingefuhrt
worden. Fur diese hat der Satz aber auch eine wichtige Konse-
quenz: Wenn namlich V ein endlichdimensionaler Untervektor-
raum irgend eines Hausdorffschen topologischen Vektorraumes E
ist, so ist die von E induzierte Teilraumtopologie auf V gerade
die ubliche Topologie — eben auch, wenn E zu den wilderen
Exemplaren seiner Gattung gehort.

2.3 Hilbertraume

ZUR ERINNERUNG: Unter einem euklidischen (bzw. unitdren)
Vektorraum versteht man einen reellen (komplexen) Vektorraum
E zusammen mit einer symmetrischen (hermiteschen) positiv de-
finiten Bilinearform { , ) • Fiir v e E heiJ3t dann ||i>|| := ^/(v, v)
die Norm von v.
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Notiz: 1st (E, ( , )) ein euklidischer (unitarer) Vektorraum, so
ist durch d(v,w) := \\v — w\\ eine Metrik erklart, durch deren
Topologie E zu einem topologischen Vektorraum wird.

Definition: Ein euklidischer (bzw. unitarer) Vektoraum heifit
Hilbertraum, wenn er beziiglich seiner Metrik vollstandig ist,
d.h. wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Die Hilbertraume sind nach den endlichdimensionalen gewifi
die harmlosesten topologischen Vektorraume, und sie lassen sich
auch vollstandig iibersehen: Eine Familie {e\}\e\ paarweise or-
thogonaler Einheitsvektoren in einem Hilbertraum H heifit eine
Hilbert-Basis von H, wenn nur der Nullvektor auf alien e\ senk-
recht steht, und es sei hier ohne Beweis angemerkt, dafi jeder
Hilbertraum eine solche Basis besitzt, je zwei Basen ein und dessel-
ben Hilbertraumes die gleiche Machtigkeit haben und schliefilich
je zwei Hilbertraume mit gleichmachtigen Basen isometrisch iso-
morph sind.

2.4 Banachraume

Definition (normierter Raum): Sei E ein K-Vektorraum.
Eine Abbildung ||..|| : E —+ R heifit eine Norm, wenn folgende
drei Axiome gelten
Nl: ||z|| > 0 fur alle x e E, und nur fur x = 0 gilt ||x|| = 0.
N2: jjoa;|| = \a\ • \\x\\ fiir alle a € K, x e E.
N3: ||z + y\\ < \\x\\ + ||y|| fur alle x,y € E ("Dreiecksunglei-

chung").
Ein Paar (E, ||..||) aus einem Vektorraum und einer Norm darauf
heifit ein normierter Raum.

Notiz: Ist (.E, ||..||) ein normierter Raum, so ist durch d(x,y) :=
11 a; — y|| eine Metrik erklart, durch deren Topologie E zu einem
topologischen Vektorraum wird.

Definition: Ein normierter Raum heifit Banachraum, wenn er
vollstandig ist, d.h. wenn jede Cauchyfolge konvergiert.
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Hilbert- und Banachraume liefern Beispiele topologischer
Vektorraume, aber sie tragen noch dariiber hinausgehende Struk-
tur: Das Skalarprodukt ( , ) bzw. die Norm ||..|| lafit sich nicht
aus der Topologie rekonstruieren. Verschiedene Normen auf ein
und demselben Vektorraum, die sich nicht durch lineare Iso-
morphismen ineinander iiberfiihren lassen, gibt es - anders als
bei den Skalarprodukten — schon im Falle endlicher Dimension
(> 2), wie man sich leicht iiberlegt. Aber auch wenn es, wie in
der Funktionalanalysis haufig, nur auf die topologische Vektor-
raumstruktur ankommt, bilden die Banachraume eine reiche, ja
uniiberschaubare Klasse.

2.5 Frechet-Raume

Definition (Halbnorm)t Sei E ein K-Vektorraum. Eine Abbil-
dung |..| : E —* R heifit eine Halbnorm, wenn gilt:
HN1: \x\ > 0 fur alle x e E.

N2: \ax\ = \a\ • \x\ 1 w i e ffir N o r m e n _
N3: Dreiecksgleichung >

Zum Beispiel ist |..|,- : R" —> B.,x i—» |a;,-| eine Halbnorm auf dem
R". — Auch fiir eine Halbnorm konnen wir von "offenen Kugeln"
Be(x) := {y € E\\x — y\ < e} sprechen, wenn sie auch vielleicht
nicht besonders kugelformig aussehen mogen.

Definition: Sei E ein Vektorraum und {|..|A}A6A eine Familie
von Halbnormen auf E. Eine Teilmenge U C E heifit in der
von der Familie erzeugten Topologie offen, wenn U mit je-
dem Punkt einen endlichen Durchschnitt solcher Halbnormenku-
geln urn den Punkt enthalt, d.h. zu x € U gibt es Ai, . . . , Ar e A
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und e > 0, so dafi Bi l'(x) D ... D B\ 0 ) C U.

"Halbnormenkastchen",
hierBeispiel ffi2 mit {|..|i, |..|2}

In der Terminologie von 1.4 bilden die offenen Kugeln der Halb-
normen \..\x, A e A eine Subbasis, "erzeugen" also diese Topolo-
gie.

Notiz: Mit der durch die Halbnormenfamilie {|..|A}AIEA gegebe-
nen Topologie wird E zu einem topologischen Vektorraum, der
iibrigens genau dann Hausdorffsch ist, wenn 0 der einzige Vektor
ist, fur den samtliche Halbnormen \..\\ Null sind.

Definition (pra-Frechet-Raum): Ein hausdorffscher topo-
logischer Vektorraum, dessen Topologie durch eine hochstens
abzahlbare Familie von Halbnormen gegeben werden kann, heifie
ein pra-Frechet-Raum.

Die Frechet-Raume werden die "vollstandigen" pra-Frechet-
Raume sein. Zwar ist Vollstandigkeit zunachst ein metrischer Be-
grifF, aber in topologischen Vektorraumen gibt es eine nahelie-
gende topologische Version davon:

Definition (VoUstandige topologische Vektorraume): Eine
Folge (a:n)n>i in einem topologischen Vektorraum heii3e Cauchy-
Folge, wenn es zu jeder Nullumgebung U ein UQ mit xn—xm 6 U
fiir alle n, m > rig gibt. Wenn jede Cauchy-Folge konvergiert,
heifit der topologische Vektorraum (folgen-)vollstandig.

In normierten Vektorraumen ist Vollstandigkeit in diesem
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Sinne natiirlich dasselbe wie Vollstandigkeit beziiglich der durch
die Norm gegebenen Metrik.

Definition (Frechet-Raum): Ein Frechet-Raum ist ein vollstan-
diger pra-Frechet-Raum.

Die pra-Frechet-Raume sind iibrigens immer noch metrisierbar:
Ist die Topologie durch eine Halbnormenfolge |..|n,n>i gegeben,
so ist durch

eine Metrik erklart, die ebenfalls die Topologie erzeugt und die
auch denselben Begriff von "Cauchy-Folge" definiert.

2.6 Lokalkonvexe topologische Vektorraume

Als wohl die allgemeinsten topologischen Vektorraume, fur die
noch eine Theorie mit guten Satzen vorhanden ist, seien zum
Schlufi noch die lokalkonvexen genannt.

Definition: Ein topologischer Vektorraum heiBt lokalkonvex,
wenn jede Nullumgebung eine konvexe Nullumgebung enthalt.

Um wieviel diese Raume allgemeiner sind als die vorher genann-
ten, dariiber sei ohne Beweis folgendes zitiert (vgl. [13] § 18): Ein
topologischer Vektorraum ist genau dann lokalkonvex, wenn seine
Topologie durch eine Familie von Halbnormen gegeben werden
kann, und ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum ist genau
dann ein pra-Frechet-Raum, wenn er metrisierbar ist.

2.7 Ein paar Beispiele

BEISPIEL 1: Wir betrachten die Lebesgue-mefibaren reellen Funk-
tionen / auf [—7r,7r], fur die J_ f(x)2dx < oo ist. Zwei sol-
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che Funktionen sollen Equivalent heifien, wenn sie aufierhalb ei-
ner Nullmenge ubereinstimmen. Die Aquivalenzklassen nennt man
dann, etwas salopp, die quadratintegrierbaren Funktionen.
Die Menge H dieser quadratintegrierbaren Funktionen ist in ka-
nonischer Weise ein reeller Vektorraum und wird z.B. durcb

7T

(f,g) •= -
K J

zu einem Hilbertraum. Die trigonometrischen Funktionen, etwa
numeriert als ek(x) := coskx und e_jt(a;) := sinkx fur k > 1,
bilden zusammen mit eo := jV2 eine Hilbertbasis {en}n£z von
H, und die Darstellung / = X3nez(/> en)en ist die Fourierent-
wicklung von f e H.

BEISPIEL 2: Sei X ein topologischer Raum, C(X) der Vektor-
raum der beschrankten stetigen Funktionen auf X und

Il/H := sup \f(x)\.
x s X

Dann ist (C(X), ||..||) ein Banachraum.

BEISPIEL 3: Sei X C C ein Gebiet, O(X) der Vektorraum der
holomorphen Funktionen auf X, versehen mit der durch die Fa-
milie {| \K}KCX kompakt von Halbnormen \f\K := sup z e i f \f(z)\
gegebenen Topologie ("Topologie der kompakten Konvergenz").
Dann ist O(X) ein Frechet-Raum (denn man braucht nur die
abzahlbar vielen Kn einer "Ausschopfung" von X zu behalten,
und die Vollstandigkeit folgt aus dem Weierstrafischen Konver-
genzsatz).

Dies sind drei aus einer Vielzahl von "Funktionenraumen", die
zu betrachten die Analysis Anlafi gibt. Als blofie Vektorraume
brauchte man sie gar nicht zu erfinden, sie sind einfach da und
drangen sich auf. Und auch dafi lineare Differential- und Integral-
operatoren iiberhaupt als lineare Abbildungen L : Ei —> E-i zwi-
schen irgendwelchen Funktionenraumen auftreten, ergibt sich di-
rekt aus der Natur der Sache. Aber die blofie lineare Algebra liefert
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hier nur Trivialitaten; und um die Eigenschaften dieser Operato-
ren kennenzulernen, mufi man auch ihr Stetigkeitsverhalten unter
verschiedenen Topologien studieren und die Kenntnisse iiber die
Struktur der abstrakten topologischen Vektorraume ausnutzen.
Und wenn die Mengentheoretische Topologie, zu deren Ruhme ja
all dies gesagt wird, auch nicht gerade den harten Kern der Unter-
suchungen uber lineare partielle Differentialgleichungen darstellt,
so bildet sie doch ein unerlafiliches, geradezu selbstverstandlich
gewordenes Hilfsmittel.

Noch habe ich kein Beispiel fur einen lokalkonvexen, aber nicht
metrisierbaren und daher nicht pra-Frechetschen topologischen
Vektorraum genannt. Nun, auch solche Raume kommen in ganz
naturlicher Weise in der Funktionalanalysis vor. Es ist z.B. zuwei-
len notwendig, auf einem gegebenen topologischen Vektorraum E
die "schwache Topologie" zu betrachten, das ist die grobste To-
pologie, in der alle bisher stetigen linearen Abbildungen E —> E
(die "linearen Funktionale" ) stetig bleiben, also die Topologie mit
\f~l{U) | [ / C K offen, / : E -> E linear und stetig} als Sub-
basis. Mit dieser Topologie ist E auch ein topologischer Vektor-
raum, aber schon wenn E z.B. ein unendlichdimensionaler Hil-
bertraum war, dann ist E mit der schwachen Topologie ein lokal-
konvexer Hausdorffscher, aber nicht metrisierbarer topologischer
Vektorraum (vgl. [4], S. 76).



3 Die Quotiententopologie

3.1 Der Begriff des Quotientenraumes

Notationen: 1st X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation
auf X, so bezeichnet X / ~ die Menge der Aquivalenzklassen,
[x] e JT/~ die Aquivalenzklasse von x e X und •K : X —» X / ~
die kanonische Projektion, also 7r(a;) :— [x].

Definition (^Quotientenraum): Sei X ein topologischer Raum
und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Eine Teilmenge U C X /~
heifit offen in der Quotiententopologie, wenn TT~1(?7) ofFen
in X ist. X / ~ , versehen mit der hierdurch erklarten Topologie,
heifit der Quotientenraum von X nach ~ .

Notiz: Die Quotiententopologie ist offenbar die feinste Topologie
von X /~ , fur die n noch stetig ist.
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Wie wir fur die Begriffe Teilraum, Summe und Produkt einfa-
che Sinnbilder haben, an denen sich unsere Anschauung fur's erste
festhalten kann:

'X x Y

Teilraum Xo C X Summe X + Y Produkt X xY

so mochte ich Ihnen auch ein Sinnbild fur den Quotientenraum
vorschlagen. Um die Aquivalenzrelation vor's Auge zu bringen,
stellt man am besten die Aquivalenzklassen dar; aber obwohl dies
die Punkte des Quotientenraumes sind, ist es damit noch nicht
genug, denn unsere Anschauung verlangt auch ein geometrisches
Aquivalent fur den Quotienten, in dem die Punkte als wirkliche
"Punkte" auftreten:

Aquivalenz-
klasse

[x]cX

also z.B.:

u

Die nachsten beiden Paragraphen behandeln alles, was wir an
"Theorie" iiber den Quotientenraum wissen miissen, und dann
kommen wir zum eigentlich Interessanten, namlich zu den in der
Mathematik wirklich vorkommenden Beispielen.
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3.2 Quotienten und Abbildungen

Notiz 1 (Abbildungen heraus): Sei Y ein weiterer topologi-
scher Raum. Eine Abbildung f : X /~ -^ Y ist offenbar genau
dann stetig, wenn / o IT stetig ist:

X
f O TV

X/~ - p Y

Fiir die Stetigkeit von Abbildungen <p : Y —> X / ~ gibt es kein
analoges Universalkriterium, aber oft ist die folgende triviale Be-
obachtung niitzlich:

Notiz 2 (Abbildungen hinein): Falls es eine stetige Abbildung
$ : Y —>• X mit tp = w o $ gibt,

X

/ r
y

ja selbst wenn das nur lokal moglich ist, d.h. wenn jedes y e Y
eine Umgebung U hat, zu der man eine stetige Abbildung
$[/ : U —> X mit IT o $y = ip\U finden kann,

X

TT

U
<p\u

dann ist ip natiirlich stetig.
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3.3 Eigenschaften von Quotientenraumen

Welche Eigenschaften von X ubertragen sich auf X /~ ? Zusam-
menhang und Kompaktheit verhalten sich bestens, denn

Notiz: 1st X (weg-)zusammenhangend bzw. kompakt, dann auch
X /~ als stetiges Bild von X.

Anders steht es mit der dritten der drei topologischen Eigen-
schaften, von denen im Kapitel 1 die Rede war: Ein Quotien-
tenraum eines Hausdorffraumes ist im allgemeinen kein Haus-
dorffraum mehr. Ein trivialer Grund dafiir liegt vor, wenn die
Aquivalenzklassen nicht alle abgeschlossen sind:

Notiz: Eine notwendige Bedingung fur die Hausdorff-Eigenschaft
eines Quotientenraumes X /~ ist die Abgeschlossenheit aller
Aquivalenzklassen in X, denn ware y ^ [x] ein Randpunkt von
[x], so konnte man [x] und [y] in X /~ nicht durch disjunkte
Umgebungen trennen,

oder, vielleicht eleganter gesagt: Die Abgeschlossenheit der Aqui-
valenzklassen bedeutet die Abgeschlossenheit der Punkte in
X / ~ , und in einem Hausdorffraum sind die Punkte naturlich
abgeschlossen. — Also gut, abgeschlossene Aquivalenzklassen.
Aber dariiber hinaus? — Hier ist ein interessantes Beispielpaar.

In beiden Fallen ist X = R2 mit der \iblichen Topologie, die
Aquivalenzklassen sind abgeschlossene eindimensionale Unter-
mannigfaltigkeiten, die sehr einfach daliegen, die Zerlegung des
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R2 ist jeweils sogar invariant unter Translation in y-Richtung,
und aufierdem haben beide Beispiele so eine gewisse Ahnlichkeit,
dafi man den Unterschied zwischen ihnen nicht leicht durch un-
terschiedliche mengentheoretisch-topologische Eigenschaften der
beiden Aquivalenzrelationen wird beschreiben konnen — aufier,
dafi eben der eine Quotient Hausdorffsch ist und der andere nicht!
Hieraus ist zunachst nur zu lernen, dafi das Trennungsverhalten
von Quotienten sehr vom jeweiligen Verlauf der Aquivalenzklassen
abhangt und dafi man fur Satze, die die Hausdorffeigenschaft fur
ganze Beispielklassen sicherstellen, dankbar sein soil.

3.4 Beispiele: Homogene Raume

Zur Erinnerung aus der Algebra: Ist G eine Gruppe und H C G
eine Untergruppe, dann bezeichnet G/H die Menge {gH | g € G}
der "links-Nebenklassen" von H, das sind die Aquivalenzklassen
nach der durch a ~ b :<̂> b~xa € H definierten Aquivalenzrelation
auf G. Ist H nicht nur eine Untergruppe, sondern sogar ein Nor-
malteiler (d.h. gHg~l — H fur alle g e G), dann ist G/H in
kanonischer Weise wieder eine Gruppe.

Definition (topologische Gruppe): Eine Gruppe G, die zu-
gleich topologischer Raum ist, heifit topologische Gruppe, wenn
G x G —> G, (a, 6) H-> ab~l stetig ist.

Die Gruppen GL(n, R) und GL(n, C) der invertierbaren nxn-
Matrizen sind z.B. in kanonischer Weise topologische Gruppen,
ebenso die abelschen Gruppen (£7, +) der topologischen Vek-
torraume, und natiirlich ist jede Untergruppe einer topologischen
Gruppe mit der Teilraumtopologie ebenfalls eine topologische
Gruppe.

Definition (homogener Raum): Ist H C G eine Untergruppe
einer topologischen Gruppe G, so heifit der Quotientenraum G/H
ein homogener Raum.
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Unsere allgemeine Definition des Quotientenraums X '/~ in 3.1
ist hier also angewandt auf X :— G und a ~ b :O- b~1a € H.

Weshalb sind die homogenen Raume von Interesse? Das ist
eine verdammt weitgreifende Frage und eigentlich auf dem Ni-
veau des gegenwartigen Buches nicht recht zu beantworten. Aber
ich will doch versuchen einige Hinweise zu geben. — So, wie man
die topologischen Gruppen in der Natur vorfindet, sind sie meist
nicht nur abstrakt gegeben als eine Menge G mit einer Grup-
penverkniipfung und einer Topologie, sondern konkret als Grup-
pen von Tmnsformationen, d.h. von bijektiven Abbildungen einer
Menge X auf sich, und die Gruppenverkniipfung ist nichts anderes
als die Zusammensetzung von Abbildungen. Dieses X darf man
sich aber nicht als eine blofie Menge und weiter nichts vorstellen,
ebensowenig als G die Gruppe aller Bijektionen von X sein soil,
sondern man mufi sich X mit weiterer Struktur ausgestattet den-
ken: Zunachst mit einer Topologie, dariiber hinaus aber vielleicht
mit einer difFerenzierbaren oder analytischen oder algebraischen
oder metrischen oder linearen oder sonst einer Struktur, wie es die
Situation eben mit sich bringt, und die g : X —» X aus G sind
Bijektionen, die mit dieser Struktur vertraglich sind. Aus diesem
Zusammenhang ergibt sich dann gewohnlich auch erst, mit wel-
cher Topologie man G verniinftigerweise versehen wird. Betrach-
ten wir G = GL(n: R) als ein einfaches Beispiel: Hier ist X = Rra

mit seiner linearen Struktur. — Soweit ist dies eine Bemerkung
iiber topologische Gruppen und hat mit den homogenen Raumen
noch nichts zu tun. Nun denke man sich aber in X oder "auf" X
oder sonstwie mit X und seinen Strukturen verbunden ein ma-
thematisches Objekt A, z.B. eine gewisse Teilmenge A C X oder
eine Funktion A : X —> C; jedenfalls so, dafi es einen Sinn hat zu
sagen, A werde von g e G in ein ebensolches Objekt gA trans-
formiert und dieses durch h e G in (Jig)A — fur eine Teilmenge
A C X ist gA natiirlich einfach die Bildmenge g(A), fur eine
Funktion A : X —> C ist es die Funktion A o g*1 : X —>C usw.
Dann ist aber die Menge H :— {g e G \ gA = A} der Grup-
penelemente, die A in sich transformieren, eine Untergruppe von
G und der homogene Raum G/H ist in naturlicher Weise gerade
der Raum der samtlichen Positionen, in die A durch Transforma-
tionen aus G gelangen kann. Als ein einfaches Beispiel fur diesen
Vorgang betrachte G - 0(k + n) und X = Rk x Rn. Sei A der
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Untervektorraum l f c x 0 . Die orthogonalen Matrizen, die Rfc X 0
in sich uberfuhren, sind gerade die von der Gestalt

0

0

h2

mit hi e O(k) und h2 e O(n); also H - O(k)xO(n) C O(k+n),
und der homogene Raum O(k + n)/O(k) x O(n) ist die sogenannte
"Grafimann-Mannigfaltigkeit" der fc-dimensionalen Teilraume des
Rn+k. Im Falle k = 1 z.B. haben wir in 0(n+ 1)/O(l) x O(n) den
wohlbekannten reellen projektiven Raum RP™ der Geraden durch
den Nullpunkt des Rn+1 . — Oft ist nun ein solcher "Positionen-
raum", um wieder vom allgemeinen Fall zu sprechen, das primare
Objekt des Interesses, und das Auffinden der Gruppen G und H,
durch die er als homogener Raum G/H dargestellt werden kann,
ist der erste Schritt zu seiner Erforschung.

Damit habe ich, vage genug, einen ersten wichtigen Gesichts-
punkt beschrieben, unter dem homogene Raume interessant sind;
von einem damit verwandten zweiten (homogene Raume als "Or-
bits") wird im nachsten Abschnitt gleich die Rede sein, auf ei-
nen dritten, ziemlich hintergrundigen, will ich nur kurz hindeuten:
Ganz allgemein gesprochen ist es eines der Grundprinzipien der
Untersuchung komplizierter geometrischer Objekte, sie in einfa-
chere Bestandteile zu zerlegen und die Gesetze zu studieren, nach
denen aus den einfacheren Einzelteilen das Ganze wieder rekon-
struiert werden kann. Eine solche Moglichkeit ist die Zerlegung ei-
nes Raumes in gleichartige "Fasern". Die Regeln nun, nach denen
solche gleichartigen Fasern wieder zu "Faserbimdeln" zusammen-
gefugt werden, werden jeweils durch eine topologische Gruppe, die
"Strukturgruppe" bestimmt, und mit den topologischen Gruppen
kommen auch die homogenen Raume wieder ins Spiel, z.B. sind
die Grafimann-Mannigfaltigkeiten 0(k + n)/O(k) x 0(n) wichtig
fur die Klassifikation der Vektorraumbundel, und die erarbeiteten
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Kenntnisse uber diese homogenen Raume zahlen sich aus als Hilfs-
mittel bei der Behandlung von Vektorraumbiindeln, welche ihrer-
seits — aber das fiihrt uns zu weit ab. Lassen Sie mich nur noch
eines sagen: Aufier als Werkzeuge zu irgendwelchen unmittelbaren
Zwecken, wie soeben geschildert, verdienen die homogenen Raume
auch ein ganz eigenstandiges Interesse als geometrische Objekte,
weil sie einerseits sehr vielfaltig, andererseits als Gruppenquoti-
enten mit den Mitteln der Theorie der topologischen (oder noch
reicher strukturierten) Gruppen zuganglich sind (siehe z.B. die
"Symmetrischen Raume" in der Riemannschen Geometrie).

All dies fiihrt weit iiber die Mengentheoretische Topologie hin-
aus: meine bescheidene Absicht, Sie vom realen Vorhandensein der
homogenen Raume in der Mathematik zu iiberzeugen, ist wohl
erreicht, und wir konnen sachte die Fufie wieder auf die Erde stel-
len. — Wenden wir uns zum Schlufi noch einmal der Frage nach
der Hausdorff-Eigenschaft von Quotienten zu. So diffizil sie im
allgemeinen sein mag, fur homogene Raume gibt es ein schones
biindiges Kriterium, es gilt namlich

Lemma (hier ohne den (iibrigens nicht schweren) Beweis, vgl.
z.B. Bourbaki [2], III. 12): Ein homogener Raum G/H ist genau
dann Hausdorffsch, wenn H abgeschlossen in G ist.

Ist E ein topologischer Vektorraum und Eo C E ein Untervek-
torraum, so ist der Quotient E/Eo mit der Quotiententopologie
wieder ein topologischer Vektorraum. Da nun mit EQ auch die ab-
geschlossene Hiille EQ ein Untervektorraum von E ist, so ist also
nach obigem Lemma E/Eo stets ein Hausdorffraum, und spezi-
ell heifit E/{0} der zu E gehorige Hausdorffsche topologische
Vektorraum. Ist die Topologie auf E z.B. durch eine Halbnorm
..| gegeben, so ist {0} = {x € E \x\ — 0}, und |..| definiert dann

auf E/{0} eine Norm.
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3.5 Beispiele: Orbitraume

Definition (Gruppenaktion): Sei G eine topologische Gruppe
und X ein topologischer Raum. Unter einer stetigen Aktion
oder Operation von G auf X versteht man eine stetige Abbil-
dung G x X —> X, geschrieben als (g,x) \-^> gx, derart dafi gilt:
Axiom 1: lx = x fur alle x e X.
Axiom 2: gi(g2x) = {g\g2)x fur alle x € X und gi,g2 e G.

Jedes g definiert dann durch x 1—> gx eine Abbildung von X
in sich und die beiden Axiome sprechen nur aus, dafl dadurch
ein Gruppenhomomorphismus von G in die Gruppe der Bijek-
tionen von X auf sich gegeben ist. Wegen der Stetigkeit von
G X X —> X geht dieser Homomorphismus sogar in die Gruppe
der Homoomorphismen von X auf sich.

Definition: Ein G-Raum ist ein Paar, bestehend aus einem to-
pologischen Raum X und einer stetigen G-Aktion auf X.

Analog spricht man auch von differenzierbaren G-Mannig-
faltigkeiten: G ist dann nicht nur eine topologische, sondern so-
gar eine Lie-Gruppe, d.h. G ist differenzierbare Mannigfaltigkeit
und G x G —» G, (a, 6) 1—» ab"1 ist differenzierbar, X ist nicht
nur ein topologischer Raum, sondern sogar eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit, und die Aktion G x l - » 1 schliefilich ist nicht
nur stetig, sondern sogar differenzierbar. — Die G-Raume und be-
sonders die G-Mannigfaltigkeiten sind der Gegenstand einer aus-
gedehnten Theorie, der Theorie der Tmnsformationsgruppen. Auf
diese Theorie konnen wir hier freilich nicht naher eingehen, im
Zusammenhang des gegenwiirtigen Kapitels interessiert uns aber
auch nur ein ganz winziger Aspekt davon: dafi namlich schon bei
den einfachsten Grundbegriffen die Quotiententopologie ins Spiel
kommt, und das will ich nun erlautern.

Definition (Orbit): Ist X ein G-Raum und x e X, dann heifit
Gx := {gx \ g e G} die Bahn oder der Orbit von x.

Das ist also die Menge der Punkte, zu denen x durch Gruppen-
elemente bei der gegebenen Aktion gefiihrt werden kann. Ist ins-
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besondere G die additive Gruppe (K, +) der reellen Zahlen, dann
ist eine G-Aktion ja gerade das, was man einen Flujl nennt (vgl.
Theorie der gewohnlichen DifFerentialgleichungen, Integration von
Vektorfeldern), die Orbits sind dann die Bilder der Integralkurven
oder Bahnlinien des Flusses:

und analog dazu verwendet man die Bezeichnung Bahn auch fiir
allgemeinere Gruppen. - Die Orbits sind die Aquivalenzklassen
der durch ux ~ y :<$• y = gx fiir ein g e G" erklarten
Aquivalenzrelation, und man kann deshalb auf der Menge der
Orbits die Quotiententopologie betrachten.

Definition (Orbitraum): Ist X ein G-Raum, so heifit der Raum
der Orbits, versehen mit der Quotiententopologie, der Orbitraum
von X und wird mit X/G bezeichnet.

Zur Illustration wollen wir einmal in einem einfachen Beispiel
den Orbitraum "ausrechnen", d.h. einen Homoomorphismus
zwischen dem Orbitraum und
einem wohlbekannten topologi-
schen Raum herstellen. Es sei
G = 50(2), die Gruppe der
Drehungen des R2 um den Null-
punkt, X die Einheitssphare
S2 = {x € R3 | ||a:|| = 1}, und
die G-Aktion auf X sei durch
Drehung um die Z3-Ach.se defi-
niert, d.h. durch g{x\,X2,x^) :=
(g(x\, X2), X3). Die Orbits sind dann die Breitenkreise und die bei-
den Pole. BEHAUPTUNG: S2/G = [-1,1]. BEWEIS: Betrachte die
durch die Projektion auf die dritte Koordinate gegebene stetige
Abbildung V3 : S2 —> [—1,1]. Da TT3 auf jedem Orbit konstant
ist, definiert es jedenfalls eine Abbildung f$ : S2/G —> [—1,1], so
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dafi das Diagramm

S2

S2/G - + [-1,1]
73

kommutativ ist, und offenbar ist fa bijektiv. Nach 3.2 ist fa
auch stetig, aber S2/G ist als stetiges Bild des kompakten
Raumes S2 kompakt, und [—1,1] ist Hausdorffsch; also ist fa ein
Homoomorphismus nach dem Satz am Ende des 1. Kapitels. •

Zum Schlusse wollen wir noch einen Blick auf die einzelnen
Orbits selbst werfen, um auch da wieder eine Quotiententopologie
zu entdecken.

Definition (Standgruppe): Sei X ein G-Raum und x € X.
Dann heifit Gx •= {g € G \ gx = x} die Standgruppe oder
Isotropiegruppe des Punktes x.

Bemerkung: Die Zuordnung gGx H-> gx deGniert eine stetige
Bijektion des homogenen Raumes G/Gx auf den Orbit Gx.

BEWEIS: Durch gGx H-> gx ist eine Abbildung G/Gx —> Gx wirk-
lich wohldefiniert, denn aus gGx = hGx folgt h = ga fur ein
a G Gx und deshalb hx = gax — gx. Offenbar ist die Abbildung
surjektiv, und da aus gx = hx auch h~lgx = x, also h~xg e Gx

und damit hGx = gGx folgt, auch injektiv. Stetig ist sie nach 3.2,
weil die Zusammensetzung G —> G/Gx —> Gx stetig ist. D

Dies ist schon eine sehr enge Beziehung zwischen Orbits und
homogenen Raumen. Wenn nun speziell G kompakt und X Haus-
dorffsch ist, dann ist auch G/Gx kompakt als stetiges Bild von
G, und Gx ist Hausdorffsch als Teilraum eines Hausdorffraumes,
und wir erhalten aus unserem Satz am Ende des 1. Kapitels wie-
derum, dafi G/Gx —> Gx ein Homoomorphismus ist: die Orbits
"sind" dann also homogene Raume.
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3.6 Beispiele: Zusammenschlagen eines Teilraumes
zu einem Punkt

Bisher haben wir Beispiele von Quotiententopologien betrachtet,
die gleichsam "von selbst" in der Mathematik vorkommen, als na-
heliegendste Topologien anderweitig schon vorhandener Objekte.
In den folgenden beiden Abschnitten 3.6 und 3.7 lernen wir die
Quotientenraumbildung nun als eine handwerkliche Technik ken-
nen, die man benutzt, um nach Willkur und Zweck neue topolo-
gische Raume mit bestimmten Eigenschaften herzustellen.

Definition: Sei X ein topologischer Raum, A C X eine nicht-
leere Teilmenge. Mit XJA bezeichnet man den Quotientenraum
X /~A nach der durch

x^A V '-^ x — V oder x, y beide aus A

defmierten Aquivalenzrelation auf X. Man sagt dann, X/A sei
aus X durch Zusammenschlagen des Teilraums A zu einem Punkt
entstanden.

Die Aquivalenzklassen sind also A und die nicht in A gelegenen
einpunktigen Teilmengen von X; im Quotientenraum X/A ist
daher A ein Punkt, wahrend das Komplement X\A noch da ist,
wenn auch mit eventuell vergroberter Topologie. Diese Vorstellung
liegt iibrigens auch der Konvention zugrunde, die man fur den Fall
A = 0 zu treffen zweckmaBig gefunden hat: X/0 := X + {pt},
wobei {pt} den einpunktigen topologischen Raum bezeichnet.

Analog kann man natiirlich auch mehrere Teilraume zu Punk-
ten zusammenschlagen, wir wollen dafur auch eine Notation
einfuhren:

Definition: Ist X ein topologischer Raum und Ai,..., Ar c X
disjunkte nichtleere Teilmengen, so bezeichne XjA\,..., Ar den
Quotientenraum X / ~ nach der Aquivalenzrelation, in der x,y
genau dann Equivalent sind, wenn sie ubereinstimmen oder dem-
selben Ai angehoren.
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Hinweis: Wie in 3.3 schon bemerkt, kann X/A\,... ,Ar hoch-
stens dann Hausdorffsch sein, wenn die A,- alle abgeschlossen
sind. In "verniinftigen" Raumen ist die Bedingung in der Tat
auch hinreichend, z.B. ist es nicht schwer nachzupriifen, dafi
X/Ai,... ,Ar ein Hausdorffraum ist, wenn die A{ abgeschlos-
sen sind und X metrisierbar ist. Natiirlich geht dabei wesentlich
ein, dafi die Aquivalenzrelation nur endlich viele mehrpunktige
Aquivalenzklassen aufweist — sonst hatten wir ja aus 3.3 ein
Gegenbeispiel.

BEISPIEL 1 (KEGEL UBER EINEM RAUM): Sei X ein topologischer
Raum. Dann heifit CX := X X [0,1]/X x 1 der Kegel iiber X.

[0,1]

CX

So eine Skizze ist natiirlich wieder nur sinnbildlich zu verstehen,
aber ist sie als Sinnbild gut gewahlt? Sollte man nicht, da bei der
Bildung von X/A das Komplement X \ A unverandert bleibt, den
Kegel so darstellen:

Xxiecx

I

Nein, dieses Bild erzeugte eine falsche Vorstellung von der To-
pologie des Kegels, denn nach Definition der Quotiententopologie
mufi jede Umgebung der Kegelspitze eine Umgebung des Deckels
als Urbild im Zylinder haben, wie es nur das obere Bild richtig
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wiedergibt.

X x l c X x [ 0 , l ] Umgebung?

richtige Vorstellung falsche Vorstellung

Und der Tatsache, dafi mit dem Komplement des "Zylinderdek-
kels"X X 1 nichts geschieht, tragt unsere erste Skizze auch ge-
niigend Rechnung, indem sie namlich zeigt, dafi die kanonische
Projektion vr einen Homoomorphismus von X x [0,1]\X x 1 auf
C I \ { I x 1} herstellt.

BEISPIEL 2 (SUSPENSION): 1st X ein topologischer Raum, so
heifit EX := X x [-1,1]/X x {-1},X x {1} die Suspension
oder Einhdngung von X oder der Doppelkegel iiber X.

Xxl

XxO-

Xx(-l)

BEISPIEL 3: Zuweilen hat man auch Anlafi, den Kegel nur iiber
einem Teil von X zu errichten, aber doch ganz X als Grundflache
zu behalten: 1st A C X, so bezeichnet CAX den Quotienten
(X xOUAx [0,1])/Ax 1:

x
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BEISPIEL 4 ( "WEDGE" UND "SMASH"): Seien X und Y topolo-
gische Raume und XQ e X, yo e Y fest gegeben. Dann schreibt
man X V Y ("wedge") fur den Teilraum X x yo U XQ X Y des
Produktes 1 x 7

und X A Y ("smash") fur den Quotientenraum X x Y/X V Y.

BEISPIEL 5 (THOM-RAUM): Sei E ein Vektorraumbiindel mit
einer Riemannschen Metrik, DE := {v £ E \\v\\ < 1} sein
"Diskbundel" und SE := {v e E | ||u|| = 1} sein "Spharenbundel".
Dann heifit der Quotientenraum DE/SE der Thom-Raum des
Biindels £ .

Alle diese Konstruktionen kommen in der algebraischen To-
pologie vor; auf die Zwecke, die sie dort erfiillen, kann ich jetzt
freilich nicht eingehen und von dem letzten Beispiel gebe ich
zu, dafi es aus dem bisher Gesagten nicht einmal dem Inhalt
nach verstandlich ist — ich habe es nur "auf Vorrat" erwahnt.
Den einfachsten Spezialfall da-
von wollen wir aber einmal naher ^ _̂ _̂  Sn~1

betrachten, namlich den Fall,
wo E nur aus einer "Faser" be-
steht: E = W1. Dann ist DE
die Vollkugel Dn und SE ist
die Sphare Sn~i. Was entsteht
aus der Vollkugel, wenn ich ihren "^ ,- p / ~~ Sn

Rand zu einem Punkt zusam-
menschlage? Ein zur n-Sphare
5"" homoomorpher Raum! Wahle namlich eine stetige Abbil-
dung / : Dn —* Sn, die den Rand Sn~J auf den Siidpol p und
Dn\Sn~1 bijektiv auf Sn\p abbildet (z.B. indem man die Radien
in der naheliegenden Weise auf die halben GroBkreise abbildet,
die vom Nordpol zum Siidpol verlaufen ("Meridiane")). Dann
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erhalt man mittels / auch eine Bijektion ip : Dn/Sn 1 —> Sn mit
f = ip o TT:

Dn

5"

Nach 3.2 ist ip dann stetig, und als stetige Bijektion des kompak-
ten Raumes Dn/Sn~l auf den Hausdorffraum Sn auch wirklich
ein Homoomorphismus.

3.7 Zusammenkleben von topologischen Raumen

Definition: Es seien X und Y topologische Raume, XQ C X
ein Teilraum und y> : Xo -^ Y eine stetige Abbildung. Dann
bezeichnet man mit Yl)vX den Quotientenraum X + Y /~ nach
der von x ~ <p(x) fiir alle x S XQ erzeugten Aquivalenzrelation
auf X + Y. Man sagt auch, Y \JV X entstehe durch Anheften
von X an Y mittels der Anheftungsabbildung <p, und ebenso
verwendet man die Sprechweise: Y L)v X entstehe aus X + Y
durch Identifizieren der Punkte x e XQ mit ihren Bildpunkten
<p(x) e Y.

Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation, um es vorsichts-
halber noch einmal ausfiihrlich zu beschreiben, sind also entweder
einpunktig (fiir Punkte in X + Y namlich, die weder in Xo noch
in <^(XQ) liegen), oder aber von der Form Lp~^(y) + {y} C X + Y
fiir y in ip(Xo).

In welchem Verhaltnis stehen die "Bausteine" X und Y zum
Raum Y Uv X ? Da keine zwei verschiedenen Punkte von Y mit-
einander identifiziert werden, ist jedenfalls Y noch in kanonischer
Weise als Teilmenge in Y\JVX enthalten, genauer: die kanonische
Abbildung Y C X + Y -* YU^X ist injektiv, und es wird deshalb
nicht mifiverstandlich sein, wenn wir Y C Y Uv X schreiben. Und
wir diirfen um so mehr an dieser Schreibweise festhalten, als die
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durch Y Uv X auf Y C Y Uv X gegebene Teilraumtopologie ge-
nau die urspriingliche Topologie von Y ist, wovon man sich leicht
uberzeugt (man muB dabei Gebrauch von der Stetigkeit von <p
machen), also:

Notiz: Y ist in kanonischer Weise ein Teilraum von Y U^ X.

BEISPIEL 1: Sei Y ein topologischer Raum und cp : S"1"1 —> Y
stetig. Man sagt dann, Y U^ Dn entstehe aus Y durch Anheften
einer Zelle mittels der Anheftungsabbildung <p.

D"

<P \

(Das Anheften von Zellen wird uns im Kapitel 7 uber CW-
Komplexe noch beschaftigen).

Der angeheftete Raum X iiberlebt die Anheftung im allgemei-
nen nicht unbeschadet. Zwar ist X \ X 0 als Teilmenge von YUVX
noch vorhanden, und wenn X$ z.B. offen oder abgeschlossen ist,
auch mit der richtigen Topologie, aber X selbst kann bei der kano-
nischen stetigen Abbildung X G X + Y —* Y U^ X sehr verandert
werden; ist z.B. Y ein einziger Punkt, so ist {pt} U^ X gerade
das X/Xo aus dem vorigen Abschnitt 3.6.

X

Wenn allerdings (p ein Homoomorphismus von XQ auf einen
Teilraum YQ C Y ist und ip : 1Q —> XQ seine Umkehrung, dann
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ist natiirlich Y \JV X = X Û , Y, und deshalb sind nach obiger
Notiz beide Raume X und Y in kanonischer Weise als Teilraume
in Y Up X enthalten. Von dieser Art sind die folgenden beiden
Beispiele.

BEISPIEL 2: Ansetzen eines Henkels Dk x Dn~k an eine beran-
dete n-dimensionale Mannigfaltigkeit M mittels einer Einbettung
if : Sk~x x Dn~k —> dM, wie das in der Morse-Theorie (siehe z.B.
[14]) vorkommt.

b, regular

c, kritisch

a, regular

M a : =/- 1 ( -oo,a]

Fiir My := / 1(—oo,y] bedeutet das Uberschreiten eines "kri-
tischen Punktes" im wesentlichen das Anheften eines Henkels:
Mh ̂ MaUv(D

k xDn-k).

BEISPIEL 3: In der Differentialtopologie bildet man die sogenannte
zusammenhangende Summe M\^M.2 zweier Mannigfaltigkei-
ten (siehe z.B. [3], S. 106), indem man sie zuerst "punktiert", d.h.
je einen Punkt herausnimmt, und dann mittels eines geeigneten
ip zusammenklebt:

Die beiden
Mannigfaltigkeiten

Vorbereitung

Pi P2
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<> y 0

Punktierung

Zur Veranschaulichung
von <p : XQ —> YQ

Nach dem
Zusammenkleben.

Bisher haben wir immer zwei Raurae X und Y zusammen-
geklebt, d.h. einen Quotientenraum X + F / ~ gebildet. Ahnlich
kann man aber auch auf vielfaltige Weise einen Raum X in sich
selbst verkleben, indem man nach Vorschrift gewisser Abbildun-
gen gewisse Punkte von X mit gewissen anderen "identifiziert",
also eine Aquivalenzrelation einfuhrt, und zu X / ~ iibergeht. Spe-
ziell fiir die nachsten beiden Beispiele wollen wir einmal folgende
Notation einfiihren:

Schreibweise: Sei X ein topologischer Raum und a : X —»• X
ein Homoomorphismus. Dann bezeichne X x [0, l]/a den Quotien-
tenraum von X x [0,1] nach der durch (a;, 0) ~ (a(x), 1) gegebe-
nen Aquivalenzrelation, was wieder heifien soil, dafi alle iibrigen
Punkte (x,t), 0 < t < 1, nur zu sich selbst Equivalent sind.
Der Boden des Zylinders wird also vermoge a mit dem Deckel
identifiziert oder verklebt.

BEISPIEL 4 (MOBIUSBAND):
1st X = [—1,1] und a(x) :=
—x, dann ist X x [0, l]/a ho-
moomorph zum Mobiusband.
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BEISPIEL 5 (KLEINSCHER SCHLAUCH): 1st a : S1 ->
Spiegelung an der £-Achse, also a(z) :— z, wenn wir

S1

S1
die
als

{z e C| \z\ = 1} ansehen, so ist S1 x [0, l]/a homoomorph zum
"Kleinschen Schlauch".

Sich den Kleinschen Schlauch anschaulich vorzustellen, ist nicht
so einfach, weil es keinen zum Kleinschen Schlauch homoomorphen
Teilraum des R3 gibt. Urn uns den Kleinschen Schlauch doch vor's
Auge zu bringen, mussen wir das Darstellungsmittel der "schein-
baren Durchdringungen" anwenden. Die nebenstehende Skizze

z.B. wer den wir normalerweise als an-
schauliche Darstellung eines Teilraumes
von R3 auffassen, als Vereinigung eines
Rechtecks und eines Trichters, die sich in
einer Kreislinie schneiden. Sind wir aber
aufgefordert, die Durchdringung der bei-
den Teile nur als scheinbar anzusehen,
so erhalt die Skizze einen ganz anderen
Sinn. Sie bedeutet nun nicht mehr jenen
Teilraum des R3, sondern ist der zuge-

gebenermafien unvollkommene Versuch, einen Raum anschaulich
darzustellen, der die topologische, also disjunkte Summe von
Rechteck und Trichter ist. In diesem Raum ist also die Kreislinie
zweimal vorhanden: einmal im Rechteck und einmal im Trichter,
und es besteht nicht die von der unkommentierten Skizze zunachst
suggerierte Moglichkeit, dort auf einem stetigen Weg vom Trichter
auf das Rechteck iiberzuwechseln.

zusatzliche Koordinate

u

scheinbare Durchdringung

Wer sich dabei gern noch etwas Konkreteres denken mochte, darf
sich den fraglichen Raum als Teilraum des R4 vorstellen; die
Skizze stellt dann dessen Projektion auf R3 x 0 dar, das Rechteck

moge ganz m 0 liegen, und auch fur den Trichter sei die
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unsichtbare vierte Koordinate meistens Null, nur in der Nahe
der scheinbaren Durchdringung positiv, etwa wie in dem obigen
zweidimensionalen Analogon. — Wer aber einmal eine Skizze
mit Scheindurchdringungen wirklich benutzt, um sich irgend eine
Eigenschaft des dargestellten Raumes klarzumachen, wird be-
merken, dafi er solche vierdimensionalen Eselsbriicken gar nicht
braucht und dafi die Bereitschaft schon ausreicht, an den schein-
baren Schnittstellen die Teile in Gedanken auseinanderzuhalten.
— In diesem Sinne also konnen wir uns einen Zylinder Sl x [0,1]
mit einer scheinbaren Selbstdurchdringung wie in (6) vorstellen,

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

die durch die Serie (1) - (6) angedeutete Bewegung gibt an, wel-
cher Punkt von (1) welchem Punkt von (6) entspricht. Abgesehen
von Translation und Verkleinerung wird der "Boden" S1 x 0 von
(1) beim Ubergang zu (6) gerade einmal um die Achse geklappt,
die durch die Diametralpunkte (1,0) und (—1,0) geht. Deshalb
stehen sich in (6) jetzt die zu identifizierenden Punkte (z, 0) und
{z, 1) gerade gegeniiber,

(1,0) .(2, 0)

(2,0).

0,0)- xO

und wir brauchten nur den inneren Randkreis etwas auszuwei-
ten, um die zum Kleinschen Schlauch fiihrende Identifizierung an-
schaulich zu bewirken. Damit aber dabei keine Kante entsteht
(was der Naht vor den anderen "Breitenkreisen" eine unberech-
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tigte Sonderstellung fur die Anschauung geben wiirde), wollen
wir's so machen:

Dann erhalten wir als (10) den Kleinschen Schlauch, dargestellt
mit einer scheinbaren Selbstdurchdringung. — Zerschneiden wir
nun diese sonderbare Frucht, um zu sehen, wie sie innen aussieht,

losen in beiden Halften vorsichtig die Scheindurchdringung und
glatten und platten ein wenig, so erhalten wir zwei Mobiusbander,

und verfolgen wir diesen Prozefl riickwarts, so sehen wir, dafi
zwei an den Randern zusammengeklebte Mobiusbander M einen
Kleinschen Schlauch K ergeben: M Uid8M M = K.
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Hm. Haben wir das jetzt bewiesen? Keineswegs. Ein Beweis
mufite so aussehen: Definiere

([-1,1] x [0,1]) + ([-1,1] x [0,1]) -> S1 x [0,1]

durch (0,i) H^ (e^lS,t) auf dem ersten und (—e~^%e,t) auf
dem zweiten Summanden; priife, dafi dadurch eine Bijektion
M Uid8M M —> K wohldefiniert ist, zeige die Stetigkeit dieser
Bijektion mit den Notizen in 3.2 und wende schliefilich den Satz
aus Kapitel 1 an, dafi eine stetige Bijektion von einem kompakten
in einen Hausdorffraum stets ein Homoomorphismus ist.

Wer anschaulich argumentiert, setzt sich leicht dem Vorwurf
aus, er wiirde gar nicht argumentieren, sondern nur gestikulie-
ren; im Englischen spricht man da von "handwaving". Soil man
deshalb alien anschaulichen Argumenten von vornherein aus dem
Wege gehen? Gewifi nicht. Wenn man nur das bare Gold der stren-
gen Beweise immer als Deckung im Hintergrund hat, dann ist das
Papiergeld der Gesten ein unschatzbares Hilfsmittel fur schnelle
Verstandigung und raschen Gedankenumlauf.

Handwaving soil leben!



4 Vervolls t andigung
metrischer Raume

4.1 Die Vervollstandigung eines metrischen Raumes

In diesem Kapitel kommt es wirklich auf die Metrik der metri-
schen Raume an und nicht nur auf die durch die Metrik gegebene
Topologie, aber es ist ja hergebracht und sinnvoll, die metrischen
Raume mit zu den Gegenstanden der Mengentheoretischen Topo-
logie zu rechnen, und iiberhaupt wollen wir mit solchen Abgren-
zungen nicht pedantisch sein.

ZUR ERINNERUNG: Eine Folge (sn)n>i in einem metrischen
Raum (X, d) heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem s > 0 ein no
mit d(xn,xm) < s fur alle n,m > rig gibt. Der metrische Raum
(X, d) heifit vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.
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Die Zahlengerade R mit der ublichen Metrik d(x, y) := \x — y\
ist z.B. vollstandig, wie jeder Mathematikstudent gleich zu Beginn
des Studiums erfahrt (Vollstandigkeitsaxiom fur die reellen Zah-
len), deshalb ist auch der R™ mit der ublichen Metrik vollstandig;
Hilbert- und Banachraume sind nach Definition vollstandig; jeder
kompakte metrische Raum ist vollstandig — und schliefilich erhalt
man gewaltig viele weitere Beispiele durch die einfache Beobach-
tung, dafi ein Teilraum eines vollstandigen metrischen Raumes
(X,d), d.h. eine Teilmenge Ac X mit der Metrik d\A x i , ge-
nau dann vollstandig ist, wenn A in X abgeschlossen ist. — Bei
der VervoUstandigung handelt es sich nun darum, einen noch nicht
vollstandigen Raum (X, d) durch Hinzunehmen von moglichst we-
nigen neuen Punkten zu einem vollstandigen Raum (X, d) zu ma-
chen:

Definition (VervoUstandigung): Sei (X,d) ein metrischer
Raum. Eine Erweiterung (X,d) von (X, d), d.h. ein metri-
scher Raum mit X C X und d = d\X x X, heifit eine Ver-
voUstandigung von (X,d), wenn
(1) (X,d) vollstandig ist und
(2) X dicht in X ist, d.h. dafi die abgeschlossene Hiille X von

X in X gleich dem ganzen Raum X ist.

Die zweite Forderung besagt gerade, dafi X eine minimale
vollstandige Erweiterung von X ist: Jeder der "neuen" Punkte
x e X\X ist wegen der Dichtheit von X der Limes einer Folge
(xn)n>i von Punkten in X, und wiirden wir also x weglassen,
so wiirde (xn)n>! zu einer nichtkonvergenten Cauchyfolge wer-
den und die Vollstandigkeit ware dahin. — Kann man einen me-
trischen Raum immer vervollstandigen, und wenn ja, auf welche
verschiedenen Weisen? Es ist eine gute Faustregel, in solchen Si-
tuationen immer zuerst die Frage nach der Eindeutigkeit zu be-
trachten, und diese lafit sich hier leicht beantworten durch die

Bemerkung (Eindeutigkeit der VervoUstandigung): Sind
(X,d) und (X,d) Vervollstandigungen des metrischen Raumes

(X, d), so gibt es genau eine Isometrie X -—> X, die auf X die
Identitk't ist.
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BEWEIS: Der Bildpunkt von x — \\mxn unter einer solchen Iso-
metrie, wobei (xn) eine Cauchyfolge in X ist, miifite natiirlich
der nach Voraussetzung vorhandene Limes x derselben Folge in
X sein, also gibt es hochstens eine solche Isometrie. Umgekehrt:
Sind {xn),{yn) Cauchyfolgen in X und x,y bzw. x, y ihre Limi-
tes in X bzw. X, so gilt d(x,y) = lim d(xn,yn) — d(x,y), und
deshalb ist durch x y-^x eine Abbildung X —> X erstens wohlde-
finiert und hat zweitens die gewiinschte Eigenschaft eine Isometrie
mit x H-» x fur alle x e X zu sein. •

In diesem Sinne ("bis auf kanonische Isometrie") gibt es also
hochstens erne VervoUstandigung von (X, d), und es ist des-
halb ziemlich gleichgiiltig wie wir sie konstruieren, wenn das nur
iiberhaupt moglich ist.

Ganz leicht ist eine Vervollstandigung natiirlich dann aufzufln-
den, wenn X schon als metrischer Teilraum eines vollstandigen
metrischen Raumes Y vorliegt: Wir brauchen nur zur abgeschlos-
senen Hiille von Xin Y iiberzugehen. In den folgenden Beispielen
ist Y = R2 und X jeweils ein zu R homoomorpher Teilraum:

BEISPIEL 1: X = R, vollstandig:

BEISPIEL 2: X eine offene Halbgerade, wird vervollstandigt durch
einen Punkt:

N

BEISPIEL 3: X ein offenes Intervall, wird vervollstandigt durch
zwei Punkte:

N H

BEISPIEL 4: X — {(a:, sin In a;) e R2 | x > 0}, wird vervollstandigt
durch ein abgeschlossenes Intervall:
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BEISPIEL 5: X eine spiralformige Linie, wird hier vervollstandigt
durch eine Kreislinie

Diese Beispiele sollen zunachst nur zeigen, dafi homoomorphe
metrische Raume iiberaus nichthomoomorphe Vervollstandigungen
haben konnen.

Wenden wir uns nun der Aufgabe zu, zu einem beliebigen
metrischen Raum (X, d) eine Vervollstandigung zu konstruieren.
OfFenbar miissen wir fiir die nichtkonvergenten Cauchyfolgen neue
(oder in altlicher Sprechweise: "ideale", d.h. eigentlich nicht vor-
handene) Punkte als Grenzwerte erschaffen. Und zwar miissen
zwei nichtkonvergente Cauchyfolgen (arj)n>i und (&n)n>i ge-
nau dann denselben "idealen Grenzpunkt" x erhalten, wenn
limn^oo d(an,bn) = 0 ist, denn genau dann wiirden sie in einer
Vervollstandigung von X denselben Limes haben.

dieser Rand nicht
zu X gehorig
("nicht vorhanden")

Wo nehmen wir diese Punkte x aber her? Nun, dies ist einer der
Falle, in denen wir von den (frei nach Hilbert) "paradiesischen"
Moglichkeiten der Cantorschen Mengenlehre Gebrauch machen
konnen: als den zu einer solchen Aquivalenzklasse nichtkonver-
genter Cauchyfolgen gehorigen idealen Grenzpunkt nehmen wir
einfach diese Aquivalenzklasse selbst!



66 Kapitel 4. Vervollstandigung

Lemma (Existenz der Vervollstandigung): Sei (X,d) ein
metrischer Raum und AT die Menge der nichtkonvergenten
Cauchyfolgen in X. Zwei Cauchyfolgen (an) und (bn) sollen
k'quivalent heiBen, wenn limn_).oo d(an,bn) = 0. DeSniert man
dann die Menge X als die disjunkte Vereinigung X + (yV/~)
und erklart fur alle Punkte x,y e X und alle Aquivalenzklassen
o- = [(°n)] und b = [(bn)] aus yV/~ den Abstand d durch

d(x,y) := d(x,y)
d(x,a) := d(a,x) :=limn-,ood(an,x)
d(a,b) := \imn-^cad(an,bn),

so ist dadurch eine Abbildung d : I x X - » R wohldefiniert, mit
der (X,d) eine Vervollstandigung von (X,d) ist.

ZUM BEWEIS: Der Beweis besteht aus jener Sorte von Schliissen,
die nicht dadurch klarer werden, dafi man sie sich von jemand
anderem vormachen lafit. Man priift eben der Reihe nach die
Wohldefiniertheit von d, die metrischen Axiome fur d, die Dicht-
heit von X in X und die Vollstandigkeit von (X,d). Allenfalls
ware fur den Nachweis der Vollstandigkeit darauf hinzuweisen,
daB die Glieder einer Cauchyfolge (xn) in X nicht alle aus X
zu sein brauchen. Wahle Folgen (xnk)k>i in X so, dafi entwe-
der [(a;njt)jt>i] = xn oder, falls xn e X ist, xnk = xn fiir alle k
gilt. Dann wird (xnkn)n>i fur eine geeignete Folge k\ < ki < ...
eine Cauchyfolge in X sein, und (xn) wird gegen deren Limes
konvergieren, usw. •

Zum Schlufi eine kleine Nebenbemerkung zu einer Frage der
Formulierung und Darstellung. Wir hatten, vielleicht eleganter,
die Vervollstandigung auch so definieren konnen: Sei C die Menge
aller (konvergenter und nichtkonvergenter) Cauchyfolgen in X.
Setze X =C/~ und ^([an],[&n]) = limd(an, bn). Dann ist (X,d)
ein vollstandiger metrischer Raum, und wenn man X vermoge
x i—> [(a;)«>i] als eine Teilmenge X C X "auffafit", dann ist
(X, d) eine Vervollstandigung von (X, d). — Oft ist ja, in analogen
Situationen, dieser Version der Vorzug zu geben. Wer wiirde den
Korper der komplexen Zahlen als C := R U {(x, y) € R2 | y ^ 0}
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mit den und den Verkniipfungen einfuhren? Naturlich setzt man
C := R2 als Menge usw. und fordert nachtraglich dazu auf, kiinftig
R C C vermoge x i—> (;r,0) "aufzufassen". Und doch, mufi ich
gestehen, ist mir immer etwas mulmig zumute, wenn ich diese
Aufforderung an Anfanger ergehen lassen mufi.

4.2 Vervollstandigung von Abbildungen

Sei (X, d) ein metrischer Raum und / : X —> Y eine stetige
Abbildung. Unter welchen Umstanden und wie kann man / zu
einer stetigen Abbildung / : X —> Y fortsetzen? — Dazu zunachst
die Vorbemerkung, da8 dies auf hochstens eine Weise moglich ist:

Bemerkung: Sei A ein topologischer Raum, X C A dicht in A,
d.h. X = A, und seien f,g:A—*B zwei stetige Abbildungen in
einen Hausdorffraum B, welche auf X iibereinstimmen. Dann ist

BEWEIS: Wiirden / und g bei einem Punkte a e A differieren, so
differierten sie in einer ganzen Umgebung f~1(U) fl g~1(V) von
a, also a £ X, Widerspruch. •

f,9

in A in B. Wahle disjunkte
Umgebungen U, V
von / (a ) , g(a) ...

Insbesondere kann also eine stetige Abbildung von einem metri-
schen Raum X in einen Hausdorffraum auf hochstens eine Weise
auf die Vervollstandigung X fortgesetzt werden. Es geht aber
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nicht immer, und zwar gibt es zwei verschiedene Arten von Hin-
dernissen, fur die ich je ein Beispiel gebe:

BEISPIEL 1:
X -'.

BEISPIEL 2:
Y = '. = M, Y = I K 1

Im ersten Falle macht / gerade bei 0 einen "Sprung", und kann
deshalb nicht stetig erganzt werden. Im zweiten Falle macht /
zwar keinen Sprung, aber der einzige Bildpunkt, der fur eine ste-
tige Erganzung in Frage kame, "fehlt" im Bildraum gerade. — Wir
werden nun Y auch als metrisch voraussetzen und diesen beiden
Schwierigkeiten durch geeignete Voraussetzungen aus dem Wege
gehen: Urn sicher zu gehen, dafi der Bildraum keine "Locher" hat,
werden wir ihn einfach vervollstandigen, und um Spriinge von /
an den idealen Grenzpunkten zu vermeiden, werden wir / als
gleichmafiig stetig annehmen:

Zur Erinnerung: Seien (X,d) und (Y, d') metrische Raume.
Eine Abbildung / : X —• Y heifit gleichmafiig stetig, wenn es
zu jedem e > 0 ein 6 > 0 so gibt, dafi d'(f(a),f(b)) < e fur alle
a, b e X mit d(a, b) < S gilt.

Lemma (Vervollstandigung von Abbildungen): Seien (X, d)
und (Y, d') metrische Raume und f : X —> Y einegleichmaBigste-
tige Abbildung. Sind dann (X, d) und (Y, d') Vervollstandigungen
von (X,d) und (Y:d

r), so gibt es genau eine Fortsetzung von f
zu einer stetigen Abbildung f : X —> Y.

BEWEIS: Wegen der gleichmafiigen Stetigkeit fiihrt / Cauchyfol-
gen in Cauchyfolgen iiber, und zwar aquivalente in aquivalente.
Deshalb ist durch die Festsetzung /(limre_>oo xn) := linin^oo f(xn)
eine Fortsetzung von / zu einer Abbildung f : X —* Y wohlde-
fmiert, wobei {xn)n>\ eine in X nichtkonvergente Cauchyfolge
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bezeichnet und die Limites sich auf die Konvergenz in X bzw.
Y beziehen. Man rechnet leicht nach, dafi / stetig, ja sogar
gleichmafiig stetig ist. •

Insbesondere und nebenbei bemerkt sind Isometrien stets
gleichmafiig stetig (S = e), und die Vervollstandigung / : X —> Y
einer Isometrie / : X -^ Y ist natiirlich wieder eine.

4.3 Vervollstandigung normierter Raume

Es ist nicht verwunderlich, dafi "Vollstandigkeit" gerade fur die
Punktionenraume der Analysis ein wichtiger Begriff ist, denn
es ist ja geradezu der Normalfall, dafi interessante Funktionen,
"Losungen" von irgend etwas, als Limites von Funktionenfolgen
konstruiert werden. — Wie in 2.5 schon erwahnt, kann man in
beliebigen topologischen Vektorraumen von "Cauchyfolgen" und
daher von Vollstandigkeit oder Nichtvollstandigkeit sprechen; und
wenn man einmal ganz allgemein versucht, die Grundlagen fiir
diese Begriffe in topologischen Raumen axiomatisch zu fassen,
so wird man auf die "uniformen Raume" geftihrt: eine Struk-
tur zwischen Metrik und Topologie (jeder metrische Raum ist
erst recht ein uniformer Raum, jeder uniforme ein topologischer
Raum), und man kann die Vervollstandigung uniformer Raume
analog zum metrischen Fall durchfuhren. Jeder topologische Vek-
torraum ist in kanonischer Weise auch ein uniformer Raum. Ich
will mich aber hier auf die normierten topologischen Vektorraume
beschranken. — Zunachst ein paar leicht nachprufbare Notizen
allgemeiner Art: Die Vervollstandigung eines normierten Raumes
(E, ||..||) ist in kanonischer Weise ein Banachraum (E, ||..|P ):
Als Vektorraum lafit sich E elegant so definieren: E ist der
Quotient des Vektorraumes aller Cauchyfolgen in E durch den
Untervektorraum der Nullfolgen. Die Norm ||..|| : E —> R ist
gleichmafiig stetig (e = S), lafit sich also stetig fortsetzen zu
||..|P : E —> E, dies ist wieder eine Norm (nachpriifen!) und
d(x, y) = \\x — y|p. Die Vervollstandigung eines euklidischen bzw.
unitaren Raumes ist in kanonischer Weise ein Hilbertraum. —
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Stetige lineare Abbildungen / : E —* V zwischen normierten
Raumen sind automatisch gleichmafiig^ stetig, und ihre deshalb
vorhandenen stetigen Fortsetzungen f : E —* V auf die ver-
vollstandigten Raume sind wieder linear. — Naher an die Sache
heranriickend, auf die ich eigentlich hinaus will, nenne ich — sei
es zur Erinnerung, sei es als Definition — die "Z/-Raume": Fur
p > 1 bezeichne £p(Rn) den Vektorraum der Lebesgue-mefibaren
Funktionen / : R" —> R, fur die | / | p Lebesgue-integrierbar ist.

Dannistdurch | | / | |p := (/Mn \f\p dx)^ eine Halbnorm auf £p(Rn)
gegeben. Wie aus der Integrationstheorie bekannt, ist die abge-
schlossene Hulle der Null, also {0} = {/ e Cp \ \\f\\p = 0}, gerade
die Menge der auBerhalb einer Nullmenge im Rn verschwinden-
den Funktionen. ^ ( R " ) wird als der zugehorige normierte Raum
definiert: Lp(Rn) := C(Rn)/j0} (vgl. Schlufi von 3.4). Ein wich-
tiger Konvergenzsatz der Integrationstheorie besagt dann: Lp(Kn)
ist vollstandig, also ein Banachraum. — Analog erklart man den
Lp-Raum Lp(X,fi) fur einen beliebigen Mafiraum (X, 9)1) mit
einem cr-additiven Ma8 // : 971 —s- [0, oo]. Besonders ausgezeicb.net
ist der Fall p — 2, weil L2(X,fi) durch (/,g) := Jx fg dfj, so-
gar zu einem Hilbertraum wird. — Bei Lichte besehen ist so ein
Z/-Raum ein ziemlich intrikates mathematisches Objekt, und wer
das Lebesgue-Integral nicht kennengelernt hat, weil er meinte,
er werde mit dem Riemann-Integral schon auskommen, hat ja
auch einen begriindeten Horror davor. In Lp(Rn) sind aber auch
sehr harmlose Elemente enthalten, und insbesondere ist der Vek-
torraum C£°(K™) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen

/ : R n - > R , d i e "kom-
pakten Trager" ha-
ben, d.h. aufierhalb ei-
ner kompakten Menge
verschwinden, in ka-
nonischer Weise ein

jjn Untervektorraum von
Lp(Rn). Auf diesem
Untervektorraum sind

nun die p-Norm \\f\\p = (JRn \f\pdx)p und das Skalarprodukt
(fid) — Jj{i> fd dx sehr leicht, ja mit rudimentaren Kenntnissen
iiber irgend einen Integralbegriff zu verstehen, und es ist deshalb
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erfreulich, dafi uns die Integrationstheorie versichert: C£°(K.n) ist
dicht in Lp(Rn) — denn das heifit doch, dafi Lp(Rn) eine Ver-
vollstandigung von (C^°(lRn), ||..||p) ist, und da es bis auf kanoni-
schen isometrischen Isomorphismus nur eine Vervollstandigung
gibt, kann man Lp(R.n) auch als die Vervollstandigung von
(C0°°(R"),||..y bzw. (C0°°(Rn), ( , )) im Falle p = 2, definie-
ren! — Nun will ich nicht die Illusion erzeugen, man konnte durch
diesen simplen Vervollstandigungstrick dem Lebesgue-Integral
wirklich aus dem Wege gehen, denn wenn man die jLp-Raume so
als Vervollstandigungen einfiihrt, dann weifi man zunachst nichts
dariiber, inwiefern die neuen "idealen Grenzpunkte" als Funk-
tionen aufgefafit werden konnen oder wie sie sonst in analytisch
brauchbarer Weise zu interpretieren sind. Aber dennoch! Dafi
man C£°(R") und dergleichen Raume mit jeder fur irgend ein
Problem mafigeschneiderten Norm ganz einfach — zack! — zu
einem Banachraum vervollstandigen kann, bewirkt (unbeschadet
der Notwendigkeit, die Natur der idealen Grenzpunkte zu studie-
ren) eine unschatzbare Bewegungsfreiheit. Was damit gemeint ist,
soil nun zum Schlufi an einem Beispiel deutlich gemacht werden.

Um partielle Differentialoperaioren hinzuschreiben, benutzt
man die Multi-Index-Schreibweise: fur a = (a\,... ,an), wobei
die a,- > 0 gauze Zahlen sind, setzt man \a\ := a.\ + • • • + orn

und schreibt dann Da := d^/dx"1 ... dx^n ; das ist also die
allgemeine Form einer mehrfachen, namlich |a|-fachen, partiellen
Ableitung.

Seien nun aa : R™ —* R Funktionen (sagen wir einmal: beliebig
oft stetig differenzierbar). Dann ist P := Su|<fcoa-^a e m ^nea-
rer partieller Differentialoperator auf Rn, und eine Gleichung der
Form Pf — g, wobei g auf Rn gegeben und / gesucht ist, heifit
eine (inhomogene) lineare partielle Differentialgleichung.

Ich habe absichtlich noch unbestimmt gelassen, worauf der
"Operator" P denn "operiert". Jedenfalls definiert P eine li-
neare Abbildung P : C0°°(Rn) -> C0°°(Rn) im Sinne der Linearen
Algebra. Aber die blofie Lineare Algebra hilft uns nicht weiter,
und es ware viel besser, wir konnten P z.B. als einen stetigen
Operator in einem Hilbertraum auffassen, denn dann stiinde
die funktionalanalytische Theorie solcher Operatoren als Werk-
zeug zur Untersuchung von P zur Verfiigung. Nun konnen wir
nattirlich C^°(Rn) zum Hilbertraum L2(R") vervollstandigen,
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aber leider operiert P keineswegs darauf: P : C£° —> Cfj° ist
nicht ||..||2-stetig und setzt sich deshalb erst recht nicht zu ei-
nem stetigen Operator P : L2 —> I? fort. Aber es gibt ja noch
viele andere Moglichkeiten, Skalarprodukte auf CQ° zu definie-
ren, man mufi sich bei der Auswahl vom Zwecke leiten lassen
(was freilich leicht gesagt ist). Am naheliegendsten sind viel-
leicht die Skalarprodukte, die man fur jedes ganze r > 0 durch
(/, g)r •= E\a\<r Iw (Daf, Dag)dx auf C0°°(R") gegeben hat. Die
durch Vervollstandigung von (C£°(R.n), { , ) r) entstehenden Hil-
bertraume Hr(En) sind die einfachsten Beispiele dessen, was man
unter der Bezeichnung "Sobolev-Raume" als ein weit ausgebautes
Hilfsmittel in der Theorie der partiellen Differentialoperatoren
findet.

Es ist nicht schwer zu sehen, dafi P = X)|a|<fca«-^a unter
geeigneten Voraussetzungen iiber die Koeffizienten in der Tat ste-
tige lineare Operatoren Pr : Hr(Rn) -* Hr~k(Rn) definiert. —
Dieses Beispiel illustriert, von welcher Art der Nutzen der Men-
gentheoretischen Topologie fur die Analysis ist. Natiirlich ist die
Untersuchung des Differentialoperators P durch die Einfiihrung
der Sobolev-Raume zu keinerlei Abschlufi gebracht, und die Topo-
logie kann auch nicht die eigentlich analytischen Probleme losen,
aber sie schafft ein Klima, in dem die Analysis gedeiht.



5 Homotopie

5.1 Homotope Abbildungen

In den Abschnitten 5.1-5.3 will ich die Grundbegriffe "homotop",
"Homotopie" und "Homotopieaquivalenz" nur erklaren und an-
schaulich machen, die Abschnitte 5.4-5.7 handeln dann vom Nut-
zen dieser Begriffe.

Definition (Homotopie, homotop): Zwei stetige Abbildungen
f,g:X—>Y zwischen topologischen Raumen heifien homotop,
f ~ g, wenn es eine Homotopie h zwischen ihnen gibt, d.h. eine
stetige Abbildung h : X x [0,1] -> Y mit h(x,0) = f(x) und
h(x,l) — g(x) fur alle x 6 X.
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Notationen: Wir schreiben dann auch f — g. — Fur festes
h

t e [0,1] bezeichne ht : X —> Y die durch ht{x) := h(x,t)
gegebene stetige Abbildung. Es ist also ho = f und h\ = g.

Insofern man sich iiberhaupt Abbildungen X —»• Y anschau-
lich vorstellen kann, kann man sich auch Homotopien vorstellen:
Man denke sich [0,1] als ein Zeitintervall, zur Zeit t = 0 hat
die Abbildung ht die Gestalt / , verandert sich aber im Verlaufe
der Zeit, bis sie fur t = 1 die Gestalt g angenommen hat. Diese
ganze Veranderung mufi stetig in beiden Variablen vor sich gehen,
man sagt deshalb wohl auch: Die Homotopie h ist eine "stetige
Deformation von / in g".

ho(X)

ht(X)

Haufig betrachtet man Homotopien mit zusatzlichen Eigen-
schaften aufier der Stetigkeit, aus der Funktionentheorie ist Ihnen

sicher der Begriff der Homotopie
von Wegen mit festen Endpunk-
ten bekannt: X = [0,1], Y C C
offen, p, q € Y fest gegeben.
Zusatzliche Forderung an die Ho-
motopie: ht(0) = p, ht(l) = q
fur alle t. — In der Differenti-
altopologie betrachtet man oft

differenzierbare Homotopien zwischen Abbildungen von Mannig-
faltigkeiten, bei denen jedes ht eine Einbettung sein soil ("Isotopie
h") oder jedes ht ein Diffeomorphismus sein soil ("Diffeotopie
/i"); und so gibt es noch viele Situationen, in denen h Riicksicht
auf diese oder jene zusatzliche Struktur nehmen soil. Wir betrach-
ten hier aber nur den ganz einfachen Grundbegriff, wo von h nur
die Stetigkeit verlangt wird. — Wie durch die Wahl des Zeichens
~ schon angekiindigt, ist "homotop" eine Aquivalenzrelation: Die
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Reflexivitdt ist klar: f — f weil durch ht := / fiir alle t eine
Homotopie zwischen / und / gegeben ist. Symmetrie: Ist / ~ g
vermoge ht, t € [0,1], dann g ~ / vermoge h\-f Transitivitdt:

T , , , , , /, •. rr / ft2< fiir 0 < t < \
Ist f ~ o ~ t, dann r ~ £ mit lit = < 1

ft fc H \ fc2t-i fur | < f < 1
(Stetigkeit priifen!)

Notation: Sind X und Y topologische Raume, so bezeichnet
[X, Y] die Menge der Aquivalenzklassen ("Homotopieklassen")
stetiger Abbildungen von X nach Y.

Fiihrt man einen (n+l)-ten Begriff ein, so konnte man natiirlich
seine Beziehungen zu den schon vorangegangenen in n Lemmas
formulieren, z.B.

Notiz (Zusammensetzungen homotoper Abbildungen):

Sind homotope Abbildungen X —> Y —> Z gegeben, so sind
auch die Zusammensetzungen / o / und g o g homotop (namlich
vermoge Jit o ht).

Notiz (Produkte homotoper Abbildungen): Sind homotope
Abbildungen fi ~ gi: Xi —* Yi fiir i — 1,2 gegeben, so sind auch
die Abbildungen / i x f% und g\ x gi von X\ x Xi nach Y\ x Yi
homotop (vermoge ht x h\ ) .

Fiir so einen so einfachen Begriff wie die Homotopie ware es aber
pedantisch, jetzt eine moglichst vollstandige Liste solcher Aussa-
gen anzulegen; warten wir doch ruhig ab, was der Gebrauch des
Begriffes fiir Forderungen an uns stellen wird.



76 Kapitel 5. Homotopie

5.2 Homotopieaquivalenz

Definition (Homotopieaquivalenz): Eine stetige Abbildung
/ : X —• Y heifit eine Homotopieaquivalenz zwischen X und
Y, wenn sie ein Homotopieinverses besitzt, d.h. eine stetige
Abbildung g : Y —> X mit g o f ~ Idx und f o g oi Idy .

Man sagt dann auch, / und # seien zueinander inverse Ho-
motopieaquivalenzen; die Raume X und Y heifien homoto-
piedquivalent. Zusammensetzungen von Homotopieaquivalenzen
sind ersichtlich wieder Homotopieaquivalenzen, und natiirlich ist
Idx stets eine, also gilt wirklich X ~ X und mit X ~ Y ~ Z
auch Y — X (sowieso) und X ~ Z. — Ein einfacher, aber
wichtiger Spezialfall:

Definition (Zusammenziehbarkeit): Ein topologischer Raum
heifit zusammenziehbar, wenn er zum einpunktigen Raum ho-
motopieaquivalent ist.

In diesem Falle vereinfacht sich die Definition zu der Forderung,
dafi es eine Homotopie h : X x [0,1] —» X zwischen der Identitat
und einer konstanten Abbildung X —> {XQ} C X geben mufi, eine

sogenannte Zusammenziehung.
Zum Beispiel ist R.™ zusammen-
ziehbar, ht(x) :— (1 — t)x defi-
niert eine Zusammenziehung auf
Null; und ebenso naturlich jeder
sternformige Teilraum des R™ .

Definition (Retrakt und Deformationsretrakt): Sei X ein
topologischer Raum, A C X ein Teilraum. A heifit ein Retrakt
von X, wenn es eine Retraktion p : X —> A gibt, d.h. eine stetige
Abbildung mit p\A = Id^. Ist aber dariiber hinaus p als Abbil-
dung nach X homotop zur Identitat auf X, dann heifit p eine
Deformationsretraktion und entsprechend A ein Deformati-
onsretrakt. Kann schliefilich diese Homotopie sogar so gewahlt
werden, dafi alle Punkte von A wahrend der Homotopie fest blei-
ben, d.h. dafi ht(a) = a fur alle t € [0,1] und alle a 6 A, dann
heifit p eine starke Deformationsretraktion und A ein starker
Deformationsretrakt von X.



5.3 Beispiele 77

Eine Deformationsretraktion p : X —> A und die zugehorige
Inklusion IA '• A <Z X sind offenbar zueinander inverse Homoto-
pieaquivalenzen, denn "Retrakt" heifit ja gerade poi^ = UA, und
"Deformations . . . " heifit IA ° p — Idx •

Das schmeckt vielleicht auf den ersten Anbifi etwas trocken.
Ich werde Ihnen aber gleich etwas sagen, was Ihr Interesse an den
starken Deformationsretrakten beleben wird.

Fiir das praktische Umgehen mit den Homotopiebegriffen ist
es wichtig, dafi man einen Blick fiir die Homotopieaquivalenz von
Raumen bekommt. Wir wollen, wenn es sich vermeiden lafit, nicht
muhsam ein / : X —•* Y suchen und ein g : Y —> X suchen und
eine Homotopie / o g ~ Idy und eine g o / ~ l&x und das alles
umstandlich hinschreiben, sondern wir wollen nur hinschauen und
sagen: Diese zwei Raume sind homotopieaquivalent, und unser Ge-
gemiber soil antworten: Klar, die sind homotopieaquivalent. Dieses
schnelle Sehen von Homotopieaquivalenzen beruht aber in vielen
praktischen Fallen darauf, dafi man sich die Homotopieaquvialenz
X ~ Y als eine Zusammensetzung X ~ X\ ~ . . . ~ Xr ~ Y be-
schafFt, wo bei jedem der meist sehr wenigen Einzelschritte (oft ist
es gar nur einer) die beiden Raume entweder homoomorph sind
oder — der eine ein starker Deformationsretrakt des anderen ist!

Warum aber sind die starken Deformationsretrakte besonders
leicht zu erkennen? Nun, was tut eine solche Deformation h: sie
fiihrt alle Punkte von X in einer stetigen Wanderung wahrend
der Zeit von 0 bis 1 in den Teilraum A, wobei nur darauf zu
achten ist, dafi die schon anfangs in A befindlichen Punkte die
ganze Zeit iiber still sitzen bleiben. Sofern man iiberhaupt eine
Anschauung von X und A hat, ist so ein h, falls es existiert,
meist leicht zu sehen. Einige Beispiele zur Augenstarkung sollen
jetzt gegeben werden.

5.3 Beispiele

BEISPIELE (1): Der Nullpunkt ist naturlich ein starker Deforma-
tionsretrakt von Rn oder der Vollkugel Dn . Deshalb ist aber auch
A X 0 fiir jeden topologischen Raum A starker Deformationsre-
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trakt von A x Rn oder A x Dn

und deshalb ist zum Beispiel der Volltorus S1 X D2 homoto-
pieaquivalent zur Kreislinie S1:

Allgemeiner: Ist E ein Vektorraumbundel iiber einem topologi-
schen Raum A, so ist der Nullschnitt starker Deformationsretrakt
von E oder, falls eine Riemannsche Metrik auf E gegeben ist, vom
Diskbiindel DE, also A ~ E ~ DE.

BEISPIELE (2): Die Sphare Sn~l := {x e Rn \\x\\ = 1} ist star-
ker Deformationsretrakt der punk-
tierten Vollkugel D™\0. Heftet
man daher an einen Raum X eine
Zelle an und nimmt dann aus der
Zelle den Nullpunkt heraus, dann
entsteht ein zu X homotopieaqui-

valenter Raum XUV(D"\O), denn X C XUv(D™\0) ist starker
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Deformationsretrakt:

X X

BEISPIEL (3): Es sei 0 < k < n. Wir denken uns R™+1

als Rk x R"-fc+1 und betrachten in Sn C Rn+1 den Unter-
raum ^ ( S * " 1 x S"~k) = {(x,y) \ \\x\\2 = ||y||2 = | } , ein

"Spharenprodukt". Dann ist ^•(Sk~1 x Sn~k) ein starker Defor-
mationsretrakt von Sn\(Sk~1 x 0 U 0 x S"-k).

x Sk

BEISPIEL (4): Eine "Acht" und eine Figur aus zwei durch eine
Strecke verbundenen Kreislinien sind homotopieaquivalent, weil
sie starke Deformationsretrakte derselben "verdickten Acht" sind:

BEISPIEL (5): Sei M eine differenzierbare berandete Mannigfal-
tigkeit. Wenn der Rand dM nicht leer ist, dann kann M\dM
natiirlich kein Retrakt von M sein, denn es ist ja dicht in M. Mit
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Hilfe eines geeigneten "Kragens" kann man aber sehen, dafi M
und M\dM einen gemeinsamen Deformationsretrakt besitzen.
Deshalb sind sie homotopieaquivalerit.

dM

M

BEISPIEL (6): Noch ein Beispiel aus der Differentialtopologie, spe-
ziell der Morse-Theorie: MaUvD

k ist starker Deformationsretrakt
von Mf,, wobei .. . (vgl. [14]).

D

Ma

BEISPIEL (7): Fur jeden topologischen Raum X ist der Kegel
CX zusammenziehbar:

Die Spitze ist starker Deformationsretrakt des Kegels.
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5.4 Kategorien

Um den Sinn und Zweck des Homotopiebegriffs erklaren zu
konnen, mufi ich vorher sagen, was man unter Algebraischer
Topologie versteht, und dazu wiederum ist eine Sprechweise sehr
geeignet, die auch sonst in der Mathematik viel Anwendung fin-
det: die Sprechweise der Kategorien und Funktoren.

Definition (Kategorien): Eine Kategorie C besteht aus folgen-
den Daten:
(a) einer Klasse Ob(C) von mathematischen Objekten, welche

die Objekte der Kategorie genannt werden,
(b) je einer Menge Mor(X, Y) zu jedem Paar (X, Y) von Objek-

ten, wobei Mor(X, Y) und MOT(X',Y') disjunkt sind, wenn
sich die Paare (X,Y) und (X1\Y') unterscheiden. Die Ele-
mente von Mor(X, Y) werden die Morphismen von X
nach Y genannt. Schreibweise: Statt / e Mor(X,Y) wird
auch f : X —> Y geschrieben, ohne daB damit gesagt sein
soil, dafi X, Y Mengen und / eine Abbildung sein mvifite.

(c) einer Verkniipfung Mor(X, Y) x Mor(Y, Z) -> Mor(X, Z) zu
je drei Objekten X,Y,Z (geschrieben als (/, g) i—> g o / ,
entsprechend der von den Abbildungen entlehnten Notation
l i y -4z).

Die Daten (a) (b) (c) bilden eine Kategorie, wenn sie die beiden
folgenden Axiome erfiillen:

AXIOM 1 (Assoziativitat): Sind X -̂ -+ Y - ^ Z -̂ -> U Mor-
phismen, so gilt h o (g o / ) = (h o g) o f.

AXIOM 2 (Identitat): Zu jedem Objekt X gibt es einen Mor-
phismus lx G Mor(X, X) mit der Eigenschaft lx ° f = / und
g o lx = g fur alle Morphismen / : Y —> X und g : X —* Z. •

Bevor ich irgendetwas hinzusetze, will ich erst einige Beispiele
von Kategorien nennen. Sofern die Morphismen Abbildungen sind
und iiber die Verkniipfung nichts gesagt ist, ist stets die ubliche
Verknupfung von Abbildungen durch Zusammensetzung gemeint.
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BEISPIEL 1: Die Kategorie J£ der Mengen:
(a): Objekte: Mengen
(b): Morphismen: Abbildungen

BEISPIEL 2: Die topologische Kategorie ^bp:
(a): Topologische Raume
(b): Stetige Abbildungen

Nebenbei bemerkt: Beispiel 2':
(a): Topologische Raume
(b): Beliebige Abbildungen zwischen topologischen Raumen ist

auch eine Kategorie, nur keine besonders interessante, —

BEISPIEL 3: Kategorie der Gruppen:
(a): Gruppen
(b): Gruppenhomomorphismen

BEISPIEL 4: Kategorie der Vektorraume iiber K
(a): K-Vektorraume
(b): K-lineare Abbildungen

BEISPIEL 5: Kategorie der topologischen Vektorraume iiber K
(a): Topologische Vektorraume iiber K
(b): Stetige lineare Abbildungen

BEISPIEL 6: Die differentialtopologische Kategorie @ifftop:
(a): Differenzierbare Mannigfaltigkeiten
(b): Differenzierbare Abbildungen

BEISPIEL 7: Die Kategorie fect(X) der Vektorraumbiindel iiber
einem gegebenen topologischen Raum X:
(a): Vektorraumbiindel iiber X
(b): Bundelhomomorphismen, d.h. stetige, fasernweise lineare

Abbildungen iiber der Identitat auf X:

E —> E'

X
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BEISPIEL 8: Die Kategorie der n-dimensionalen Vektorraumbiindel
iiber beliebigen topologischen Raumen:
(a): n-dimensionale Vektorraumbiindel
(b): "Biindelabbildungen", d.h. stetige, fasernweise isomorphe

Abbildungen iiber stetigen Abbildungen der Basen:

7-1 F , 771/

X - i . X'

So konnte man noch lange fortfahren, denn praktisch zu jeder
Art von mathematischer Struktur gibt es strukturerhaltende oder
strukturvertragliche Abbildungen, und die Kategorienaxiome ver-
langen ja nicht viel. Beispiele zu Dutzenden im gesamten Bereich
der Mathematik.

Die bisher genannten Beispiele haben gemeinsam, daB die Ob-
jekte Mengen mit Zusatzstruktur und die Morpfrismen Abbildun-
gen mit der ublichen Verkniipfung waren, (weshalb sich auch das
Assoziativitatsaxiom jeweils von selbst verstand). Der Kategori-
enbegriff reicht aber weiter. Zur Illustration gebe ich folgendes
etwas seltsam wirkende Beispiel:

BEISPIEL 9: Sei G eine Gruppe.
(a): Nur ein Objekt, nennen wir es e.
(b): Mor(e,e):=G.
(c): Verkniipfung sei die Gruppenverkniipfung.

Ein wirklich wichtiges Beispiel einer Kategorie, in der die Mor-
phismen keine Abbildungen sind, ist das folgende

BEISPIEL 10: Die Homotopiekategorie Jftop:
(a): Die Objekte der Homotopiekategorie sind die topologischen

Raume, wie bei £^op; aber
(b): die Morphismen sind die Homotopieklassen stetiger Abbil-

dungen: Moi(X,Y) := [X,Y],und
(c): die Verkniipfung ist definiert durch die Verkniipfung von

Reprasentanten: [g] o [/] = [j o / ] .
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Nach Definition und Beispielen nun noch ein paar erganzende
Hinweise. Aus dem Identitatsaxiom folgt sofort, dafi es zu jedem
Objekt genau eine "Identitat" oder "Eins" lx gibt, denn hat
l'x e Mor(X, X) die Eigenschaft auch, dann ist ja l'x — l'x o lx

= lx • Ebenso kann es zu einem Morphismus / : X —> Y
hochstens einen inversen Morphismus g : Y —> X geben, d.h.
einen solchen, fur den / o g = ly und g o f = lx gilt, denn hat
g' die Eigenschaft auch, so gilt g' o (/ o g) = g' o l y , also nach
dem Assoziativitatsaxiom (g' o / ) o g = lx o g = g = g' o ly = g'.

Die Morphismen, die einen inversen Morphismus besitzen,
nennt man die Isomorphismen der Kategorie, und Objekte, zwi-
schen denen ein Isomorphismus existiert, heifien isomorph. In der
topologischen Kategorie heifien also zwei Raume isomorph, wenn
sie homoomorph sind, aber in der Homotopiekategorie bedeutet
die Isomorphie zweier Raume nur, dafi sie homotopieaquivalent
sind.

Zum Schlufi noch eine Anmerkung zu einem Wort aus der De-
finition, bei dem Sie vielleicht schon fliichtig gestutzt haben. Man
hat guten Grund, nur von der "Klasse" Ob(C) der Objekte und
nicht etwa von der "Menge der Objekte von C" zu sprechen. Sie
wissen ja, zu welchen Widerspruchen der naiv-mengentheoretische
Umgang mit Redewendungen wie "die Menge aller Mengen" fiihrt.
Zwar verlangen wir, dafi fiir eine gegebene Kategorie C der BegrifF
des Objektes genugend prazise definiert ist (etwa der BegrifF des
topologischen Raumes), aber wir erwarten nicht, dafi alle Objekte
von C, die es je gab, gibt und geben wird, eine wohldefinierte
Menge bilden, die wir in die ublichen mengentheoretischen Ope-
rationen miteinbeziehen konnen.

Es gibt naturlich auch Kategorien, deren Objekte wirklich eine
Menge bilden, das sind die sogenannten "kleinen Kategorien".

Fiir eine formale und genaue Fassung dessen, was "Menge" und
"Klasse" bedeuten, ist die axiomatische Mengenlehre zustandig.
Wir begniigen uns hier mit der Warnung, aus der Objektenklasse
nicht mehr herauslesen zu wollen, als eben den BegrifF der jewei-
ligen Objekte.
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5.5 Funktoren

Definition (covarianter Funktor): Seien C und T> Katego-
rien. Unter einem covarianten Funktor J- : C —» T> versteht man
eine Zuordnung, durch die zu jedem Objekt X von C ein Objekt
^F(X) von T> und zu jedem Morphismus X —> Y von C ein
Morphismus

von T> gegeben ist, derart dafi jeweils
(1): T{\x) = ij^(X) ("Identitatsaxiom") und
(2): r\p o V>) = Hf) ° H^) ("Kettenregel") gilt.

Definition (kontravarianter Funktor): Analog, nur mit dem
Unterschied, da8 T jetzt die Richtung der Morphismen umkehrt:
Jedem X —> Y wird ein Morphismus

das soil heifien ein Element P(<p) e Mov(J7(Y),J7(X)) zugeord-
net. Das Identitatsaxiom heifit bei kontravarianten Funktoren im-
mer noch Filx) — ^-T(X) > aber die Kettenregel mufi jetzt als

o if)) — JF(^) o F((p) geschrieben werden, denn

X JU Y -

geht ja in

F{X) < F{Y)

iiber.

HlNWEIS: Der Unterschied zwischen den beiden BegriflFen ist zwar
ganz formal, denn zu jeder Kategorie erhalt man eine "duale Kate-
gorie" mit denselben Objekten durch Mordual(X, Y) := Mor(F, X)
und ip odual ip := if) o tp, und dann ist ein kontravarianter Funktor
von C nach T> nichts weiter als ein covarianter von C nach X)dual.
Im Hinblick auf die relevanten Beispiele ist es aber praktischer
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natiirlicher von kontravarianten Funktoren als von dualen Kate-
gorien zu reden. —

Triviale Beispiele sind der Identitatsfunktor Idc : C —> C, cova-
riant natiirlich, und die konstanten Funktoren: V —• V, die alien
Objekten das feste Objekt YQ und alien Morphismen die Eins ly0

zuordnen, nach Belieben co- oder kontravariant aufzufassen.
Es ware manchmal unbequem, diese Zuordnungen nicht auch

Funktoren nennen zu diirfen, aber interessant sind sie natiirlich
nicht. Etwas bemerkenswerter sind da schon die "Vergififunktoren",
z.B. der covariante Funktor J^bp —> ̂ #, der jedem topologischen
Raum X die Menge X und jeder stetigen Abbildung f : X —*Y
die Abbildung / : X —> Y zuordnet. Man hat haufiger Anlafi,
solche Funktoren in strukturarmere Kategorien zu betrachten, die
weiter nichts tun, als die reichere Struktur der Ausgangskategorie
zu "vergessen".

Die ersten Beispiele von Funktoren mit einem realen mathema-
tischen Gehalt lernt man wohl durch die Lineare Algebra kennen.
1st z.B. K ein Korper und "Y die Kategorie der K-Vektorraume
und linearen Abbildungen, dann ist durch den Begriff des "Dual-
raums" eines Vektorraums in kanonischer Weise ein kontravarian-
ter Funktor * : 1̂—> "V gegeben: Jedem Objekt V wird der Dual-
raum V* := {tp : V —* K \ <p linear} zugeordnet, und jeder linea-
ren Abbildung / : V -> W die duale Abbildung /* : W* -> V*,
a t-> ao f. Dann gilt Idy = I dy und (/ og)* = g* o /* , also ist
* ein (kontravarianter) Funktor.

Funktoren, die nicht nur Gehalt, sondern auch Gewalt haben,
sind freilich nicht so billig zu bekommen, doch davon spater. Den
gegenwartigen Paragraphen, der ja nur den Begriff einfuhren soil,
will ich mit einem einfachen Beispiel beschliefien, das mit der Ho-
motopie zu tun hat. Wir erinnern uns, daB [X, y] die Menge der
Homotopieklassen stetiger Abbildungen X —» Y bezeichnet. Als-
dann:

BEISPIEL: Sei B ein topologischer Raum. Dann ist durch [.-,B]
in kanonischer Weise ein kontravarianter Funktor von der Homo-
topiekategorie in die Kategorie der Mengen und Abbildungen ge-
geben, namlich: Jedem topologischen Raum X wird die Menge
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[X, B] zugeordnet und jedem Morphismus [/] e [X, Y] der Ho-
motopiekategorie die durch [tp] —> [ p / ] definierte Abbildung

5.6 Was ist Algebraische Topologie?

Kurzantwort: Algebraische Topologie ist das Losen topologi-
scher Probleme mittels algebraischer Methoden. — ? Na, etwas
ausfiihrlicher wollen wir's schon erklaren.

Was wir heute Algebraische Topologie nennen, war nach der
alteren, einfacheren und naheliegenderen AufFassung die Erfin-
dung, Berechnung und Anwendung von Invarianten. Eine Zuord-
nung x i die zu jedem X aus einer gewissen Klasse geometri-
scher Objekte eine Zahl x(X) angibt, heifit eine Invariante,
wenn aus X = Y allemal x(X) = x(X) folgt. Um welche
Objekte und um welche Art von Isomorphie " = " es sich han-
delt, hangt vom Einzelfall ab; man spricht zum Beispiel von
"Homoomorphieinvarianten", wenn = Homoomorphie bedeuten
soil, analog von "Diffeomorphieinvarianten" usw. — Das wohl
alteste nichttriviale Beispiel einer solchen Invarianten ist die Eu-
lerzahl oder Eulercharakteristik von endlichen Polyedern.

Ikosaederoberflache Pi : x(S2) = 2 Tetraederoberflache P2 :
+ + = 12-30+20 = 2 ao + «i + a2 = 4 - 6 + 4 =

Sei P ein endliches Polyeder im E n , bestehend aus ao Ecken,
ai Kanten, 02 zweidimensionalen "Seiten" usw. (auf die genaue
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Definition brauchen wir jetzt nicht einzugehen), dann heifit

i=0

die Eulerzahl des Polyeders P, und es gilt der nichttriviale Inva-
rianzsatz: Die Eulerzahl ist eine Homoomorphieinvariante. Damit
haben wir natiirlich sofort auch eine Homoomorphieinvariante
fur alle topologischen Raume X, die zu endlichen Polyedern
homoomorph sind: x(^0 ist die nach dem Invarianzsatz fur alle
zu X homoomorphen Polyeder gleiche Eulerzahl. Wie kann man
solche Invarianten zum Losen geometrischer Probleme anwenden?
Dazu ein Beispiel. Wir betrachten die beiden Flachen X und Y:

Sind X und Y homoomorph? Beide sind kompakt und zusam-
menhangend, auch HausdorfFsch natiirlich: so primitiv konnen wir
sie also nicht unterscheiden, und dafi unsere Versuche scheitern, ei-
nen Homoomorphismus zu konstruieren, beweist schon gleich gar
nichts. Aber irgendwie sollte doch X ^ Y aus 2 ^ 3 folgen!?
So ist es auch, denn die Berechnung der Eulercharakteristik er-
gibt: x(^Q = —2, aber x(T) = - 4 . Also konnen X und Y nicht
homoomorph sein, qed.

Andere Homoomorphieinvarianten, die etwa um die Jahrhun-
dertwende, vor Einfuhrung des modernen Standpunkts bekannt
waren, sind z.B. die sogenannten "Betti-Zahlen" &,- und die "Tor-
sionskoeffizienten". Die Betti-Zahlen hangen mit der alten Euler-
charakteristik durch x — H2{~^ybi zusammen, aber zwei Raume
konnen die gleiche Eulerzahl haben und sich doch in ihren Betti-
Zahlen unterscheiden, in diesem Sinne sind die Betti-Zahlen "fei-
ner", und man kann mehr damit anfangen.

In der modernen AufFassung ist Algebraische Topologie die Er-
findung, Berechnung und Anwendung von Funktoren von "geome-
trischen" Kategorien (wie z.B. ^bp, S'ifftop, . . . ) in "algebraische"
Kaiegorien (wie z.B. die Kategorie der Gruppen, der Ringe . . . ).
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Ein grundlegendes Beispiel, das bei der Herausbildung des mo-
dernen Standpunktes den Weg erleuchtete, ist die "Homologie":
Zu jedem k > 0 hat man den (covarianten) fc-dimensionalen Ho-
mologiefunktor H.\ von der topologischen Kategorie in die Kate-
gorie der abelschen Gruppen. Mit der Zeit wuchs auch die Fertig-
keit im Erfinden geeigneter Funktoren, es sind heute sehr viele,
teils co- teils kontravariante algebraisch-topologische Funktoren
im Gebrauch, und insbesondere mufi man sich den etwas vagen
Begriff "geometrische" Kategorie sehr weit gefafit vorstellen. Auch
z.B. die Analysis gibt Anlafi, "geometrische" Objekte und Kate-
gorien zu untersuchen (Komplexe Raume und Mannigfaltigkeiten,
Riemannsche Flachen usw.), und abgesehen davon, dafi man mit
dem Vergififunktor in die topologische Kategorie gehen kann und
so die dort definierten Funktoren erreicht:

Kategorie der kom- "Vergifi" z B Hk Kategorie der abel-
plexen Raume > ^°P ' ¥ schen Gruppen

(was man auch tut!), abgesehen davon also, konstruiert die kom-
plexe Analysis auch direkt Funktoren aus "komplex analytischen"
Kategorien in algebraische, und zwar mittels analytischer Metho-
den. Diese analytisch definierten Funktoren sind oft "feiner" als
die topologischen, weil sie die komplexe Struktur eben nicht "ver-
gessen".

Was niitzen nun alle diese Funktoren? — Nun, zunachst wol-
len wir notieren, dafi die Funktoraxiome "Invarianz" im folgen-
den Sinne implizieren: Ist H ein Funktor und / : X —> Y
ein Isomorphismus, so ist auch H(f) : H(X) —> H(Y) (bzw.
H(Y) —> H(X), im kontravarianten Fall) ein Isomorphismus,
denn ist g der zu / inverse Morphismus, so ist offenbar auch
H(g) zu H(f) invers. Insbesondere impliziert X = Y allemal
H(X) = H(Y): Diesen "Invarianzsatz" erhalt man kostenlos mit
jedem Funktor mitgeliefert, und man kann die Isomorphieklassen
dieser algebraischen Objekte ganz wie numerische Invarianten
zur Unterscheidung der geometrischen Objekte benutzen. In der
Tat erhalt man auch die klassischen Invarianten als Invarianten
jener algebraischen Objekte, zum Beispiel ist die i-te Betti-Zahl
der Rang der i-ten Homologiegruppe: bi(X) = rgHi(X), und
X(X) = ^Z^oi—^y^gH^X) usw. — Das zeigt zunachst einmal,
dafi die modernen Funktoren nicht schlechter als die klassischen
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Invarianten sind. Die moderne Auffassung von Algebraischer To-
pologie hat aber in der Tat grofie Vorzuge vor der alteren, und
von diesen Vorziigen soil jetzt noch die Rede sein.

Dafi die algebraischen Objekte H(X) im allgemeinen mehr In-
formation enthalten als die Invarianten, dafi sie Unterscheidun-
gen zwischen geometrischen Objekten ermoglichen, fiir die uns
die Invarianten nur ein kahles " oo " entgegenhalten oder gar nicht
mehr erklart sind — ich eile dariiber hinweg, um gleich zum Kern
der Sache zu kommen, und dieser ist: Die Funktoren geben nicht
nur Informationen iiber die geometrischen Objekte, sondern auch
iiber die geometrischen Morphismen, iiber die Abbildungen! Ein
Beispiel soil illustrieren, was das bedeutet.

Oft reduziert sich ein geometrisches Problem auf die Frage, ob
eine gegebene stetige, surjektive Abbildung TT : X —> Y, von der
man etwa schon weifi, dafi sie nicht injektiv ist und die deshalb
sicher kein Inverses besitzt, einen Schnitt zulafit, d.h. eine stetige
Abbildung a : Y —> X mit TT o a = Idy •

Bild des Schnittes

Y-

Dem analogen Problem begegnet man auch in vielen anderen Ka-
tegorien, es handelt sich eben allgemein gesprochen darum, von
einem Morphismus TT : X —• Y zu entscheiden, ob er ein "Rechts-
inverses" hat, d.h. einen Morphismus a : Y —» X mit TT O <J — ly .
Nehmen wir zum Beispiel einmal an, dafi TT eine stetige surjektive
Abbildung von S3 auf S2 ist. Kann TT einen Schnitt haben? Sie
sehen, dafi es gar nichts hilft, Invarianten fiir S2 und S3 auszu-
rechnen, denn ob diese gleich oder verschieden ausfallen, tut nichts
zur Sache. Ganz anders, wenn wir einen geeigneten Funktor an-
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wenden: Gibt es ein a, so dafi die Zusammensetzung

die Identitat ist, so mufi nach den Funktoraxiomen auch die Zu-
sammensetzung

die Identitat 1H(S2) sein. Aber zum Beispiel fiir die 2-dimensio-
nale Homologie gilt H2(S

2) = Z und H2(S
3) - 0, also miifite die

Zusammensetzung

die Identitat auf Z sein, was offenbar unmoglich ist: Keine Abbil-
dung von S3 nach S2 kann einen Schnitt besitzen.

Das war nun ein einfaches Anwendungsbeispiel, aber typisch
fur die Uberlegenheit des funktoriellen Standpunkts in alien Fra-
gen, die mit Abbildungen zu tun haben. Aber selbst wenn man nur
das Interesse an den geometrischen Objekten selbst ins Auge fafit,
so hatte auch da die altere Auffassung von der Algebraischen To-
pologie nicht weiter gedeihen konnen, denn die Erkenntnisse iiber
Raume und Abbildungen hangen so stark wechselweise voneinan-
der ab, dafi jede einseitig auf die Raume konzentrierte Entwicklung
in eine Sackgasse ftihren mufi.

5.7 Wozu Homotopie?

Nach all den Vorbereitungen kann ich nun eine vernunftige Ant-
wort auf diese Frage geben, und zwar will ich zwei miteinander
zusammenhangende Hauptgriinde fiir den Nutzen des Homo-
topiebegriffes anfuhren. Der erste ist die Homotopieinvarianz
der meisten algebraisch-topologischen Funktoren. Ein auf der
topologischen Kategorie definierter Funktor H heifit homoto-
pieinvariant, wenn aus f — g stets H(f) — H(g) folgt. Man
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konnte von solchen Funktoren auch sagen, dafi sie eigentlich
schon auf der Homotopiekategorie erklart sind, ihre Anwendung
auf Sop geschieht durch Zusammensetzung mit dem kanonischen

TT

Funktor, also Sop —> Jftop —> £?. Aus den Funktoraxiomen
folgt natiirlich auch sofort, dafi ein homotopieinvarianter Funk-
tor homotopieaquivalenten Raumen isomorphe Objekte zuordnet:
X ~ Y impliziert H(X) = H(Y). Auch auf anderen Kategorien
als Top kann man, mit geeignet modifiziertem Homotopiebegriff,
von homotopieinvarianten Funktoren sprechen, und wie gesagt
viele, wenn auch nicht alle Funktoren der Algebraischen Topolo-
gie haben diese Eigenschaft. — Das ist auch nicht unplausibel,
denn Homotopieinvarianz bedeutet, dafi fur jede Homotopie h
die Morphismen H(ht) von t nicht abhangen, was wegen der
Zusammenhangseigenschaft des Intervalls [0,1] auch nicht mehr
heifit, als dafi H(ht) in Bezug auf t lokal konstant ist, und in die-
ser Form: "Bei geniigend kleinen Deformationen einer Abbildung
andert sich der zugeordnete algebraische Morphismus nicht" liegt
die Homotopieinvarianz in der Natur von vielen Zuordnungen,
welche kontinuierliche Vorgange in algebraische vergrobern, —
Schon gut, aber warum ist das so wichtig? Nun, well die Be-
rechenbarkeit der Funktoren zu einem grofien Teil darauf beruhtl
Der beste Funktor niitzt nichts, wenn man ihn gar nicht berechnen
kann. Die Definition direkt anzuwenden ist meist zu kompliziert,
aber wenn man wegen Homotopieinvarianz zu homotopen Ab-
bildungen und homotopieaquivalenten Raumen iibergehen darf,
kann man die Aufgabe oft drastisch vereinfachen. — Tatsachlich
fiihrt man explizite Berechnungen direkt nach der Definition nur
fiir ein paar ganz einfache Standard-Raume durch (wie etwa fur
den einpunktigen Raum, fur Sl oder dergl.) und verfahrt dann
nach "Gesetzen", unter denen eben die Homotopieinvarianz eines
der wichtigsten ist (andere sind z.B. Mayer-Vietoris-Prinzip, lange
exakte Folgen, Spektralsequenzen).

Der zweite Hauptgrund fur die Niitzlichkeit des Homotopiebe-
griffs ist die Moglichkeit, manche geometrische Probleme auf Ho-
motopieprobleme zu "reduzieren". — Wenn wir einen algebraisch-
topologischen Funktor auf eine geometrische Situation, d.h. auf
alle darin vorkommenden Raume und Abbildungen anwenden,
dann erhalten wir im allgemeinen ein stark vergrobertes, verein-
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fachtes, aber eben deshalb durchschaubares algebraisch.es "Ab-
bild" der geometrischen Situation. Fiir die Eigenschaften der
geometrischen Daten erhalt man daher im algebraischen Ab-
bild nur notwendige Bedingungen, z.B.: Wenn / : X —> Y ein
Rechtsinverses hat, dann auch H(f) : H{X) —> H(Y), aber
umgekehrt kann man meist nicht schliefien, der Funktor gibt
nicht alle wesentlichen Ziige des geometrischen Problems wieder,
sondern nur einen Aspekt. Die Homotopiekategorie steht nun
gewissermafien zwischen den Extremen topologischer Undurch-
schaubarkeit und algebraischer Ubersimplifizierung. Einerseits ist
sie ziemlich "fein" und steht der topologischen Kategorie nahe,
wie ja auch die Homotopieinvarianz so vieler Funktoren zeigt.
Deshalb sind die homotopischen Bedingungen zuweilen wirk-
lich hinreichend, und das urspriingliche topologische Problem
kann gelost werden, wenn sein Abbild in der Homotopiekatego-
rie gelost werden kann. Andererseits ist die Homotopiekategorie
doch grob und algebraisch genug, um Berechnungen nicht vollig
unzuganglich zu sein. Es gibt, anschaulich gesagt, viel weniger
Homotopieklassen als Abbildungen und [X, Y] ist deshalb bis zu
einem gewissen Grade iiberschaubar, z.B.: Es gibt viele und kom-
plizierte geschlossene Kurven S1 —» CxO, aber [5'1,C\0] = Z
("Umlaufszahl"). Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die algebraische
Handhabbarkeit der Homotopiekategorie sind die sogenannten
"Homotopiegruppen" eines topologischen Raumes, und ich will
den grofien Redeflufi einmal unterbrechen, um deren Definition
hierher zu setzen, wozu ein klein wenig Notation gebraucht wird,
namlich: Unter einem Raum mit Basispunkt versteht man ein-
fach ein Paar (X,XQ) aus einem topologischen Raum X und
einem Punkt XQ e X. Was basispunkterhaltende stetige Abbil-
dungen (X,XQ) —> (Y,yo) sind, ist dann wohl klar, und ebenso
was unter basispunkterhaltender Homotopie zwischen solchen
Abbildungen zu verstehen sein wird. Die Menge solcher Homo-
topieklassen werde mit [(X, XQ), (Y, J/O)] bezeichnet. Ist nun N
ein fester Punkt der n-Sphare 51™-1, etwa der Nordpol, dann
ist Trn(X, Xo) := \{Sn, N), (X, XQ)] in einer gewissen, gleich noch
zu erlauternden Weise eine Gruppe (abelsch fiir n > 2) und
heifit die n-te Homotopiegruppe von (X,XQ). — Am bequem-
sten laBt sich die Gruppenverkniipfung hinschreiben, wenn man
die n-Sphare als den Quotientenraum In/dln auffafit, der aus
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dem Wiirfel In := [0,1]" durch Zusammenschlagen des Randes
dln := {(xi,... ,xn) e In | mindestens eines der Xi ist 0 oder 1}
zu einem Punkt entsteht (erinnere Dn/Sn~1 = Sn aus 3.6, wegen
Dn ^ jn e r g i b t g i c h a n a l o g auch in/Qjn ^ gny Wahle also
ein fur allemal einen Homoomorphismus In/dln = Sn, der den
Punkt dln auf den Nordpol abbildet. Dann sind die stetigen
Abbildungen (Sn,N) —> (X,Xo) gerade die stetigen Abbildungen
In —> X, die ganz dln auf XQ abbilden. Sind nun a, (3 zwei
solche Abbildungen, so definieren sie in naheliegender Weise eine
Abbildung von [0,2] x [0,1]""1 -> X, die auf der linken Halfte
durch a und auf der rechten durch /? gegeben ist, und wenn wir
noch eine Abbildung I™ —> [0,2] x In~1 davorschalten, die den
ersten Faktor um das Doppelte streckt, so reprasentiert

hier <i I L ^ h i fi

die Zusammensetzung wieder ein Element von i:n{X, xo), und die-
ses, so definiert man, soil die Verkniipfung [a][f}\ der Elemente
[a],[/?] € *n(X,x0) sein. (Vgl. z.B. [11], S. 5).

Diese Mittelstellung der Homotopie zwischen Topologie und
Algebra, sage ich den Faden wieder aufnehmend, hat es moglich
gemacht, bedeutende geometrische Probleme erst in Homotopie-
probleme umzuformulieren und dann mittels homotopietheoreti-
schem Kalkiil ganz oder teilweise zu losen. Diese Dinge gehen nun
freilich so weit iiber das hinaus, was man mit den Mitteln und
auf dem Niveau des gegenwartigen Buches beweisen konnte, dafi
hier dariiber zu reden ein kritischer Betrachter fur Frevel halten
mag. Doch das soil mich nicht anfechten; ein Beispiel nenn' ich
Ihnen um Ihrer nun schon angeregten Phantasie einige Nahrung
zu geben.

Zwei n-dimensionale, kompakte unberandete differenzierbare
Mannigfaltigkeiten Mi und Mi heifien "bordant", wenn es eine
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(n + l)-dimensionale kompakte berandete Mannigfaltigkeit W
gibt, deren Rand die disjunkte Summe von Mi und M2 ist:

W

"Bordant" ist eine Aquivalenzrelation, und die Aquivalenzklassen,
die "Bordismusklassen", bilden mit der durch disjunkte Verei-
nigung erklarten Verkniipfung eine abelsche Gruppe yin. Pro-
blem: Man bestimme diese Gruppe. — Dieses Problem zu losen
hiefie, die Klassifikation der n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
bis auf Bordismus auszufuhren. Nun ist Bordismus im Vergleich
zur DifFeomorphie zwar eine grobe Relation, aber die Differenti-
altopologie hat alien Grund, auch grobere Klassifikationen will-
kommen zu heiBen, denn iiber die Diffeomorphieklassifikation der
hoherdimensionalen Mannigfaltigkeiten ist bis heute noch wenig
bekannt, und zu der Zeit, in der unsere Geschichte spielt, An-
fang der 50iger Jahre, wufite man daruber gar nichts. Uberdies ist
die Bordismusrelation nicht so grob wie sie auf den ersten Blick
aussehen mag, sie erhalt einige wichtige Eigenschaften der Man-
nigfaltigkeiten, und jedenfalls hat sich die Bordismusklassifikation
in der Folgezeit als sehr fruchtbar und niitzlich erwiesen.

Ein nicht gerade zuganglich aussehendes Problem, in Ab-
wesenheit jeglicher Art Uberblick iiber die hoherdimensionalen
Mannigfaltigkeiten! Rene Thorn hat es 1954 mit homotopietheo-
retischen Mitteln gelost. Ich will das Resultat (vgl. [18]) hier
nicht hinschreiben, die 9tn sind jedenfalls gewisse endliche abel-
sche Gruppen, sehr verschieden fur verschiedene n und in keiner
Weise durch geometrische Intuition zu erraten. Woriiber ich aber
noch ein Wort sagen mochte, das ist die Homotopie-Fassung
des Problems. In 3.4 war von der GraBmann-Mannigfaltigkeit
O(k + n)/O(k) x O(n) die Rede gewesen, deren Punkte die k-
dimensionalen Untervektorraume des R"+fc sind. Uber dieser
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Mannigfaltigkeit gibt es ein kanonisches fc-dimensionales Vektor-
raumbiindel ("GraBmannbiindel"), die Faser iiber einem "Punkt"
£ C Wl+k ist eben dieser &-dimensionale Vektorraum £ selbst
(oder genauer £ X {£}, denn die Fasern miissen alle disjunkt sein).
Es bezeichne MnO(k) den Thom-Raum dieses Biindels (vgl. 3.6
Beispiel 5). Thorn konnte beweisen, daB fur groBe k die Homoto-
piegruppe Trn+k(MnO(k)) isomorph zu 9ln ist. Die Berechnung
dieser Homotopiegruppe ist also das Homotopieproblem, auf das
das Bordismenproblem reduziert werden konnte; und dieses Ho-
motopieproblem. konnte Thom losen, wobei er die neuen Methoden
benutzte, mit denen kurz vorher J.P. Serre einen groBen Durch-
bruch in der bis dahin lange stagnierenden Homotopietheorie
erreicht hatte. — Ich hatte grofie Lust, jetzt die "Pontrjagin-
Thom-Konstruktion" zu schildern, mit deren Hilfe Thom die
Umwandlung des Bordismenproblems in ein Homotopieproblem
vorgenommen hat, und zu erzahlen, wie diese Konstruktion mit
der Konstruktion von Pontrjagin (1938) und diese mit einer noch
alteren von Hopf (1926) zusammenhangt — ein sehr interessantes
und lehrreiches Detail aus der Entwicklung der modernen Topo-
logie. Aber ich widerstehe fur diesmal der Versuchung, damit das
Buch, das sich hier ohnehin schon bedenklich ausbeult, nicht am
Ende noch platzt.



6 Die beiden
Abzahlbarkeitsaxiome

6.1 Erstes und Zweites Abzahlbarkeitsaxiom

Dieses kurze Kapitel kniipft wieder direkt an die Grundbegriffe
an. Wir erinnern uns: Eine Menge 58 von offenen Mengen in X
heifit eine Basis der Topologie von X, wenn jede offene Menge
Vereinigung von Mengen aus 93 ist. Diesem Begriff stellen wir
jetzt noch den der "Umgebungsbasis" zur Seite:

Definition (Umgebungsbasis): Sei X ein topologischer Raum,
xo G X. Eine Menge it von Umgebungen von XQ heifit Umge-
bungsbasis von xo , wenn in jeder Umgebung von XQ eine Umge-
bung aus it steckt.
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BEISPIEL: Die Menge aller Umgebungen
von x0 ist naturlich eine Umgebungsba-
sis (uninteressant). Aber: Sei X = R™.
Die Menge der Kugeln A'j_(xo) vom Ra-
dius i , n = 1,2,... um XQ bildet eine
(abzahlbare!) Umgebungsbasis von xo •

Definition (Abzahlbarkeitsaxiome): Ein topologischer Raum
erfiillt das Erste Abzahlbarkeitsaxiom, wenn jeder Punkt eine
abzahlbare Umgebungsbasis besitzt. Er erfiillt das Zweite Abzahl-
barkeitsaxiom, wenn er eine abzahlbare Basis der Topologie be-
sitzt.

Offenbar ist das zweite das starkere Axiom; denn die Xo enthal-
tenden Mengen einer abzahlbaren Basis bilden ersichtlich eine
abzahlbare Umgebungsbasis von XQ . — Beide Axiome haben
die Eigenschaft, sich auf Teilraume zu iibertragen. — Der Rn

und mithin alle seine Teilraume erfullen die beiden Axiome (Die
Kugeln mit rationalem Radius und rationalen Mittelpunktsko-
ordinaten bilden eine abzahlbare Basis der Topologie). — Me-
trisierbare Raume erfullen jedenfalls stets wenigstens das Erste
Abzahlbarkeitsaxiom: Ist d eine Metrik, so bilden die Kugeln
K±{XQ) bezuglich d eine abzahlbare Umgebungsbasis von XQ .

n

Um den Unterschied zwischen den beiden Axiomen besser ein-
zusehen, wollen wir einige Beispiele von Raumen betrachten, die
zwar das erste, aber nicht das zweite erfullen. Die iiberabzahlbaren
diskreten Raume, die ja offenbar diese Eigenschaft haben, sind
zwar selber nicht gerade interessante topologische Raume, aber
beim Aufsuchen besserer Beispiele ist niitzlich zu beachten

Notiz: Hat ein topologischer Raum einen uberabzahlbaren dis-
kreten Teilraum, so kann er das Zweite Abzahlbarkeitsaxiom nicht
erfullen.

BEISPIEL 1: Sei C(R.) der Banachraum der beschrankten stetigen
Funktionen auf R mit der Supremumsnorm. Dann erfiillt C(R.)
als metrischer Raum das Erste, aber er erfiillt nicht das Zweite
Abzahlbarkeitsaxiom.
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Beweis: Definiere zu jeder reellen Zahl in Dezimalbruchentwick-
lung x eine stetige beschrankte Funktion fx, die bei n e Z als
Wert die n-te Dezimale nach dem Komma hat.

Dann ist jedenfalls ||/x — / j , | | > 1 fur x ^= y, und deshalb ist
{/z | a; € R} ein tiberabzahlbarer diskreter Teilraum von C(K),
also kann C(R) das Zweite Abzahlbarkeitsaxiom nicht erfiillen.

BEISPIEL 2: Sei H ein "nichtseparabler" Hilbertraum, d.h. einer
in dem keine abzahlbare Hilbert-Basis existiert. Eine Hilbert-Basis
{e\}\eA hat dann also eine iiberabzahlbare Indexmenge, und we-
gen \\e\ — eM|| = \/2 fur A ̂  \i folgt wie oben, dafi H das Zweite
Abzahlbarkeitsaxiom nicht erfullt, wohl aber als metrischer Raum
das Erste.

6.2 Unendliche Produkte

Wir wollen natiirlich auch einen topologischen Raum sehen, der
keines der bei den Abzahlbarkeitsaxiome erfullt, und ich nehme die
Frage zum Anlafi, hier ein erstes Mai iiber Produkte beliebig vieler
topologischer Raume zu sprechen, die uns dann im Kapitel 10 wie-
der beschaftigen werden. - Unter dem Produkt F|AgAXx einer
Familie {XA}AGA von Mengen versteht man die Menge der Fami-
lien {XA}AEA

 v o n Elementen mit x\ e X\ fur alle A e A, also
FLeA^A := {{x\}\eA I x\ e X\}. Ist /z e A ein fester Index, so
ist durch {XA}AEA I^ XH die Projektion TTM : IlAeA^A ~^ ^M

 au^
den /U-ten Faktor definiert. x^ heifit auch die /z-te Komponente
des Punktes {x\]x&k G IIASA^A- ^ u r ^ = {!)••• >n} schreibt
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man statt {^A}AE {i,...,n} naturlich besser (x\,..., xn), und dann
gehen die obigen Notationen in die vertrauteren der endlichen kar-
tesischen Produkte Xi x • • • x Xn iiber.

Definition (Produkttopologie): Sei {XA}ASA erne Familie to-
pologischer Raume. Unter der Produkttopologie auf Ĵ AeA -̂ A ver~
steht man die grobste Topologie, beziiglich der die Projektionen
auf die einzelnen Faktoren alle stetig sind. Mit dieser Topologie
heifit I I A S A ^ * dann der Produktraum.

Die Urbilder offener Mengen unter den Projektionen wollen wir
offene Zylinder nennen,

Produkt der
ubrigen
Faktoren

Produkt
aller Faktoren

7TA

[/offen
ein Faktor X\

und die Durchschnitte von je endlich vielen offenen Zylindern sol-
len offene Kdstchen heifien. Dann bilden also die offenen Zylin-
der eine Subbasis {7r̂ 1(C )̂ | A € A, U C X\ offen} der Produkt-
topologie, und die offenen Kastchen eine Basis

•rv . . . Ar e A, Ui C Xx; offen}.

Man kann also auch sagen: Eine Teilmenge des Produktes ist of-
fen in der Produkttopologie, wenn sie mit jedem Punkt auch ein
offenes Kastchen urn diesen Punkt entha.lt, - Sind die Faktoren
alle gleich, d.h. X\ = X fur alle A e A, dann schreibt man statt
FJAgAX auch gern XA. Die Elemente von XA sind also einfach
die (beliebigen) Abbildungen A —> X. - Nun wenden wir uns
wieder den Abzahlbarkeitsaxiomen zu:
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BEISPIEL 1: 1st A iiberabzahlbar und jedes X\ nichttrivial (was
nur heifit, dafi es aufier 0 und X\ wenigstens noch eine andere
ofFene Menge hat), dann erfiillt der Produktraum Y\\^^ X\ nicht
das Erste und also auch erst recht nicht das Zweite Abzahlbarkeits-
axiom.

Beweis: Zu jedem A wahle eine ofFene Menge U\ in X\, die we-
der 0 noch ganz X\ ist, und wahle ein x\ e U\ . Wenn der Punkt
{^AJAEA eine abzahlbare Umgebungsbasis hatte, dann sogar eine
aus ofFenen Kastchen. Aber an abzahlbar vielen Kastchen konnen
{iberhaupt nur abzahlbar viele A "beteiligt" sein. Wahle ein un-
beteiligtes A. Dann steckt in ^^{Ux) keines jener Kastchen, Wi-
derspruch. D

BEISPIEL 2: Ein oo-dimensionaler Hilbertraum mit der schwachen
Topologie (d.h. der grobsten, in der die linearen Funktionale, hier
also die Abbildungen (i>,..) : H —> K, v e H, noch stetig bleiben)
erfiillt nicht das Erste Abzahlbarkeitsaxiom. -

Dies folgt ahnlich wie in Beispiel 1, und zwar auch im separa-
blen Fall, weil H dann zwar eine abzahlbare Hilbert-Basis, aber
keine abzahlbare Vektorraumbasis hat. Vgl. [15], S. 379.

6.3 Die Rolle der Abzahlbarkeitsaxiome

Das Erste Abzahlbarkeitsaxiom hat mit der Konvergenz von Fol-
gen zu tun. - Statt "es gibt ein no , so dafi xn € U fur alle n > no "
wollen wir sagen: "die Folge (a:n)n>i bleibt schliefilich in Z7", we-
niger weil es kiirzer, als weil es suggestiver ist. — Ist / : X —> Y
stetig und limx,, = a in X, dann ist lim/(xn) = f(a) in Y:
eine wohlbekannte Tatsache und vollig trivial, denn ist U eine
Umgebung von f(a), dann auch f~1(U) von a, also bleibt die
Folge schliefilich in f~1(U) und daher die Bildfolge in U. Ist spe-
ziell X ein Teilraum von R™, so kennen wir auch die Umkehrung:
/ : X —* Y ist genau dann stetig, wenn jede konvergente Folge
in eine gegen das Bild des Limes konvergierende Folge iibergeht.
Diese Charakterisierung der Stetigkeit ("Folgenstetigkeit", konnte
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man sagen) gilt aber nicht fiir alle Raume: Die richtige Konvergenz
der Bildfolgen ist im allgemeinen nicht hinreichend fiir die Stetig-
keit, und dafiir wollen wir zuerst einmal ein Beispiel anschauen.

BEISPIEL: ES sei X die Menge der stetigen Funktionen [0,1] -»
[—1,1], versehen mit der Produkttopologie, d.h. mit der Topologie
als Teilraum X C [-1, l][0 '1] = ILeto.ilh1 ' *] • A l s Menge ist das
also dasselbe wie die Einheitskugel im Banachraum C[0,1], aber
wir betrachten eine ganz andere Topologie. Was bedeutet dann
Konvergenz in X, was bedeutet iiberhaupt Konvergenz in einem
Produktraum? Eine Folge in FJAeAX.\ konvergiert genau dann
gegen a, wenn sie in jedem offenen Kastchen um a schliefilich
bleibt, und deshalb auch genau dann, wenn sie in jedem offenen
Zylinder um a schliefilich bleibt: Also genau dann, wenn sie kom-
ponentenweise gegen a konvergiert. Die Konvergenz in unserem
als Beispiel gewahlten Funktionenraum X ist also nichts anderes,
als die gewohnliche punktweise Konvergenz: linnpn = ip heifit
lim<£>n(A) = y>(A) fiir alle A e [0,1]. - Jede stetige Funktion
auf dem Intervall [0,1] ist natiirlich erst recht quadratintegrier-
bar, und so haben wir eine kanonische Abbildung X —> L2[0,1],
ip \—> tp, von X in den Hilbertraum der quadratintegrierbaren
Funktionen auf [0,1]. Diese Abbildung nun ist folgenstetig, wie

z.B. sofort aus dem Lebes-
gueschen Konvergenzsatz
folgt, sie ist aber nicht ste-
tig. Denn sonst miifite es
zu jedem e > 0 ein offe-
nes Kastchen K um die
Null in [-I,!]!0-1] geben,
so dafi JQ ip2dx < e fiir
alle ip e K D X, aber in
K zu liegen ist iiberhaupt
nur eine Bedingung iiber
die Werte von <p an gewis-
sen endlich vielen Stellen

in [0,1], und eine solche Bedingung kann nicht verhindern, daB
Jo <p2dx beliebig nahe an 1 ist.

Soweit also unser Beispiel einer folgenstetigen, aber nicht ste-
tigen Abbildung. Es gilt jedoch:

A2
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Bemerkung 1: Erfullt X das Erste Abzahlbarkeitsaxiom und
ist Y ein beliebiger topologischer Raum, so ist eine Abbildung
/ : X —v Y genau dann stetig, wenn sie folgenstetig ist.

Beweis: Sei also / folgenstetig, a € X und U eine Umge-
bung von f(a). Zu zeigen: Es gibt eine Umgebung V von a
mit f(V) C U. Angenommen, kein V erfiille diese Bedingung,
insbesondere nicht die endlichen Durchschnitte V\ f~l • • • 0 Vn

aus den Vi einer abzahlbaren Umgebungsbasis von a. Wahle
xn € Vin---ny n mit f(xn) <£ U. Dann konvergiert (zn)re>i ge-
gen a, denn in jeder Umgebung von a steckt ein Vi, und xn e Vi
fur alle n > i. Aber natiirlich konvergiert die Bildfolge nicht
gegen f(a), sie betritt ja dessen Umgebung U iiberhaupt nicht.
Widerspruch zur Folgenstetigkeit von / . •

Wichtiger als die Folgenstetigkeit ist vielleicht der BegrifF der
Folgenkompaktheit, und auch dabei spielt das Erste Abzahlbar-
keitsaxiom ein entscheidende Rolle.

Definition: Ein topologischer Raum X heifit folgenkompakt,
wenn jede Folge in X eine konvergente Teilfolge hat.

Oft wiinschte man sich, kompakt und folgenkompakt ware das-
selbe, sei es dafi man konvergente Teilfolgen braucht, sei es daB
man umgekehrt uber Folgen besser Bescheid weifi als iiber ofFene
Uberdeckungen, wie es besonders in Funktionenraumen leicht der
Fall sein kann. Die BegrifFe sind aber nicht dasselbe, ja ganz all-
gemein folgt weder das eine aus dem anderen, noch das andere
aus dem einen. Anstatt dafur Beispiele zu geben, will ich diesmal
einen Literaturhinweis einschalten, und zwar: Seien A und B zwei
topologische Eigenschaften, von denen Sie gern wissen mochten,
ob "A => B" gilt, und nehmen wir an, es sei Ihnen zu miihsam
oder zu unzuverlassig oder einfach zu langweilig, sich das selbst
zu iiberlegen. Dann nehmen Sie naturlich ein Topologiebuch zur
Hand, suchen im Register die Stichworte A und B auf, und wenn
A => B wirklich gilt, so werden Sie es sehr wahrscheinlich als
Lemma ausgesprochen finden. Wenn aber A =$• B nicht gilt, dann
stehen die Chancen schlechter - im allgemeinen; aber es gibt ein
Buch, das gerade fur solche Falle exzellent ist, namlich L.A. Steen
und J.A. Seebach, Counterexamples in Topology [17]. Darin sind
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143 Beispiele z.T. ziemlich seltsamer topologischer Raume einzeln
beschrieben, und am Schlufi finden Sie eine "Reference Chart",
eine grofie Tabelle, worauf fur jedes dieser Beispiele und fur jede
von 61 (!) topologischen Eigenschaften sofort zu sehen ist, ob das
Beispiel die Eigenschaft hat oder nicht.

GENERAL REFERENCE CHART

Beispiels \ ijr ^- ^ ^ ^ •„• i
im Text

1 1 1 1 1 1 1 1 1 I ] 1 1 I I 1 1 1 I I 1 I 1 1 1 1 1 I 1 I I

2 1 1 1 I I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 I 1 1 1 I 1 1 1

3 1 1 1 1 1 1 1 I 1 I I 1 I 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1

4 0 0 0 0 1 1 4 1 0 0 0 0 0 0 0 I 1 1 I 1 I 1 1 I 1 1 1 1 I 1

5

6 0 0 0 O 1 1 1 I 0 0 0 O 0 O 0 O 1 1 0 0 1 O I 1 1 1 1 1 1 1

8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

9 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0

Nun brauchen Sie nur die Spalten fur A und B zu inspizieren,
und insbesondere finden Sie, urn nun wieder zuriick zu unserem
Thema zu kommen, Beispiele kompakter aber nicht folgenkompak-
ter und Beispiele folgenkompakter aber nicht kompakter Raume.
Es gilt jedoch

Bemerkung 2: Erfiillt ein kompakter Raum das Erste Abzahlbar-
keitsaxiom, so ist er auch folgenkompakt.

Beweis: Sei (in)B>i eine Folge in X. Zunachst nur die Kom-
paktheit von X ausnutzend bemerken wir, dafi es einen Punkt
a € X geben mufi, so dafi die Folge in jede Umgebung von a
unendlich oft hineintappt, denn sonst hatte jeder Punkt x eine
offene Umgebung Ux, die von der Folge nur endlich oft getroffen
wird, und wegen X = UXl U • • • U UXr wiifite die Folge schlieBlich
gar nicht mehr, wo sie den FuB hinsetzen soil. - Hat nun a eine
abzahlbare Umgebungsbasis {Vi};>i, so konnen wir offenbar eine
Teilfolge {xnk})i>i mit xnk e V\ fl • • • D Vk wahlen, und diese
konvergiert dann gegen a. •
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Bemerkung 3: Fur metrische Raume sind die BegrifFe "kom-
pakt" und "folgenkompakt" sogar gleichbedeutend.

Beweis: Sei also X ein folgenkompakter metrischer Raum und
{^A}A e A eine oiFene Uberdeckung, die keine endliche Teiliiberdek-
kung hat. Wir wollen daraus einen Widerspruch ableiten. - Zu
jedem x e X wahlen wir ein \(x) so, dafi x nicht nur in
U\(x) enthalten ist, sondern sogar ziemlich tief darin steckt,
namlich: Der Radius r der grofiten ofFenen Kugel um x, die
noch in U\(x) enthalten ist, sei entweder grofier als 1 oder doch
so grofi, dafi die Kugel vom Radius 2r um x in keiner der
Uberdeckungsmengen mehr enthalten ist. OfFenbar ist es moglich,
A(x) so zu wahlen. - Jetzt wahlen wir eine Folge (£n)n>i induktiv
mit xn+i £ U\(Xl) U • • • U Ux(Xn) • Beachte, dafi nun der Abstand
eines Folgengliedes X{ zu jedem seiner NachFolger entweder grofier
als 1 oder aber so grofi ist, dafi die Kugel um Xi mit dem dop-
pelten Abstand als Radius in keine der Uberdeckungsmengen
pafit. Sei nun a der Limes einer Teilfolge und 1 > r > 0, so
dafi Kr(a) C Ux(a) • Dann mufite die TeilFolge schliefilich so-
gar in Kn(a) bleiben, aber dort waren die Folgenglieder enger
zusammengepFercht als nach Konstruktion moglich, Widerspruch.

•

Soviel uber das Erste Abzahlbarkeitsaxiom. Wo begegnet man
dem Zweiten? An einer ganz prominenten Stelle, namlich in der
Definition des BegrifFes "MannigFaltigkeit": Eine n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit ist ein HausdorfFraum, der lokal
zu Rn homoomorph ist und das Zweite Abzahlbarkeitsaxiom
erfullt. In einer Reihe von mathematischen Disziplinen sind
die Studienobjekte topologische MannigFaltigkeiten mit Zusatz-
strukturen, so z.B. in der Differentialtopologie, in der Riemann-
schen Geometrie, der Theorie der Liegruppen, der Theorie der
Riemannschen Flachen, u.a., und in weiteren Gebieten sind
die Objekte mannigFaltigkeitsahnliche Gebilde, z.B. komplexe
Raume, von denen ebenfalls das Zweite Abzahlbarkeitsaxiom ge-
Fordert wird. ([10], S. 18). So kann man sagen, dafi das Zweite
Abzahlbarkeitsaxiom zu den Grundaxiomen des grofiten Teils
der modernen Geometrie und Topologie gehort. - Bei der blofien
Definition des MannigFaltigkeitsbegrifFes ist noch nicht abzuse-
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hen, weshalb es gefordert wird. Bald wird aber seine techni-
sche Bedeutung klar. Es ermoglicht namlich, zu jeder offenen
Uberdeckung {C/AJASA, insbesondere zu jeder Familie offener
Umgebungen {Ux}x ex , stets eine abzahlbare Teiluberdeckung zu
finden, und das braucht man fur die vielen induktiven Konstruk-
tionen und Beweise, bei denen man von den lokalen Kenntnissen
(lokal homoomorph zu K."!) ausgeht und von UXl U • • • U UXr zu
UXl U • • • U UXr U UXr+1 fortschreitet. Das Zweite Abzahlbarkeits-
axiom ist aber nicht nur eine technische Bequemlichkeit; wiirde
man es streichen, so waren in der Differentialtopologie z.B. die
Metrisierbarkeit der Mannigfaltigkeiten, die Whitneyschen Ein-
bettungssatze, der Satz von Sard usw. nicht mehr richtig. - Nun,
das allein ware natiirlich noch kein Grund, die Raume ganz aufier
acht zu lassen, welche das Zweite Abzahlbarkeitsaxiom nicht
erfullen, aber sonst ganz wie Mannigfaltigkeiten aussehen. Viel-
leicht sind die ja ganz besonders interessant? Das scheint aber
nicht der Fall zu sein, und jedenfalls fehlt es an positiven Griinden,
urn deretwillen man solche "Mannigfaltigkeiten" studieren sollte.

Zum Schlusse dieses Kapitels will ich noch eine Art "Drittes
Abzahlbarkeitsaxiom" erwahnen, dem man manchmal begegnet,
und zwar die Separabilitat.

Definition: Ein topologischer Raum heifit separabei, wenn er
eine abzahlbare dichte Teilmenge entha.lt.

Diese Eigenschaft ist von ziemlich anderer Natur als das 1.
und 2. Abzahlbarkeitsaxiom, indem sie sich nicht auf Teilraume
zu vererben braucht: R2 mit den abgeschlossenen Viertelebenen

•(2, 2)

offen

"(0, 0)

(x,y) + K.++ als Subbasis (ubrigens sogar Basis) einer neuen To-
pologie ist ein separabler Raum, es ist ja z.B. {(n,n) \ n e N}
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dicht darin; aber andererseits ist die "Gegendiagonale" x + y — 0
ein iiberabzahlbarer diskreter Teilraum, also nicht separabel. Na
ja, werden Sie sagen, das ist aber auch ein sehr pathologisches Bei-
spiel. Zugegeben! Aber in "verniinftigen" Raumen, z.B. in metri-
schen, ist der Begriff entbehrlich, denn metrische Raume sind ge-
nau dann separabel, wenn sie das 2. Abzahlbarkeitsaxiom erfullen.

In jedem Falle impliziert das 2. Abzahlbarkeitsaxiom die Sepa-
rabilitat, und in Hilbertraumen nimmt der Begriff den Sinn an,
in dem wir ihn dort schon mehrfach verwendet haben: Existenz
einer abzahlbaren Hilbert-Basis.



7 CW-Komplexe

7.1 Simpliziale Komplexe

Bevor wir zu den CW-Komplexen selbst kommen, mochte ich et-
was iiber deren Vorlaufer, die simplizialen Komplexe erzahlen.

Die Sprache der Mengentheoretischen Topologie gestattet es,
zahlreiche und auf den ersten Blick sehr unterschiedliche Probleme
biindig und einheitlich zu formulieren und sie einer gemeinsamen
anschaulichen Vorstelhmg zu unterwerfen. Zur anschliefienden
Losung dieser Probleme tragt die Mengentheoretische Topologie
im engeren Sinne ziemlich wenig bei. Die weitaus meisten Pro-
blemlosemethoden kommen aus der Algebraischen Topologie. Das
wurde auch schon sehr friih erkannt, und es war von Anfang (d.h.
etwa von der Jahrhundertwende) an ein Hauptbestreben der To-
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pologen, die algebraisch-topologische Maschinerie zu entwickeln.
Klassische Lehrbiicher der Topologie wie etwa Seifert-Threlfall,
Lehrbuch der Topologie (1934) und Alexandroff-Hopf, Topolo-
gie I (1935) enthalten iiberwiegend Algebraische Topologie, und
die Trennung der Topologie in "Mengentheoretische" einerseits
und "Algebraische" andererseits wurde erst nach dem Zweiten
Weltkrieg durch die Fiille des Materials bewirkt.

Die Algebraische Topologie, darf man wohl sagen, beginnt mit
den Simplices:

Definition (Simplices): Unter einem k-dimensionalen Sim-
plex oder k-Simplex im Rn verstehen wir die konvexe Hiille
S(VQ, . . . , Ufc) von k + 1 Punkten in allgemeiner Lage.

Die konvexe Hulle von t>o,..., Ufc ist bekanntlich die Menge
a ̂ ivi I ^i — 0 und Ao + • • • + Ajt = 1}, und "allgemeine

Lage" heifit, da8 (vi — wo,..., Ufc — VQ) linear unabhangig ist.

O-Simplex 1-Simplex 2-Simplex 3-Simplex
(Punkt) (Strecke) (Dreiecksfliiche) ((voiles) Tetraeder) "u s w-

Sprechweise: Die konvexe Hiille einer Teilmenge von {VQ, • • •
heifit ein Teilsimplex oder eine "Seite" von S(VQ, ... ,u&):

0-dim. Teilsimplex '
("Ecke")

2-dim. Teilsimplex

• 1-dim. Teilsimplex
("Kante")
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Definition (Simplizialer Komplex oder Polyeder): Eine
Menge K von Simplices im 1R™ heifit ein simplizialer Komplex
oder ein Polyeder, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(i): Mit jedem seiner Simplices enthalt K auch dessen samtliche
Teilsimplices.

(ii): Der Durchschnitt von je zwei Simplices von K ist entweder
leer oder ein gemeinsames Teilsimplex.

(iii): (Falls K unendlich ist:) K ist lokal endlich, d.h. jeder Punkt
des R.™ hat eine Umgebung, die nur endlich viele der Sim-
plices von K trifft.

Die Simplices diirfen also nicht wiist durcheinanderstechen,

K

sondern miissen hubsch ordentlich aneinanderpassen. Hier sind ein
paar Beispiele:

(1) Oktaederflache; das Polyeder besteht aus acht 2-Simplices
(und deren Seiten). Eine "simpliziale Version" der 2-Sphare.
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(2) Ein "simplizialer Torus":

(3) Ein simpliziales Mobiusband:

(4) Ein simpliziales Phantasiegebilde, das nur daran erinnern soil,
dafi die Simplices auch noch auf allgemeinere Weise zusammen-
stoBen diirfen, als in den ersten drei etwas spezielleren Beispielen:

Definition: Die Vereinigung \K\ :— U s C R™ aller Simplices
seK

eines Polyeders K heifit der dem Polyeder zugrunde liegende
topologische Raum.
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Es ist ja klar, welcher Unterschied zwischen K und \K\ besteht,
aber Sie konnen sich denken, dafi man nicht so pedantisch sein
wird, diesen Unterschied in Notation und Sprechweise fortwahrend
zu betonen: Man wird laxerweise von einem Polyeder C R.™ spre-
chen (und ein \K\ meinen) und im nachsten Augenblick von des-
sen Simplices reden (und nun K meinen). Naturlich kann man
das nicht immer so machen.

Soviel zum Begriif. Was aber soil's? Vom topologischen Stand-
punkt aus gesehen definieren die Polyeder als Teilriiume des R.n

zunachst nur eine, wie es scheint ziemlich spezielle Menge von
Beispielen topologischer Raume. Es hat jedoch mit den Polyedern
eine ganz besondere Bewandtnis, namlich: Kennt man von einem
endlichen Polyeder nur die Anzahl der wesentlichen Simplices (d.h.
solcher, die nicht schon als Seiten grofierer Simplices in K vor-
kommen) in jeder Dimension, und weifi man von je zwei solcher
Simplices, welche Ecken und damit welche Seiten sie gemeinsam
haben ("Simplex-Zahlen und Inzidenzen"), so kennt man \K\ bis
auf Homoomorphie. Wie namlich konstruiert man aus diesen An-
gaben einen zu \K\ homoomorphen Raum? Man wahlt sich in
jeder Dimension ein Standardsimplex, etwa A& := s(ei , . . . , ek+i)
mit den Einheitsvektoren in M. als Ecken, bildet die disjunkte
Summe so vieler Exemplare der Standardsimplices als die Sim-
plexzahlen bestimmen:

X = (Ao + • • • + Ao) + • • • + (AB + • • • + An)

und identifiziert entsprechende Seiten nach Vorschrift der Inzidenz-
angaben: Dann haben wir eine stetige Bijektion von dem (kom-
pakten!) Quotientenraum X/~ auf den Hausdorffraum \K\, also
einen Homoomorphismus.
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Beispiel: Konstruktion des Oktaeders aus acht 2-Simplices:

5 5 5 5 5

Ersichtlich liefern uns Simplexzahlen und Inzidenzangaben mehr
als den blofien Homoomorphietyp von \K\, wir kennen dann
natiirlich \K\ sogar bis auf Homoomorphismen, die Simplices af-
fin auf Simplices abbilden. Aber noch mehr natiirlich nicht, und
man beachte insbesondere, daB sich die Lage von \K\ im Raume
nicht aus Simplexzahlen und Inzidenzen ermitteln lafit, auch nicht
"im Wesentlichen", wie folgendes Beispiel zeigen soil:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 3 4 5 6 7 8 9 1

Aber kehren wir von diesen Beispielen zur Hauptlinie unseres The-
mas zuriick. Geht man von einem topologischen Raum zu den
Simplexanzahlen und Inzidenzen eines dazu homoomorphen Po-
lyeders iiber, so hat man zwar noch keine topologischen Invarian-
ten, aber die Gewifiheit, alle topologischen Invarianten im Prin-
zip aus diesen Daten berechnen zu konnen, denn man kann ja
bis auf Homoomorphie den Raum daraus rekonstruieren. Diese
Beobachtung steht gewissermafien am Anfang der Algebraischen
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Topologie, und jahrzehntelang gingen alle Bemiihungen in die da-
von gewiesene Richtung. Was sich schliefilich herauskristallisierte
war, in heutiger Terminologie gesprochen, der erste bedeutende
algebraisch-topologische Funktor, namlich die simpliziale Homo-
logie. Seiner Konstruktion nach ist das zunachst ein covarianter
Funktor H* = (Ho,Hi,...) von der Kategorie der Polyeder und
simplizialen Abbildungen, d.h. der Abbildungen, die Simplices af-
fin auf Simplices abbilden ("Simpliziale Kategorie") in die Kate-
gorie der graduierten abelschen Gruppen. Das Entscheidende sind
aber Invarianzsatze, aus denen hervorgeht, dafi H* einen (eben-
falls H* bezeichneten) Funktor auf der Kategorie der zu Polyedern
homoomorphen Raume und stetigen Abbildungen definiert:

simpliziale
Kategorie

Vergififunktor simpliziale Homologie

Kategorie der zu
Polyedern homoom.
top. Raume, steti-
ge Abbildungen "Homologie" H.

Kategorie der
graduierten

abelschen Gruppen

Wenn auch die simpliziale Homologie etwas eher da war, als die
Invarianzsatze, so werden Sie trotzdem nicht annehmen, dafi die
Invarianz ein "Zufall" ist, der "gliicklicherweise" die simpliziale
Homologie fur die Topologie brauchbar macht. Selbstverstandlich
hatten die Erfinder der simplizialen Homologie eine geometrische
Intuition von der Sache, die von Anfang an auf die topologi-
sche Invarianz abzielte. - Nun, das war ein Anfang. Heute sind
viele andere Funktoren hinzugekommen, und auch die Homologie
selbst reicht heute viel weiter und ist eleganter geworden ("Com-
puting homology with simplicial chains is like computing integrals
Ja f(x)dx with approximating Riemann sums", A. Dold, Lectures
on Algebraic Topology, 1972, S. 119). Einen Raum aus einfacheren
Bestandteilen aufzubauen (wie hier aus Simplices) ist aber nach
wie vor oft sehr nutzlich, nur benutzt man anstelle der simplizialen
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Komplexe heute meist CW-Komplexe, gewissermafien "Polyeder
der zweiten Generation", die viel flexibler und praktischer sind.
Was CW-Komplexe sind, ihre Grundeigenschaften, inwiefern sie
besser als Polyeder sind und weshalb man sie erst nach den Poly-
edern erfinden konnte, will ich in den nachfolgenden Paragraphen
erklaren.

7.2 Zellenzerlegungen

Unter einer Zerlegung einer Menge X, um doch daran zu erin-
nern, versteht man eine Menge paarweise disjunkter nichtleerer
Teilmengen von X, deren Vereinigung ganz X ist: jedes Element
von X liegt also in genau einer dieser Mengen. Ein topologischer
Raum heifit eine n-Zelle, wenn er zu Rn homoomorph ist; und
eine Zellenzerlegung £ eines topologischen Raumes X ist, wie der
Name sagt, eine Zerlegung von X in Teilraume, welche Zellen
sind. - Ein zellenzerlegter Raum (X, £) heifit ein CW-Komplex,
wenn er gewisse Axiome erfullt. Doch davon im nachsten Para-
graphen; erst wollen wir uns ein wenig an Zellen und Zellenzerle-
gungen gewohnen. Da der R° nur aus einem Punkt besteht,
sind die 0-Zellen gerade die einpunktigen Raume. Die offene Voll-
kugel D" und die punktierte n-Sphare 5"\pt sind bekanntlich
homoomorph zu Kn und deshalb n-Zellen (Sn \ p t -—> R™ durch
stereographische, R" <-=- SI -=-> Dn durch Zentral- und Ortho-
gonalprojektion).

Mit einer stetigen positiven Funktion r : Sn 1 —>• M. als "Strek-
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kungsfaktor" erhalt man durch 0 i—> 0 und x i—> Kjrfir) • x einen

Homoomorphismus von Rn auf sich, der also insbesondere Dn auf
eine n-Zelle abbildet, z.B.:

\

/

\

/

\
/

/
\

/

\

/

\
Zelle

ein einfaches Verfahren, welches uns genug Zellen liefert. In der
Tat ist aber sogar jede offene sternformige Teilmenge des R™ eine
n-Zelle, was am besten mit Hilfe des Flusses eines geeigneten ra-
dialen Vektorfeldes bewiesen wird.

Dies aber wirklich nur am Rande bemerkt, und eigentlich sollte
ich Ihre Aufmerksamkeit gar nicht auf solche Ungeheuer lenken,
denn Zelle ist zwar Zelle, aber wie diese hier im R2 liegt, ist ganz
und gar untypisch fur die schone und propre Art und Weise, in
der Zellen in CW-Komplexen liegen. Von grofiter Wichtig-
keit ist aber die Frage, ob eine n-Zelle zugleich auch rn-Zelle
fur ein m ^ n sein kann. Kann nicht! beeile ich mich zu sa-
gen: Rn ^ Rm fur n ^ m. Das wurde zuerst von L.E.J. Brou-
wer (1911) bewiesen, und der Beweis ist nicht einfach. Trivial ist
nur, dafi R° und 1R1 zu keinem der hoherdimensionalen Raume
R." homoomorph sind (R1 verliert als einziger Rn seinen Zusam-
menhang, wenn man einen Punkt herausnimmt). Der Beweis wird
aber sehr einfach, wenn man etwas Algebraische Topologie her-
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anziehen darf: Ware R" ^ Rm, dann auch R n \ 0 S R m \ 0 , also
5-n-i ^ R n x 0 s R™xo ~ S"1"1, und wegen der Homotopiein-
varianz der Homologie folgt daraus Hn-i(S

n~1) = -ffn_i(57"^1).
Aber fT^S*) S Z fur i = k > 0 und Null fur i ^ k > 0, also
folgt n = m. •

Das ist iibrigens auch wirklich ein "ehrlicher" Beweis, derm
in die Herleitung der benutzten Hilfsmittel geht der Brouwersche
Satz nirgends ein. - Wir diirfen also stets von der Dimension einer
Zelle sprechen.

Soviel {iber die Zellen als einzelne Wesen. Sehen wir uns nun
nach einigen Beispielen von Zellenzerlegungen um. Jeder simpli-
ziale Komplex K definiert in kanonischer Weise eine Zellenzerle-
gung von \K\, und zwar: Die Vereinigung der echten Teilsimplices
eines Simplex' s nennt man dessen Rand ds, und s\ds heifit das
zu s gehorige offene Simplex. Die offenen Simplices sind Zellen,
und die samtlichen offenen Simplices eines Polyeders K bilden
eine Zellenzerlegung von \K\. Ein paar andere Beispiele:

pt (0-Zelle)

5" \ipt (n-Zelle)

X = Wiirfeloberflache, kano-
nisch zerlegt in acht 0-Zellen,
zwolf 1-Zellen und sechs 2-Zellen

X = Sn , zerlegt in zwei Zellen

Das sind sehr brave Beispiele. Ungehindert durch Axiome konnten
wir naturlich einen Raum auch so zerlegen, dafi wir z.B. einige
ziemlich wild darin liegende paarweise disjunkte Zellen auswahlen
(wie etwa der obige "Stern" in R2) und die iibrigen Punkte zu
Nullzellen der Zerlegung erklaren. Mit solchen Zerlegungen kann
man aber gar nichts Verniinftiges anfangen, und wir wollen uns
nun den "CW-Axiomen" zuwenden.
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7.3 Der Begriff des CW-Komplexes

Definition (CW-Komplex): Ein Paar (X,£), bestehend aus
einem Hausdorffraum X und einer Zellenzerlegung £ von X heifit
CW-Komplex, wenn folgende drei Axiome erfullt sind:

AXIOM 1 ( "CHARAKTERISTISCHE ABBILDUNGEN"): Zu jeder n-
Zelle e e £ gibt es eine stetige Abbildung $ e : Dn —> X, welche
Dn homoomorph auf die Zelle e und Sn~1 in die Vereinigung der
hochstens (n — l)-dimensionalen Zellen abbildet.
AXIOM 2 ( "HULLENENDLICHKEIT" ): Die abgeschlossene Hiille e
jeder Zelle e € £ trifft nur endlich viele andere Zellen.
AXIOM 3 ("SCHWACHE TOPOLOGIE"): A C X ist genau dann
abgeschlossen, wenn jedes A D e abgeschlossen ist.

Der Begriff wurde 1949 von J.H.C. Whitehead eingefiihrt, die Be-
nennung bezieht sich auf die beiden Axiome 2 und 3, welche die
Bedingungen regeln, unter denen unendlich viele Zellen sinnvoller-
weise zugelassen werden konnen (fiir endliche Zellenzerlegungen
sind diese beiden Axiome trivialerweise immer erfullt), es steht
namlich "C" fur "closure finite" (hullenendlich) und "Wn fiir
"weak topology" (schwache Topologie).

Definition: Ist X ein zellenzerlegter Raum, so bezeichnet Xn

die Vereinigung der Zellen der Dimension < n und heifit das n-
Geriist oder n-Skelett von X.

Das Axiom 1 iiber die Existenz charakteristischer Abbildun-
gen sagt ungefahr aus, dafi die n-Zellen an das (n — 1)-Geriist
"angeheftet" zu denken sind. Wir werden diese Vorstellung noch
prazisieren (Abschnitt 7.5). Bevor wir Beispiele zur Illustration
der drei Axiome betrachten, will ich ein paar unmittelbare Fol-
gerungen aus dem Axiom 1 nennen, die man in seine Vorstellung
von den CW-Komplexen gleich mitaufnehmen sollte. Zum Bei-
spiel mufi jeder nichtleere CW-Komplex wenigstens eine O-Zelle
haben, denn ware n > 0 die niedrigste Zellendimension, so konnte
5n~x(^ 0!) nicht in X""1 = 0 abgebildet werden. Auch folgt
sofort: Jeder endliche CW-Komplex ist kompakt, namlich als Ver-
einigung der endlich vielen kompakten Teilraume $e(D"), e € £.
Es gilt aber sogar, dafi jede Zellenhulle kompakt ist, genauer:
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Bemerkung: Erfiillt eine Zellenzerlegung eines Hausdorffrau-
mes X das Axiom 1, so gilt fur jede n-Zelle: e = <&e(D

n),
insbesondere ist die Zellenhulle e kompakt und der "Zellenrand"

'n-1) liegt im (n-l)-Gerust.e \e =

Beweis: Allgemein gilt fur stetige Abbildungen f(B) C f(B);
hier also e = $e(-D

n) D $e(D
n) D e. Als kompakter Teilraum

eines Hausdorffraums ist $e(-D
n) abgeschlossen, und als abge-

schlossene Menge zwischen e und e mufi es e sein. D

Schauen wir uns nun einige Beispiele von zellenzerlegten Haus-
dorffraumen an und denken dabei an die Axiome. Zunachst einige
endliche Zerlegungen, bei denen also Axiome 2 und 3 von selbst
erfiillt sind: (1):

Zwei O-Zellen, zwei Vier O-Zellen, vier Drei O-Zellen, drei Drei O-Zellen, drei
1-Zellen. Axiom 1
verletzt, Zellen-
rand von e nicht
im O-Geriist.

1-Zellen. Axiom 1
erfiillt.

1-Zellen. Axiom 1
verletzt, Zellen-
hulle e nicht kom-
pakt.

1-Zellen. Axiom 1
erfiillt.

(2): Diese Zerlegung aus drei 0- und zwei 1-Zellen erfiillt nicht
Axiom 1, weil der Zellenrand von e nicht im 0-Geriist ist. Das
Beispiel ist iibrigens auch nicht durch eine andere Zerlegung zu
"retten": Der Raum ist nicht CW-zerlegbar.

O-Zelle.

1-Zelle -

0-Zelle-

0-Zelle

(3): Die beiden Zerlegungen von Wiirfel und Sphare am Ende
des vorigen Paragraphen sind CW-Zerlegungen. -
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Nun je ein Beispiel fiir die Unabhangigkeit der Axiome 2 und 3:

(4): Axiom 3 nicht erfiillt, wohl aber die Axiome 1 und 2:

jeder Punkt
des Randes
als 0-Zelle

jeder Radius
als 1-Zelle

(5): Axiom 2 nicht erfiillt, wohl aber Axiome 1 und 3:

jeder Punkt
des Randes
als 0-Zelle

2-Zelle

(6): Die Zerlegung eines Polyeders in seine offenen Simplices ist
eine CW-Zerlegung.

7.4 Unterkomplexe

Definition und Lemma (Unterkomplexe): Sei (X,£) ein
CW-Komplex, £' C £ eine Menge von Zellen darin und X' deren
Vereinigung. (X',£') heiftt Unterkomplex von (X,£), wenn
eine der drei folgenden aquivaienten Bedingungen erfiillt ist
(a): (X',£') ist ebenfalls ein CW-Komplex.
(b): X' ist abgeschlossen in X.
(c): eCX' fiirjedes e e £'.
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BEWEIS der Aquivalenz der drei Bedingungen: Der Schlufi (b)
=> (c) ist trivial. Zu (c) => (b): Zu zeigen e D X' ist abge-
schlossen fiir alle e e £. Wegen der Hiillenendlichkeit von X ist
EDX1 = efl(e'1U'- 'Ue'r), was wegen (c) gleich ePl(e ^ U- • -Ue'r),
also abgeschlossen ist, qed. Zu (a) =>• (c): Eine charakteristische
Abbildung $ e fiir e e £' in bezug auf (X',£') ist auch charakte-
ristisch in bezug auf (X, £), also folgt aus der Bemerkung in 7.3,
daB Qe(D

n), die Hiille von e im Raume X, die in (c) natiirlich
gemeint ist, zugleich auch die Hiille von e im Teilraume X' ist,
also jedenfalls in diesem enthalten ist. qed. Zu (b,c) =>• (a): Eine
im Hinblick auf X charakteristische Abbildung fiir e e £' ist we-
gen (c) auch charakteristische Abbildung fiir X'; und X' ist erst
recht hiillenendlich. Also erfiillt (X',£') die Axiome 1, 2. Noch zu
zeigen: Ist A C X', und A fl e abgeschlossen in X' fiir alle e e £',
dann ist A abgeschlossen in X'. — Wegen (b) heifit abgeschlossen
in X' soviel wie abgeschlossen in X, und deshalb mussen wir nur
noch priifen, dafi auch fiir die e e £ \ £ ' der Durchschnitt A fl e
abgeschlossen ist. Wegen der Hiillenendlichkeit von X ist aber
An e = AH (e'j U • • • U e'r) He, wobei wir e'̂  € £' annehmen diirfen,
weil Zellen aus £ \ £ ' zum Durchschnitt mit A <Z X' nichts bei-
tragen konnten. Also erst recht A 0 e = A n (e j U • • • U e J.) ("1 e,
aber A D (e 'x U • • • U e 'r) ist nach Voraussetzung abgeschlossen, also
auch A n e. D

Man darf wohl sagen, dafi aus diesem leicht zu behaltenden
Lemma alles schnell abzuleiten ist, was man beim praktischen
Umgehen mit CW-Komplexen iiber Unterkomplexe zu wissen
braucht. Wollen wir ein paar solcher Folgerungen nennen:

Korollare: (1): Beliebige Durchschnitte (wegen (b)), aber auch
beliebige Vereinigungen (wegen (c)) von Unterkomplexen sind wie-
der Unterkomplexe. (2): Die Geriiste sind Unterkomplexe (wegen
(c) und der Bemerkung in 7.3). (3): Jede Vereinigung von n-
Zellen in £ mit X"^1 ergibt einen Unterkomplex (aus demselben
Grunde). (4): Jede Zelle liegt in einem endlichen Unterkomplex
(Induktion nach der Dimension der Zelle: Hiillenendlichkeit und
Bemerkung in 7.3).

Eine fiinfte Folgerung will ich durch Absonderung von den er-
sten vier hervorheben
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Korollar: Jede kompakte Teilmenge eines CW-Komplexes ist
in einezn endlichen Unterkomplex enthalten. Insbesondere ist ein
CW-Komplex genau dann kompakt, wenn er endlich ist.

BEWEIS: Wegen (1) und (4) brauchen wir nur zu zeigen: Eine
kompakte Teilmenge A C X trifft nur endlich viele Zellen. Dazu:
Wahle in jeder getroffenen Zelle einen Punkt. Diese Punktmenge
P ist abgeschlossen, weil wegen der Hiillenendlichkeit jedes P n e
sogar endlich ist und wir uns in einem Hausdorffraum befinden.
Dieses Argument gilt aber auch fur jede Teilmenge von P\ Also
fiihrt P die diskrete Topologie, ist aber als abgeschlossene Teil-
menge des kompakten A auch kompakt, also ist P endlich. •

7.5 Das Anheften von Zellen

Bislang haben wir von den CW-Komplexen als von etwas Vor-
handenem gesprochen, dessen Eigenschaften wir studieren. Jetzt
will ich die Hauptmethode zur Konstruktion von CW-Komplexen
angeben. Es ist dies ein ganz anschaulicher Vorgang, namlich im
wesentlichen das Anheften von Zellen, das wir in 3.7 Beispiel 1
schon betrachtet haben. Das ist nicht nur von praktischer, son-
dern auch von grundsatzlicher Bedeutung, denn da man bis auf
zellentreue Homoomorphie jeden CW-Komplex so herstellen kann,
erhalt man dadurch eine gewisse Ubersicht uber die moglichen
CW-Komplexe. Die Beweise lasse ich weg, sie sind aber nicht
schwierig, und alle Mittel dazu hier vorhanden (vgl. 3.1-3.3 und
3.7). — Ist X ein CW-Komplex und ip : S""1 -> X"" 1 eine
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stetige Abbildung ins (n — 1)-Geriist, so ist X Uv Dn in kanoni-
scher Weise wieder ein CW-Komplex mit einer n-Zelle mehr. Die
kanonische Abbildung D" C X + Dn -y X Uv Dn ist charak-
teristisch. Der Zellenrand der neuen Zelle ist ip(Sn~1) C X""1.
Beachte, dafi dieser Zellenrand naturlich kein homoomorphes Bild
der Sphare zu sein braucht, sondern eben nur ein stetiges Bild.

Analog kann man aber auch eine ganze Familie von n-Zellen
zugleich anheften: Sei {<^A}AEA eine Familie stetiger Abbildungen
ipx : Sn~1 —> Xn~l. Wir fassen sie zu einer stetigen Abbildung
tp : Sn~x x A —> Xn~l, (y, A) i—> f\(v) zusammen, wobei A
die diskrete Topologie tragt. Dann ist X \JV (Dn x A) in kano-
nischer Weise wieder ein CW-Komplex, entstanden aus X durch
"Anheften einer Familie von n-Zellen". Beachte, dafi die Rander
der neuen Zellen keineswegs disjunkt zu sein brauchen:

Man kann nun aber jeden CW-Komplex durch sukzessives
Anheften von Zellenfamilien bekommen: Man beginnt mit dem
Nullgeriist X°. Das ist einfach ein diskreter Raum, und wenn
man will, kann man sich X° entstanden denken durch Anhef-
tung einer Familie von O-Zellen an die leere Menge. Wie erhalt
man X" aus I " " 1 ? Sei £n die Menge der n-Zellen. Wahle fur
jede n-Zelle e eine charakteristische Abbildung <&e und setze
<pe :— ^e\S

n~1. Benutzt man nun {<fe}ee£n a^s Familie von
Anheftungsabbildungen, so bekommt man durch Anheftung ei-
nen CW-Komplex I " " 1 Uv (Dn x £n), der zu Xn kanonisch
zellenerhaltend homoomorph ist.

So erhalt man also induktiv alle Geriiste, und insbesondere
X selbst, wenn dieses endlichdimensional ist, d.h. nicht beliebig
hochdimensionale Zellen enthalt. Ist aber X unendlichdimensio-
nal, so erhalt man auch X aus den Geriisten X° C X1 C . . .
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als deren Vereinigung U^L0Xn, versehen mit der durch Axiom 3
festgelegten "schwachen Topologie".

7.6 Die grofiere Flexibilitat der CW-Komplexe

Es sollen nun einige Gesichtspunkte genannt werden, unter de-
nen sich CW-Komplexe "besser verhalten" oder "bequemer sind"
als Polyeder. Beginnen wir mit der Produktbildung. Das Produkt
zweier Zellen ist naturlich wieder eine Zelle, und sind (X, £) und
(Y, J-) zellenzerlegte Raume, so ist auch {e x e' | e e £, e' e T}
eine Zellenzerlegung von X x Y, und man priift leicht nach, daB
fur diese Zerlegung gilt:

Notiz: Sind X und Y endliche CW-Komplexe, so ist auch X xY
ein CW-Komplex.

Hinweis (hier ohne Beweis, vgl. z.B. Dold [5], S. 99): Bei unend-
lichen CW-Komplexen kann es vorkommen, dafi X xY nicht die
schwache Topologie hat (die Axiome 1 und 2 sind jedoch stets
erfiillt). Aber unter ziemlich milden Zusatzvoraussetzungen, z.B.
wenn nur einer der Faktoren lokal kompakt ist, ist X x Y wieder
CW-Komplex. •

Das Produkt zweier positiv-dimensionaler Simplices ist aber
nicht wieder ein Simplex:

Will man also das Produkt zweier Polyeder wieder zu einem Po-
lyeder machen, so mufi man die einzelnen Simplexprodukte weiter
unterteilen.
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In 3.6 hatten wir eine Reihe Beispiele fur das "Zusammenschla-
gen" eines Teilraums zu einem Punkt betrachtet, eine gerade in
der Algebraischen Topologie haufig vorkommende Operation. Fur
CW-Komplexe ist ganz leicht nachzuprufen:

Notiz: Ist X ein CW-Komplex und A C X ein Unterkomplex,
dann ist die Zellenzerlegung von X/A in die Nullzelle A und die
Zellen von X\A wieder eine CW-Zerlegung, oder kurz: X/A ist
in kanonischer Weise wieder CW-Komplex (Dold [5], S. 98).

Bei simplizialen Komplexen dagegen gibt es keine solche kanoni-
sche Quotientenbildung. Der Quotient X/A eines Polyeders nach
einem simplizialen Unterkomplex kann im allgemeinen nicht ohne
weitere Unterteilung und neue "Einbettung" in einen vielleicht viel
hoherdimensionalen euklidischen Raum wieder zu einem Polyeder
gemacht werden. Man bedenke als ganz einfaches Beispiel, dafi der
Quotient eines einzelnen Simplex nach seinem Rand homoomorph
zur Sphare ist.

Ahnlich steht dem Anheften von Zellen an CW-Komplexe kein
Anheften von Simplices an Polyeder zur Seite, schon wenn man
bloB zwei 1-Simplices an ihren Randern zusammenheftet, muB
man erst etwas unternehmen und Wahlen treffen, um einen zu
dem Ergebnis (hier zu 51) homoomorphen simplizialen Komplex
anzugeben.

Fur eine CW-Zerlegung eines Raumes X braucht man im allge-
meinen viel weniger und "naturlichere" Zellen als man Simplices
fur ein zu X homoomorphes Polyeder benotigt. Betrachten wir
dazu einige einfache Beispiele.

(1): Die Sphare S2 als Polyeder und CW-Komplex:

S2 als Polyeder: mindestens 14 S2 als CW-Komplex: es geht mit
Simplices zwei Zellen
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(2): Der Torus S1 x S1 . Da man S1 in 2 Zellen CW-zerlegen
kann, so kann man auch 5 1 x S1 in vier Zellen CW-zerlegen:

oder als Quotientenraum:

1-Zelle
2-Zelle

1' 0

Urn dagegen ein zu einem Torus homoomorphes Polyeder herzu-
stellen, braucht man ziemlich viele Simplices — namlich 42, wie
mir Herr Kollege Guy Hirsch, eine unbedachte Vermutung von mir
korrigierend, gelegentlich bei einer Tasse Tee erklarte.

(3): Der n-dimensionale projektive Raum ist in ganz naturlicher
Weise in n + 1 Zellen CW-zerlegt

RP" = e0 U • • • U en

CP™ = e0 U e2 U • • • U e2n

namlich in die affinen Raume: P" = P°U(P1\P°)U- • •U(P" \P"" 1 ) .
Eine ahnlich einfache und ubersichtliche simpliziale Zerlegung gibt
es nicht.

7.7 Ja, a b e r . . . ?

Das ist ja alles gut und schon, aber die simplizialen Komplexe
wurden ja nicht um ihrer selbst willen betrachtet, sondern weil sie
etwas leisteten: Algebraisierung geometrischer Objekte, Berech-
nung des Homologiefunktors und damit zusammenhangender to-
pologischer Invarianten usw. Die CW-Zerlegungen, so "bequem"
sie auch immer sein mogen, was leisten denn die? Eine sehr be-
rechtigte Frage. - Vergleichen wir, wie in den beiden Fallen der
Raum aus den Einzelteilen aufgebaut wird,



7.7 Ja, aber 127

bei den simplizialen Komplexen:

und Inzidenzangaben

TOPOLOGIE
VON |if |

bei den CW-Komplexen:

(voll)

QDQQJ
und Anheftungsabbildungen

TOPOLOGIE
VON X

so fallt im Hinblick auf den Zweck ein grofier Unterschied ins
Auge. Wahrend namlich bei den Polyedern die Inzidenzvorschrif-
ten etwas Algebraisches sind und deshalb schon eine gewisse primi-
tive "Algebraisierung" von \K\ vermitteln, sind die Anheftungs-
abbildungen nur stetige Abbildungen <p : S"^1 —> Xn~x, also
komplizierte, selbst einer Algebraisierung bediirfende geometri-
sche Gegenstande, und es ist deshalb nicht ohne weiteres zu se-
hen, was damit gewonnen sein soil, einen Raum mittels Zellen
und Anheftungsabbildungen darzustellen. Das ist auch genau der
Grund, weshalb man, bei angenommener gleichzeitiger Erfindung
der CW-Komplexe und Polyeder, doch den Polyedern zunachst
den Vorzug hatte geben imissen.

Und jetzt kommen wir zum springenden Punkt: Das Studium
der Polyeder hat zur Entwicklung der Homologietheorie gefuhrt,
und eben die Homologietheorie kann man benutzen, um die Anhef-
tungsabbildung zu algebraisieren. Die homologischen Eigenschaf-
ten der Anheftungsabbildungen (wie ich etwas vage sagen muB,
weil auf die Homologie genauer einzugehen uns zu weit fiihren
wurde) lassen sich durch gewisse "Inzidenzzahlen" ausdrucken.
Diese Zahlen enthalten zwar nicht mehr die voile Information iiber
die Anheftungsabbildungen und gestatten auch nicht die Topolo-
gie des Komplexes vollstandig zu reproduzieren. Sie geniigen aber,
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um die Homologie des Komplexes zu berechnen,

und "Inzidenz-Zahlen"

HOMOLOGIE
H.(X)

und diese Methode ist nun ungemein viel wirksamer und schneller
als die direkte Berechnung der simplizialen Homologie.

Habe ich schon so viel gesagt, so sollte ich, wenn auch ohne Be-
weis und nahere Erklarung, auf eine niitzliche und leicht zu mer-
kende Konsequenz auch noch hinweisen: Die Eulercharakteristik
eines endlich CW-Komplexes ist die Wechselsumme seiner Zel-
lenanzahlen in den einzelnen Dimensionen. So erhalten wir etwa
fur unsere Beispiele:

X(CP") = n + 1.

Zum Schlusse sei erwahnt, dafi die CW-Komplexe auch noch
aus anderen Griinden wichtig sind. Oft z.B. lauft ein geometri-
sches Problem darauf hinaus, eine stetige Abbildung f : X —> Y
mit gewissen Eigenschaften zu finden, und haufig bringt eine
CW-Zerlegung von X das rechte Licht in die Sache. Dann wird
man namlich versuchen, die Abbildung durch Induktion iiber die
Geriiste zu konstruieren. /o : X° —> Y ist meist leicht genug zu
finden, und hat man fn-i '• X™"1 —> Y schon erreicht, dann ist fiir
jede n-Zelle e eine stetige Abbildung /n_i o^e^™"1 : S""1 —»• Y
gegeben, und es folgt ganz leicht aus den Axiomen fur ei-
nen CW-Komplex, dafi / n - i genau dann zu einem stetigen
/„ : Xn —> Y fortgesetzt werden kann, wenn jede dieser Ab-
bildungen ae :— fn-i ° $e\S

n~l zu einer stetigen Abbildung
Dn —> Y fortgesetzt werden kann. Dies wiederum heifit aber, wie
leicht zu sehen, dafi das Element [ae] e ffn-i(Y) Null ist, was
zum Beispiel gewifi dann der Fall ist, wenn diese Homotopiegruppe
verschwindet usw.
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"Vereinfachende Annahmen" erleichtern das Leben des Mathe-
matikers, aber wann darf man sie machen? In der Algebraischen
Topologie ist oft ein Kompromifl dieser Art zu treffen: Die Raume
sollen speziell genug sein, damit gewisse Methoden greifen und ge-
wisse Satze gelten, aber allgemein genug, um gewisse wichtige An-
wendungsbeispiele mit zu erfassen. Die CW-Komplexe oder die zu
CW-Komplexen homotopieaquivalenten Raume zu betrachten ist
oft ein guter Kompromifi dieser Art, und auch aus diesem Grunde
sollte man den Begriff des CW-Komplexes kennen.



8 Konstruktion von stetigen Funk-
tionen auf topologischen Raumen

8.1 Das Urysohnsche Lemma

Wenn wir auf dem R.™ oder einem seiner Teilraume eine stetige
Funktion mit bestimmten Eigenschaften zu konstruieren haben, so
stellt uns die Analysis dafiir ein reiches Arsenal von Hilfsmitteln
zur Verfiigung. Am einfachsten hinzuschreiben sind vielleicht Po-
lynome und rationale Funktionen, und was kann man nicht damit
schon alles machen! Sodann haben wir ja auch die sogenannten
"elementaren Funktionen", wie die Exponentialfunktion, den Lo-
garithmus, die trigonometrischen Funktionen; ferner konnen wir
Potenzreihen oder allgemeiner: gleichmaBig konvergente Folgen
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schon vorhandener stetiger Funktionen betrachten; wir konnen
Funktionen mit bestimmten Eigenschaften als Losungen von Diffe-
rentialgleichungen gewinnen, und so weiter! darf man hier einmal
mit gutem Gewissen sagen.

Etwas schwieriger scheint das alles auf Mannigfaltigkeiten zu
sein, aber die Beziehungen der Mannigfaltigkeiten zur Analy-
sis sind so eng, dafi wir im Grunde noch die gleichen reichen
Moglichkeiten zur Konstruktion stetiger Funktionen haben. Er-
stens lassen sich viele analytische Techniken (z.B. Differential-
gleichungen) auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten iibertragen,
zweitens konnen wir Mannigfaltigkeiten in den RN einbetten:
Mn -^ M' C M.N (N genugend grofi), und sie sind dann
Teilraume des R.N, und drittens schliefilich konnen wir, was oft
am praktischsten ist, uns mittels Karten eine direkte Beziehung
zwischen der Mannigfaltigkeit und dem Rn herstellen,

I h Homoomorphismus bzw.
Diffeomorphismus

U' C Mn offen

und wir konnen dann eine stetige Funktion / auf U' zu einer
stetigen Funktion auf U "hochheben".

U
foh\

u1
f

Eine Funktion auf U ist allerdings noch keine Funktion auf ganz
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M, aber wenn zum Beispiel der Trdger Tr/ := {x\f(x) / 0} C
der hochzuhebenden Funktion / kompakt ist,

Graph (/)

dann lafit sich / o h ganz einfach durch Null zu einer stetigen
Funktion F auf ganz M fortsetzen:

/ o h(p) fiir p S U
0 sonst.

F(p):=

Solche Funktionen spielen dann auch eine wichtige Rolle, sei es,
dafi sie selbst schon den beabsichtigten Zweck erfiillen, sei es, daB
sie als Hilfsmittel dienen ("Zerlegung der Eins", Abschnitt 8.4).

Eine ahnliche, wenn auch nicht mehr ganz so nahe Beziehung
zur Analysis haben die CW-Komplexe. Hier steht man bei der
Induktion iiber die Geriiste jeweils vor der Aufgabe, eine auf S""1

schon gegebene Funktion unter Beriicksichtigung der gewiinschten
Eigenschaften auf ganz Dn fortzusetzen.

gegeben (Rand)

gesucht

Und schliefilich seien noch die schon wesentlich strukturarmeren
metrisierbaren Raume erwahnt: Hier konnen wir uns doch im-
merhin eine Metrik d : X X X —> R zu Hilfe nehmen, wenn
wir Funktionen auf X brauchen. Ist die Aufgabe z.B. zu einer
gegebenen Umgebung eines Punktes p e X eine stetige Funktion
/ : X —» [0,1] zu finden, die aufierhalb dieser Umgebung konstant
Null, auf einer geeigneten Umgebung von p aber konstant Eins
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ist, so wahlen wir nur 0 < e < 8 klein genug, nehmen uns aus
der Infinitesimalrechnung eine Hilfsfunktion A : R —> [0,1] der
folgenden Art

und setzen f(x) := \(d(x,p)).

An diese Moglichkeiten habe ich erinnert, damit Sie das Pro-
blem, stetige Funktionen auf allgemeinen topologischen Raumen
zu konstruieren, wirklich als Problem erkennen. Stellen Sie sich
vor, Sie sollten zu offenen Mengen U, V C X mit V C U eine
stetige Funktion / : X —> [0,1] finden, die auf V konstant Eins
und aufierhalb U konstant Null ist.

X, top. Raum
\

hier 1 stetig!

hier 0

gegeben gesucht

Wo soil denn ein solcher stetiger Ubergang von 1 nach 0 her-
kommen, wenn der topologische Raum X gar keine erkennbare
Beziehung zu den reellen Zahlen hat — weder durch Karten, noch
durch Zellen, noch durch Metrik? Das ist eben die Frage:

Grundaufgabe der Funktionenkonstruktion auf topolo-
gischen Raumen (Problem des "Urysohnschen Lemmas"): Es
seien A und B abgeschlossene disjunkte Teilmengen eines topolo-
gischen Raumes X. Man finde eine stetige Funktion / : X —> [0,1]
mit f\A= 1 und f\B = 0.

Beachte, dafi fiir jede stetige Funktion / : X —> R. die Mengen
/ - 1 (1 ) und / - 1 (0) jedenfalls abgeschlossen sind; fiir beliebige
Teilmengen A und B von X ist obiges Problem also genau dann
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losbar, wenn es fur A und B losbar ist, und deshalb fafit man
gleich den Fall abgeschlossener Mengen ins Auge.

Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit der Aufgabe
kann man sofort angeben: A und B miissen jedenfalls durch of-
fene Umgebungen trennbar sein, denn falls es so ein / gibt, dann
sind z.B. /~ 1 ( | ,1] und / - 1 [0 , \) offene disjunkte Umgebungen
von A und B. (Hier wie auch im folgenden benutzen wir die all-
gemein iibliche Sprechweise: Eine offene Umgebung U einer
Teilmenge A C X ist einfach eine offene Menge mit A G U).
— Die Existenz trennender offener Umgebungen fiir A und B
alleine ist noch nicht hinreichend, aber es gilt, und das ist gewis-
sermafien der Fundamentalsatz der Funktionenkonstruktion auf
topologischen Raumen:

Urysohnsches Lemma: Sind in einem topologischen Raum X je
zwei disjunkte abgeschlossene Mengen durch offene Umgebungen
trennbar, dann gibt es auch zu je zwei disjunkten abgeschlossenen
Mengen eine stetige Funktion f : X —* [0,1], die auf der einen
konstant Eins, auf der anderen konstant Null ist.

Beweis in 8.2. Vorher wollen wir aber doch einige Klassen topo-
logischer Raume mit dieser Trennungseigenschaft sehen. Zunachst
bemerken wir, dafi alle metrischen Raume trivialerweise dazu
gehoren: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zu einer nichtleeren
abgeschlossenen Menge B hat ein Punkt a fi B immer einen
positiven "Abstand" inf d(a,x) > 0, weil ja eine ganze Kugel

xe B
um a auBerhalb B liegen mufi. Es bezeichne UB(O) die offene
Kugel um a mit dem halben Abstand zu B als Radius.

UB(a)

Sind nun A und B disjunkte abgeschlossene Mengen, so erhal-
ten wir trennende offene Umgebungen U und V einfach durch
U := Ua sAUB(a) und V := UbeBUA(b).
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Ferner ist es auch in CW-Komplexen immer moglich, disjunkte
abgeschlossene Mengen durch ofFene Umgebungen zu trennen: In-
duktion tiber die Geriiste reduziert die Frage auf ein unschwer zu
losendes Problem in Dn. — Drittens machen wir die

Bemerkung: Auch in jedem kompakten HausdorfFraum lassen
sich je zwei abgeschlossene disjunkte Mengen durch ofFene Umge-
bungen trennen.

Beweis: Je zwei Punkte a e A und b e B sind wegen der
HausdorfF-Eigenschaft durch ofFene Umgebungen U(a, b) und
V(a, b) trennbar. Fur festes a finden wir bi,...,br e B mit
B C V(a, 61) U • • • U V(a, br), weil B als abgeschlossener Teil-
raum eines kompakten Raumes kompakt ist. Dann sind U(a) :=
U(a,bx) n ••• n U(a,br) u n d V{a) : = V(a,bx) U ••• U V(a,br)
trennende Umgebungen fur a und B

B

und daher analog:

U:=U(a1)U---UU(at) und V := V(ai) n • • • D V(a.)

trennen A und B. •

Also auch auf die kompakten Hausdorffraume ist das Urysohn-
sche Lemma anwendbar, und von diesen Raumen kann doch nie-
mand behaupten, sie stiinden "per definitionem" oder "von vorn-
herein" in Beziehung zu den reellen Zahlen. Man mu8 deshalb
zugeben, dafi das Urysohnsche Lemma ein frappierender Satz ist.

Vielleicht werden Sie diese Einschatzung des Satzes revidieren
wollen, wenn Sie den Beweis gesehen haben werden. Der Beweis ist
namlich ziemlich einfach und mag das Gefiihl geben: darauf ware
ich auch gekommen. Na, ob das dann auch keine Selbsttauschung
ist? Versuchen Sie doch mal vorher . . .
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8.2 Der Beweis des Urysohnschen Lemmas

Die einfache Idee ist, die Funktion als einen Limes immer feiner
werdender Treppenfunktionen zu gewinnen, welche stufenweise
von A nach B absteigen:

Eine solche Treppenfunktion anzugeben, heifit einfach eine Kette
von Mengen "zwischen" A und X\B anzugeben:

Dann definiert man die "zugehorige" Treppenfunktion als kon-
stant 1 auf AQ, konstant 1 — ^ auf A I \ J 4 O , konstant 1 — ^ auf
A2\A\ usw., und konstant Null aufierhalb An, insbesondere auf
B.

So eine Funktion ist freilich nicht stetig. Um ihre "Spriinge"
sukzessive immer kleiner zu machen, damit wir als Limes eine
stetige Funktion bekommen, werden wir weitere "Terrassen" ein-
ziehen und so die Stufenhohe jedesmal zu halbieren suchen. Die
Zeichnung auf der folgenden Seite illustriert, wie dieses Einziehen
von Terrassen gemeint ist.

Das ist die Grundidee. Wenn nun dieses Verfahren Erfolg
haben soil, so mussen wir allerdings darauf achten, dafi niemals
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der Rand von Aj_i den Rand von Ai beriihrt, denn an einer
solchen Stelle ware die Stufenhohe schon grofier als ihr "Sollwert"
h, und vor allem wiirde sie auch nach Einziehen noch so vieler
Zwischenterrassen noch grofier als dieses h sein, wie die Zeichnung
auf der folgenden Seite verdeutlichen soil.

Wir miissen also darauf achten, dafi stets die abgeschlossene
Hiille von Ai_\ ganz im Innern von Ai liegt: Aj_i c Ai. Beim
Induktionsbeginn, wo unsere Kette nur aus den beiden Mengen
A =: AQ C AI :— X\B besteht, ist das natiirlich erfiillt, und dafi
wir die Bedingung beim induktiven Verfeinern der Kette aufrecht-
erhalten konnen, ist gerade der Punkt, an dem die Trennungsei-
genschaft in den Beweis eingeht:
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Notiz: Sind in X je zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen
durch offene Umgebungen trennbar, so gibt es auch zu je zwei
Teilmengen M, N mit M C N eine dritte Teilmenge L "zwi-
schen" ihnen, so daB M C L C L C N gilt, denn man braucht
nur M und X\N durch offene Umgebungen U und V zu tren-
nen und L := U zu setzen.

Das ist also eine Beweisidee. A^_i C Ai war uns gerade ins
Auge gefallen: miissen wir noch weitere Vorsichtsmafiregeln ergrei-
fen? Nun, das wiirde sich bei dem Versuch, die Idee auszufiihren,
schon zeigen — in der Tat gibt es aber nun gar kein Hindernis
mehr, der Beweis geht jetzt ohne Trick glatt durch. Wollen wir
uns davon iiberzeugen:

Beweis der Urysohnschen Lemmas: Seien also A und B
abgeschlossene disjunkte Teilmengen von X. Eine aufsteigende
Kette 21 = (Ao,... ,Ar) von Teilmengen von X mit

= AocA1C---cArC

soil zuldssig heifien, wenn stets A{-\ C Ai gilt. Die Funktion
X —> [0,1], die auf A$ konstant 1, auf Ak^Ak-i konstant 1 — *
und aufierhalb Ar konstant Null ist, soil die gleichmtifiige Treppen-
funktion der Kette 21 heifien. Die offenen Mengen Afc



8.2 Der Beweis des Urysohnschen Lemmas 139

k = 0,.. . r , wobei A-i = 0 und Ar+i — X zu lesen ist, sollen
ihrer geometrischen Bedeutung nach die Stufenbereiche der Kette
21 heifien.

Jt-ter Stufenbereich

Beachte, dafi die Stufenbereiche einer zulassigen Kette den gan-
zen Raum uberdecken, weil Ak^Ak-i C Ak+i^.Ak-i- Beachte
auch, dafi die gleichmafiige Treppenfunktion auf jedem Stufenbe-
reich um nicht mehr als £ schwankt. Unter einer Verfeinerung
einer zulassigen Kette (AQ, ... ,Ar) schliefilich verstehen wir eine
zulassige Kette (Ao, A[, A\,..., A'r, Ar). Wie die vorhin gemachte
Notiz zeigt, gestattet die Trennungseigenschaft des Raumes, jede
zulassige Kette zu verfeinern.

Es sei nun 2l0 die zulassige Kette (A,X\B), und 2tn+i sei
jeweils eine Verfeinerung von %Ln. Die gleichmafiige Treppenfunk-
tion von 2ln heifie fn. Dann gilt offenbar: Die Funktionenfolge
(fn)n>i ist punktweise monoton wachsend und beschrankt durch
den Wert 1, insbesondere punktweise konvergent, und die Grenz-
funktion / :— lim /„ : X —> [0,1] hat jedenfalls die gewiinschte

n—>oo
Eigenschaft f\A = l und f\B = 0, weil das fur jedes einzelne /„
so ist.

Es bleibt also nur noch die Stetigkeit von / zu zeigen. Dazu
bedenken wir, dafi stets |/(x) - fn(x)\ < YZ=n+i h = h §ilt;

und dafi fn auf jedem Stufenbereich von 2tn um nicht mehr als ^
schwankt. Also schwankt / selbst dort um nicht mehr als ^ r ,
und daraus folgt nun die Stetigkeit: Ist e > 0 und x e X, so wird
fur 2^rr < £ der ganze x enthaltende Stufenbereich von 2tn (und
das ist eine offene Umgebung von x\) nach (f(x) — e, f(x) + e)
abgebildet, also ist / stetig, •
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8.3 Das Tietzesche Erweiterungslemma

Das Urysohnsche Lemma sieht auf den ersten Blick vielleicht etwas
speziell aus, es kann aber mehr als nur Funktionen schaffen, die
irgendwo Null und Eins sind. Insbesondere hat es die folgende
wichtige Konsequenz und Verallgemeinerung:

Tietzesches Erweiterungslemma: Lassen sich in einem topo-
logischen Raum X je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen durch
offene Umgebungen trennen, dann la'Bt sich auchjede aufeiner ab-
geschlossenen Menge A deiinierte stetige Funktion f : A —> [a, b]
zu einer stetigen Funktion F : X —> [a, b] fortsetzen.

Beweis: Nur fur den Zweck dieses Beweises wollen wir folgende
Sprechweise einfuhren: Ist <p : A —> R eine beschrankte stetige
Funktion und s := sup |y)(a)|, so heifie eine stetige Funktion

$ :X -
l v ( « ) -

aeA

4, j] eine "Drittelnaherungsfortsetzung" von (p, wenn3 ' 3

01 < !s fiir alle a A gilt.

s/3

0

- s / 3

Das ist also keine wirkliche Losung des Fortsetzungsproblems fiir
<f, sondern nur ein grobe Naherung. Die Existenz einer solchen
"Drittelnaherungsfortsetzung" ist, was das Urysohnsche Lemma
bei direkter, einmaliger Anwendung liefert: Die beiden Mengen
V~1([f>«]) und V~1([—5, — f]) sind disjunkt und abgeschlossen
in A, und weil A selbst abgeschlossen ist, auch in X. Also gibt
es eine stetige Funktion X —> [0,1], die auf diesen Mengen 1 und
0 ist, also auch eine stetige Abbildung $ : X —>• [— |-, j], die auf
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diesen Mengen |- und — |- ist, und dieses $ ist dann offenbar
Drittelnaherungsfortsetzung von ip.

Nun also zur Konstruktion von F. OBdA sei [0,6] = [—1,1].
Zuerst wahlen wir eine Drittelnaherungsfortsetzung i*i von / ,
dann eine Drittelnaherungsfortsetzung F2 des "Fehlers" f — Fi\A,
die Summe F1+F2 ist dann schon eine etwas bessere Naherungslo-
sung, und so fahren wir induktiv fort: Fn+i sei eine Drit-
telnaherungsfortsetzung von / — (.Fi + ••• + Fn)\A. Dann gilt
offenbar:

fur alle a € A und

\Fn+1(X)\ < K i r
fiir alle x e X. Also konvergiert X^n=i -̂ n gleichmafiig gegen eine
stetige Fortsetzung F : X —> [— 1,1] von / . •

Auch das Tietzesche Erweiterungslemma reicht weiter als die
jetzt bewiesene Grundversion.

Korollar 1: Das Tietzesche Erweiterungslemma bleibt offenbar
gu'ltig, wenn man statt des Intervalls [a, 6] in R einen abgeschlos-
senen Quader [ai, 61 ] x • • • X [an, bn] ira R.™ als Zielraum betrachtet
(Anwendung der Grundversion auf die n Komponentenfunktio-
nen), und deshalb gilt es auch fiir jeden zu einem solchen Quader
homoomorphen Zielraum, z.B. fur die Vollkugel Dn: f : A —> R.™
mit l/(o)I < r laBt sich stetig zu F : X -> Rn mit \F(x)\ < r
fortsetzen.

Korollar 2: Das Tietzesche Erweiterungslemma gilt auch fur den
Zielraum R (und also auch B.n) statt [a, b].

BEWEIS ([7], S. 17): Setze zuerst y> := arctan/ : A -> (-f, f)

arctan

: X —* [— stetig fort. Nun kann man naturlich nicht
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gleich tan$ bilden, derm $ nimmt die Werte ±-| vielleicht
wirklich an. Aber wo? Jedenfalls nur auf einer zu A disjunk-
ten abgeschlossenen Menge B. 1st daher A : X —> [0,1] stetig
mit \\A = 1 und \\B = 0 (Urysohnsches Lemma), dann ist
A<& : X —> ( — -|, y) eine stetige Fortsetzung von arctan/, welche
die Werte ± ^ nicht annimmt und deshalb tanA<l> =: F eine
stetige Fortsetzung von / . •

8.4 Zerlegungen der Eins
und Schnitte in Vektorraumbiindeln

Definition (Zerlegung der Eins): Sei X ein topologischer
Raum. Eine Familie {TA}A<EA stetiger Funktionen T\ : X —» [0,1]
heifit eine Zerlegung der Eins, wenn sie erstens lokal endlich
in dem Sinne ist, dafi es zu jedem Punkt x e X eine Umge-
bung gibt, in der die T\ fiir alle bis auf endlich viele A identisch
verschwinden und wenn zweitens

E rx(x) = 1
AsA

fiir alle x e X gilt. Die Zerlegung der Eins heifit einer gegebenen
offenen Uberdeckung il von X untergeordnet, wenn fur jedes A
der Trager von T\ , das ist die abgeschlossene Hiille

TrrA :={x £ X\ TX(X) ± 0},

ganz in einer der Uberdeckungsmengen enthalten ist.

Diesen Zerlegungen der Eins soil der Rest des Kapitels gewid-
met sein. Wo man sie herbekommt, werden wir im nachsten Ab-
schnitt besprechen; jetzt soil erst davon die Rede sein, was sie
denn niitzen, wenn man sie hat. Dabei will ich vor allem auf die
Konstruktion von Schnitten in Vektorraumbiindeln eingehen, weil
hier in einer Vielfalt von individuellen Beispielen ein und dasselbe
fiir die Anwendung der Zerlegungen der Eins typische Prinzip zu-
grunde liegt. Voraus schicke ich einen ganz kleinen
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EXKURS UBER VEKTORRAUMBUNDEL UND DEREN SCHNITTE

Definition (Vektorraumbiindel): Die Daten eines n-dimen-
sionalen reellen Vektorraumbundels iiber einem topologi-
schen Raum X bestehen aus dreierlei, namlich aus
(i): einem topologischen Raum E (genannt "Totalraum"),
(ii): einer stetigen surjektiven Abbildung TT : E —> X ("Projek-

tion") und
(iii): einer reellen Vektorraumstruktur auf jeder "Faser" Ex :=

Um ein n-dimensionales reelles Vektorraumbiindel uber X zu kon-
stituieren, miissen diese Daten nur ein einziges Axiom erfiillen,
namlich das

AXIOM DER LOKALEN TRIVIALITAT: ZU jedem Punkte in X gibt
es eine Biindelkarte (h, U), d.h. eine offene Umgebung U und
einen Homoomorphismus

h : ir~\U) - ^ [/xt"

welcher jeweils Ex fiir x e U linear isomorph auf {x} x K.™ ab-
bildet.

Definition (Schnitte in einem Vektorraumbiindel): Eine
stetige Abbildung a : X —» E, die jedem Punkt ein Element
seiner Faser zuordnet (d.h. IT O a = Idjsf) heifit ein Schnitt von
E. In jedem Vektorraumbundel ist insbesondere die Abbildung
<T : X —> E, die jedem x die Null in Ex zuordnet, ein Schnitt
(der Nullschnitt). Siehe die Figur auf der folgenden Seite.

Wiirde ich nach den "wichtigsten" Beispielen n-dimensionaler
reeller Vektorraumbundel gefragt, so wiirde ich ohne Bedenken
die Tangentialbiindel TM —s- M der n-dimensionalen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten M nennen. Die Schnitte im Tangenti-
albiindel sind gerade die tangentialen Vektorfelder auf M. Auch
viele andere Gegenstande der Analysis und Geometrie, wie etwa
die alternierenden Differentialformen, die Riemannschen Metriken
und sonstigen verschiedenen "co- und kontravarianten Tensorfel-
der", wie es in einer etwas altertiimlichen Terminologie heiBt, sind
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Schnitte in Vektorraumbiindeln, die mit dem Tangentialbiindel
nahe verwandt sind, von ihm abstammen.

Bild eines
Schnittes u

Bild des
Nullscknittes

Aber nicht nur iiber Mannigfaltigkeiten mufi man Vektor-
raumbiindel und ihre Schnitte betrachten, sondern auch iiber
allgemeineren topologischen Raumen, und zwar nicht zuletzt des-
halb, weil die Vektorraumbundel iiber X - in einer aus den hier
gemachten Andeutungen freilich nicht zu erahnenden Weise - zu
einem heute unentbehrlichen algebraisch-topologischen Funktor
K (" A'-Theorie") von der topologischen Kategorie in die Katego-
rie der Ringe fiihren. Uber die Rolle der A'-Theorie will ich aber
nicht anfangen zu sprechen, ich gebe nur einen Literaturhinweis:
M. Atiyah, K-Theory, New York-Amsterdam 1967 — in welchem
Buche Sie ubrigens gleich am Anfang (§ 1.4) als Hilfsmittel das
"Tietze extension theorem" und die "Partitions of unity" erwahnt
finden.

Ende des wie versprochen ganz kleinen Exkurses iiber Vektor-
raumbundel und deren Schnitte.

Sei nun also E —> X ein Vektorraumbundel iiber X, und den-
ken wir uns, wir sollten einen Schnitt / : X —» E konstruieren
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— mit gewissen Eigenschaften, versteht sich, sonst konnten wir
ja gleich den Nullschnitt nehmen. Stellen wir uns weiter vor, das
Problem sei, etwa mit Hilfe von Biindelkarten, lokal losbar. Dann
konnen wir also eine offene Uberdeckung il von X finden, so dafi
es fiir jede einzelne Uberdeckungsmenge U eine "lokale Losung"
unseres Problems, namlich einen Schnitt U —> TT~1(C/) mit den
gewiinschten Eigenschaften gibt.

lokale
Losung
iiber U Nullschnitt

Nun tritt die Zerlegung der Eins herein. Wir wahlen (wenn
moglich, siehe 8.5) eine zu der Uberdeckung il subordinierte Zer-
legung {rx}xeA der Eins, zu jedem A eine den Trager von T\
umfassende Uberdeckungsmenge
U\ aus il und eine lokale Losung
fx : U\ -> •K-1(UX)- Dann ist
klar, wie T\f\, was ja zunachst
nur auf U\ definiert ware, als ein
stetiger Schnitt auf ganz X zu
verstehen ist: namlich aufierhalb
U\ durch Null erganzt, und we-
gen der lokalen Endlichkeit der
Zerlegung der Eins erhalten wir
jedenfalls durch

/ := E rxfx
AeA

einen globalen stetigen Schnitt / : X —> E, der die lokalen

Nullschnitt
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Losungen gewissermafien so gut es geht interpoliert: Haben an
einer Stelle x € X alle dort definierten f\ denselben Wert f\(x),
dann nimmt wegen X^AeAr* = 1 a u c n / diesen Wert dort an;
stehen aber mehrere zur Auswahl, so bildet / ein Mittel mit den
"Gewichten" TX(X), A e A.

=: /

Die Frage ist nur, unter welchen Umstanden sich bei dieser Pro-
zedur die gewiinschten Eigenschaften von den lokalen Losungen
fx auf den globalen Schnitt / iibertragen! — Bei manchen An-
wendungen lafit sich das nur durch geschickte Wahl der fx und
der TX erreichen, nehmen Sie das folgende iibereinfache Beispiel
als ein Symbol dafur:

X :=R,E = Eigenschaft "monoton wachsend":

ungiinstige giinstige fx giinstige fx, aber
ungiinstige T>

Aber nicht von diesen Fallen soil hier die Rede sein, sondern
von jenen zahlreichen anderen, in denen sich die gewiinschten Ei-
genschaften automatisch von den fx auf / iibertragen, weil es, wie
man sagt, "konvexe Eigenschaften" sind. Wegen T\(X) e [0,1] und
^2 TA = 1 ist ja f(x) fiir jedes x in der konvexen Hiille endlich
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vieler f\(x) enthalten, also:

Nullschnitt

Notiz: Sei ir : E —> X ein Vektorraumbiindel iiber einem to-
pologischen Raum X, fur den es zu jeder offenen Uberdeckung
eine subordinierte Zerlegung der Eins gibt. Ferner sei ft C E
eine in jeder Faser konvexe Teilmenge des Totalraums, d.h. jedes
flx := £IC\EX sei konvex, und es gebe lokale in ft gelegene Schnitte
von E, d.h. zu jedem Punkt in X gibt es eine offene Umgebung
U und einen Schnitt U —*• ir~l(U)! dessen Bild in ft liegt. Dann
gibt es auch einen globalen Schnitt f : X —> E, dessen Bild in ft
liegt.

Wird dieser Schlufi angewendet, so heifit es gewohnlich nur:
"Es gibt lokale Schnitte mit der und der Eigenschaft, und da die
Eigenschaft konvex ist, erhalt man mittels Zerlegung der Eins
auch einen globalen solchen Schnitt" — eine vortreffliche, viel
umstandliche Notation ersparende Phrase. Wollen wir nun einige
Beispiele solcher konvexer Eigenschaften betrachten. Man beachte
dabei gleich, dafi mehrere konvexe Eigenschaften zusammen auch
wieder eine konvexe Eigenschaft darstellen (Durchschnitte konve-
xer Mengen sind konvex).

(1): Die Eigenschaft, auf einer Teilmenge A C X mit einem dort
schon gegebenen Schnitt /o : A —» IT"1 (A) ubereinzustimmen, ist
konvex: Fur a e A ist fta = {/o(a)}, fur x £ A ist ftx die ganze
Faser Ex. Weifi man also die lokale Fortsetzbarkeit von /o, etwa
aus dem Tietzeschen Erweiterungslemma, so erhalt man mittels
Zerlegung der Eins auch eine globale Fortsetzung.
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(2): Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, E := TX. Die
Eigenschaft von Vektorfeldern auf X (d.h. von Schnitten in TX),
tangential zu einer oder mehreren gegebenen Untermannigfaltig-
keiten zu sein, ist konvex.

hier z.B.

M1cX
M2CX

(3): Gerade in Verbindung mit (1) ist folgende Beobachtung oft
niitzlich: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, X der
Zylinder M x [0,1] iiber M, und E := TX. Die Eigenschaft
eines Vektorfeldes auf X, als [0,1]-Komponente den Standard-
Einheitsvektor Ĵ  zu haben, ist konvex. — Der Flufi eines solchen
Vektorfeldes fiihrt im Verlaufe der Zeit t gerade M x 0 in M x t
iiber: So konstruiert man in der Differentialtopologie "Diffeoto-
pien", d.h. differenzierbare Homotopien H : M x [0,1] —> M,
fur die jedes einzelne Ht : M —> M ein Diffeomorphismus und
Ho = MM ist. Naturlich geht es nicht darum, irgendeine Diffeo-
topie zu finden, sondern eine Diffeotopie, die etwas Bestimmtes
leistet, z.B. eine vorgegebene "Isotopie" h : N x [0,1] —* M (jedes
ht Einbettung) mit sich zu fiihren: Ht o ho = ht •

Dieses Problem fiihrt zu der Aufgabe, auf M x [0,1] ein Vek-
torfeld "iiber" Ĵ  wie in (3) zu finden, das auf der durch die
Isotopie gegebene Untermannigfaltigkeit U<e[oi]^t(-^) x t schon
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vorgeschrieben ist: (1).

M x [0,1]

Details siehe z.B. in [3], §9. — Uberhaupt ware ein Differential-
topologe ohne Zerlegung der Eins rein verloren, denn die vielen
Diffeomorphismen, die in der Differentialtopologie gebraucht wer-
den, erhalt man fast alle durch Integration von Vektorfeldern, und
die Vektorfelder verschafft man sich fast immer durch lokale Kon-
struktion (Analysis) und Zerlegungen der Eins (Topologie).

(4): Sei E ein Vektorraumbundel iiber einem topologischen Raum
X. Die Eigenschaft von Schnitten im Vektorraumbundel (JE® .E7)*
der Bilinearformen auf den Fasern von E, symmetrisch und posi-
tiv definit zu sein, ist konvex. So verschafft man sich "Riemann-
sche Metriken" auf Vektorraumbiindeln, insbesondere auf Tangen-
tialbiindeln TM ("Riemannsche Mannigfaltigkeiten").

(5): Sei E ein Vektorraumbundel iiber X mit einer Riemannschen
Metrik in jeder Faser. Sei e > 0 und a : X —> E ein vorgegebe-
ner Schnitt. Die Eigenschaft von Schnitten in E, innerhalb der
"e — Tube" um a zu verlaufen, ist konvex.
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Auch hier liegt das Interesse natiirlich nicht darin, iiberhaupt
einen in der Tube verlaufenden Schnitt zu finden, ein solcher ist
ja gerade als a vorgegeben, sondern Schnitte mit zusatzlichen,
"besseren" Eigenschaften als a hat, die a dann "e-genau" appro-
ximieren.

Wenn diese Beispiele auch ganz typisch fiir die Verwendung
der Zerlegungen der Eins sind, so mufi ich das dadurch gegebene
Bild doch mit einigen Strichen noch etwas zurechtriicken. Erstens
darf nicht der Eindruck entstehen, dafi man immer schon in der
"lokalen Situation" ware, wenn man eine Btindelkarte vor sich
hat. Das ist zwar manchmal so (z.B. in (4)), aber im allgemeinen
sagt uns die "lokale Theorie" nur, dafi jeder Punkt eine (vielleicht
sehr kleine) Umgebung besitzt, auf der es eine lokale Losung gibt:
dann sind die Zerlegungen der Eins auch in dem harmlosen Falle
unerlafilich, dafi X selbst eine offene Teilmenge des Rfc und E
einfach X X R™ ist. Die Singularitatentheorie fuhrt zum Beispiel
oft zu dieser Situation.

Zweitens: Die Konstruktion globaler Gegenstande aus lokalen
Daten ist sicher der Hauptzweck der Zerlegungen der Eins. Sie
konnen aber auch benutzt werden, um schon vorhandene globale
Gegenstande in lokale zu zerlegen und so irgendwelchen Berech-
nungen zuganglich zu machen. Ist zum Beispiel M C K." sa-
gen wir eine kompakte fc-dimensionale Untermannigfaltigkeit und

= I h Karte
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/ : M —»• R eine sagen wir stetige Funktion darauf, so kann man
das Integral JM fdV dadurch erst definieren und dann studie-
ren, dafi man eine einem endlichen Atlas subordinierte endliche
Zerlegung der Eins wahlt, das einzelne JM T\dV mittels einer
Karte auf das gewohnliche Mehrfachintegral im R* zuriickfuhrt,
namlich durch fM r\dV = JRk (r\f) oh'1- ^/gdx^ ...dxk, wobei g
die Determinante der metrischen Fundamentalform (gij) ist, und
schliefilich

/ fdV=
M

benutzt.

Und drittens schliefilich sei erwahnt, dafi die Zerlegungen der
Eins nicht nur fur Funktionen und Schnitte in Vektorraumbiindeln
da sind, sondern noch manchen subtileren Zwecken dienen, siehe
z.B. A. Dold, Partitions of Unity in the Theory of Fibrations, 1963
[6].

8.5 Parakompaktheit

Zogernd nur nenne ich einen weiteren topologischen Begriff: Para-
kompaktheit. Es gibt allzu viele solcher Begriffe! Ein A heifit B,
wenn es zu jedem C ein D gibt, so dafi E gilt — das ist zunachst
einmal langweilig und bleibt es auch solange, bis wir einen Sinn
dahinter sehen konnen, " bis uns ein Geist aus diesen Chiffren
spricht". Wenn einer eine erste uninteressante Eigenschaft und
eine zweite uninteressante Eigenschaft definiert, nur um zu sagen,
dafi aus der ersten uninteressanten Eigenschaft die zweite uninter-
essante Eigenschaft folgt, dafi es aber ein uninteressantes Beispiel
gibt, welches die zweite uninteressante Eigenschaft hat und die er-
ste nicht: da mochte man doch des Teufels werden! Niemals ist ein
bedeutsamer Begriff aufs Geratewohl und gleichsam spielerisch in
die Mathematik eingefiihrt worden; der Sinn ist vorher da, und
der Zweck schafft die Mittel.

Nun weifi ich natiirlich so gut wie ein anderer, dafi es im aka-
demischen Unterricht ganz unvermeidlich ist, die Studenten nicht
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nur zuweilen, sondern oft auf "spater" zu vertrosten; die forma-
len und handwerklichen Kenntnisse miissen eben erst eine gewisse
Hohe erreicht haben, bevor sich ehrlich, d.h. ohne Unterschieben
leichtfafilicher aber unwahrer Motive, iiber den Sinn der Sache
sprechen lafit. Aber so formal als notig heifit in der Mathematik
sowieso ziemlich formal, und noch formaler sollte es nicht zuge-
hen. Wem allzu oft zugemutet wurde, Vorbereitungen zu unbe-
kannten Zwecken interessant zu finden, dem erkaltet schliefilich
der Wunsch, diese Zwecke iiberhaupt noch kennenlernen zu wol-
len, und ich fiirchte, es verlafit manch einer die Universitat, der
das eigentliche Zentralfeuer der Mathematik nirgends hat gliihen
sehen und der nun sein Leben hindurch alle Berichte davon fiir
Marchen und das "Interesse" an der Mathematik fiir eine augen-
zwinkernd getroffene Konvention halt. — Aber ich komme wohl
zu weit von meinem Thema ab.

Definition (parakompakt): Ein Hausdorffraum X heifit para-
kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung eine lokalendli-
che Verfeinerung gibt, d.h. wenn es zu jeder offenen Uberdeckung
il von X eine offene Uberdeckung 23 = {V\]\^\ von X gibt, so
dafi gilt:
(1) 23 ist lokal endlich, d.h. zu jedem x e X gibt es eine Um-

gebung, die nur fiir endlich viele A das V\ trifft und
(2) 23 ist eine Verfeinerung von il, d.h. jedes V\ ist in einer der

Mengen aus il enthalten.
Das ist gewissermafien der langweilige "Rohzustand" des Begriffes.
Er gewinnt aber sogleich Interesse durch den

Satz: Ein Hausdorffraum ist genau dann parakompakt, wenn er
die angenehme Eigenschaft hat, zu jeder offenen Uberdeckung eine
subordinierte Zerlegung der Eins zu besitzen.

Die eine Richtung des Beweises ist trivial: Ist {TA}A<=A eine zu
il subordinierte Zerlegung der Eins, so bilden die V\ := {x e X \
T\(x) ^ 0} eine lokalendliche Verfeinerung von il. Mit dem Be-
weis, dafi umgekehrt jeder parakompakte Raum die "Zerlegung-
der-Eins-Eigenschaft" hat, werden wir Paragraph und Kapitel be-
schliefien. Zuvor will ich aber auf eine naheliegende Frage ein-
gehen, namlich: Wozu der Satz? Warum definiert man den Be-
griff nicht einfach durch die Aussage des Satzes, wenn es doch auf
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die Zerlegung der Eins ankommen soil? Nun, gerade wegen der
Wiinschbarkeit der Zerlegung-der-Eins-Eigenschaft mochte man
sie moglichst vielen Raumen schnell ansehen konnen, und das
geht mit Hilfe des Satzes meist besser als direkt. Zum Beispiel ist
trivialerweise jeder kompakte Hausdorffraum auch parakompakt,
aber konnen wir ihm auch die Zerlegung-der-Eins-Eigenschaft so-
fort ansehen? Nein, erst mit Hilfe des Satzes. — Die folgenden
ohne Beweis gegebenen Mitteilungen sollen Ihnen zeigen, dafi Pa-
rakompaktheit eine weitverbreitete, sozusagen "gewohnliche" Ei-
genschaft ist.

Bemerkung: Ist ein Hausdorffraum lokal kompakt, d.h. steckt in
jeder Umgebung eine kompakte, und ist er auBerdem Vereinigung
von abzahlbar vielen kompakten Teilraumen (wofur wegen der
lokalen Kompaktheit das 2. Abzahlbarkeitsaxiom geniigt), so ist
er parakompakt.

Korollar: Mannigfaltigkeiten, insbesondere R.™, sind parakom-
pakt.

Bemerkung: Das Produkt aus einem parakompakten Raum und
einem kompakten Hausdorffraum ist parakompakt.

Satz (Stone): Jeder metrisierbare Raum ist parakompakt!

Insbesondere sind also auch alle Teilraume von metrisierbaren
Raumen parakompakt, weil sie ja wieder metrisierbar sind. Das
ist deshalb bemerkenswert, weil sich Parakompaktheit im allge-
meinen zwar auf abgeschlossene Teilraume ubertragt (aus dem-
selben Grunde wie Kompaktheit, siehe Kapitel 1), aber nicht auf
beliebige Teilraume.

Satz (Miyazaki): Jeder CW-Komplex ist parakompakt.

Fur den Beweis dieses letzten Satzes siehe die Referenz in [5], fur
die iibrigen Aussagen siehe z.B. [16], Kap I, §8.5 und 8.7. Die
Beweise sind samtlich nicht schwer — zu lesen.
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Nun aber zu dem schon angektindigten Beweis, dafi in einem
parakompakten Raum jede offene Uberdeckung eine subordinierte
Zerlegung der Eins besitzt. Der Beweis hat zwei Teile:
(1) Lemma: In jedem parakompakten Raum ist das Urysohnsche

Lemma anwendbar, d.h. je zwei abgeschlossene disjunkte
Teilmengen sind durch offene Umgebungen trennbar.

(2) Konstruktion von Zerlegungen der Eins mittels des Urysohn-
schen Lemmas.

Zu (1): Seien also A und B disjunkte abgeschlossene Teilmen-
gen des parakompakten Raumes X. Zu je zwei Punkten a e A,
b € B wahlen wir trennende ofFene Umgebungen U(a, b) und
V(a, b). Nun halten wir a fest und versuchen a und B durch
offene Umgebungen U{a) und V(a) zu trennen. Dazu wahlen
wir eine lokalendliche Verfeinerung der durch {V(a, &)}J6B und
X^B gegebenen offenen Uberdeckung und definieren V(a) als
die Vereinigung aller Mengen dieser Verfeinerung, die in einem
der V(a, b), b e B liegen. Wegen der lokalen Endlichkeit gibt es
nun eine offene Umgebung von a, die nur endlich viele dieser Ver-
feinerungsmengen trifft, und wenn diese in V(a, b\) U • • • U V(a, br)
liegen, so brauchen wir jene offene Umgebung von a nur noch mit
U(a, &i) fl • • • fl U(a, br) zu schneiden und erhalten eine zu V(a)
disjunkte offene Umgebung U(a) von a.

1. Schritt 2. Schritt 3. Schritt

Nun halten wir a nicht mehr fest, sondern wahlen analog eine lo-
kalendliche Verfeinerung der durch {U(a)}a£A und X \ A gege-
benen offenen Uberdeckung und definieren U als die Vereinigung
aller in den U(a), a € A gelegenen Mengen dieser Verfeinerung.
Nun brauchen wir nur noch zu jedem b e B eine offene Um-
gebung zu finden, die U nicht trifft: deren Vereinigung ist dann
das gesuchte V. Jedenfalls hat b eine offene Umgebung, die nur
endlich viele der Verfeinerungsmengen trifft, als deren Vereini-
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gung wir U definiert haben. Mogen diese in U(a\) U • • • U U(as)
enthalten sein. Dann ist der Schnitt jener Umgebung von b mit
V := V{a\) D • • • fl V(as) die gesuchte zu U disjunkte Umgebung.

Zu (2): Sei nun it = {UA}A6A eine oBdA lokal endliche of-
fene Uberdeckung von X. Um eine dazu subordinierte Zerlegung
der Eins zu finden, wollen wir die U\ erst noch ein bifichen
"schrumpfen" lassen, d.h. wir wollen eine offene Uberdeckung
{^A}A6A mit V\ C U\ finden. Angenommen namlich, das ware
immer moglich: Dann schrumpften wir {V\}ASA gleich noch ein-
mal zu {V^}A6A mit V^ C V\ und wahlten <J\ : X —* [0,1] mit
<TA|VJ( = ^ unc^ < J A | ^ \ ^ A = 0 nach dem Urysohnschen Lemma
und erhielten eine lokal endliche Familie {cr\}\e\; die Summe
a := Ĵ Ag A ax ware stetig und iiberall positiv, und deshalb ware
durch T\ := cr\/cr, A e A, die gesuchte Zerlegung der Eins da.
— Bleibt also zu zeigen: jedes il besitzt eine "Schrumpfung".
Wahle zu jedem x e X eine offene Umgebung Yx, so dafi Yx

gauz in einer der Mengen aus il liegt. Das ist moglich, weil man
nach (1) x und X\U\ fur x e U\ durch offene Umgebungen
trennen kann. Sei {Wa}a€A eine lokal endliche Verfeinerung
von {Yx}xex und V\ die Vereinigung aller Wa, deren Hiille
in U\ enthalten ist. Dann ist natiirlich {VA}A6A wieder eine
offene Uberdeckung, und es gilt tatsachlich V\ C U\, denn: Sei
x e V\. Dann trifft jede Umgebung von x mindestens eines der
Wa, deren Hiille in U\ enthalten ist. Eine geniigend kleine Um-
gebung trifft aber, wegen der lokalen Endlichkeit von {Wa}aeA,
nur endlich viele, sagen wir Wai,..., War • Dann mufi aber x in
Wai U • • • U War liegen, sonst gabe es doch eine Umgebung von
x, die gar kein Wa trifft, dessen Hiille in U\ liegt. Also haben
wir x € Wai U • • • U Wa = Wai U • • -uWar C U\.

(2)D



9 Uberlagerungen

9.1 Topologische Raume iiber X

Eine Uberlagerung von X ist eine stetige surjektive Abbildung
n : Y —> X, die lokal
um jeden Punkt der

f/x (diskreter Raum).

U C X

lichen so aussieht, wie
die kanonische Abbil-
dung einer disjunkten
Summe von Kopien
eines Raumes auf ihr
Muster. Soviel vor-
weg, um die Anschau-
ung in die richtige
Richtung zu lenken.



9.1 Topologische Raume uber X 157

Bei der gewohnlichen Vorstellung, die sich mit einer Abbildung
/ : A —* B verbindet, ist A das primare Objekt, mit dem bei der
Abbildung etwas "geschieht": Jeder Punkt a 6 A wird auf ei-
nen Bildpunkt /(a) e B "abgebildet". Ebensowohl konnte man
aber den Zielraum B als das primare Objekt auffassen und sich
die Abbildung / : A —> B als eine Familie {Ab}beB von "Fa-
sern" Aj := f~1(b) iiber B denken. Beide Arten, eine Abbildung
anzugeben oder sich vorzustellen, sind naturlich vollig gleichbe-
deutend, und es kommt nur auf den jeweiligen Zweck an, des-
sentwegen man die Abbildung uberhaupt betrachtet, ob der einen
oder der anderen der Vorzug zu geben ist. Jeder wird sich z.B.
eine Kurve a : [0,1] —»• X nach der ersten Art vorstellen (Verlauf:
zu jeder Zeit t wissen, wo der Bildpunkt ist), wahrend etwa fur
ein Vektorraumbundel n : E —* X die zweite Art den passende-
ren Gesamteindruck gibt (zu jedem x e X wissen, welches die
zugehorige Faser Ex ist).

Ex Faser

0 t 1 ' Bildpunkt

Bei den tjberlagerungen ist es nun auch der Zielraum, mit dem
etwas "geschieht" (er wird iiberlagert), und deshalb mochte ich
die Aufmerksamkeit durch eine Sprechweise auf diese Vorstellung
richten:

Sprechweise ("iiber"): Sei X ein topologischer Raum. Unter
einem topologischen Raum uber X verstehen wir ein Paar (Y, TT) ,
bestehend aus einem topologischen Raum Y und einer stetigen
surjektiven Abbildung TT : Y —* X.

Notation: Wir eliminieren IT wenn moglich aus der Notation, d.h.
wir schreiben, wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, Y
statt (Y, TT), notieren die Faser TT~1(X) iiber x als Yx und die
Einschrdnkung (TT^1 (J7),TTITT"1 (£/)) als Y\U.
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BEISPIEL: Durch die Projektion auf die z-Koordinate wird D2 zu
einem topologischen Raum iiber [—1,1]. Die Fasern sind Intervalle
oder (tiber den beiden Enden) Punkte:

Y\U

-Yi

- 1 CX

Das sind also zunachst nur Sprechweisen iiber surjektive stetige
Abbildungen. Der Gesichtspunkt, unter dem sie hier betrachtet
werden sollen, wird aber sogleich klar, wenn ich angebe, wann
zwei topologische Raume iiber X als aquivalent angesehen werden
sollen:

Definition: Zwei topologische Raume Y und Y iiber X sollen
homoomorph iiber X oder kurz isomorph heifien (Y = Y),
wenn es zwischen ihnen einen Homoomorphismus h : Y —» Y
"iiber X" gibt, d.h. einen fur den

Y

X

kommutativ ist. Beachte, l̂afi h dann jeweils die Faser Yx

homoomorph auf die Faser Yx abbildet.
Ohne weitere Einschriinkungen durch Axiome ist der Begriff

des topologischen Raumes iiber X noch zu allgemein, um ernst-
haft etwas niitze zu sein. Eine immer noch groBe, aber bereits in-
teressante Klasse von topologischen Raumen iiber X erhalt man
durch die Forderung der "lokalen Trivialitat":
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Definition (Triviale und lokal triviale Faserungen): Ein to-
pologischer Raum Y iiber X heifit trivial, wenn es einen topo-
logischen Raum F gibt, so dafi Y zu

X xF

kanonische Projektion

X

isomorph ist. Ein topologischer Raum Y iiber X heifit lokal tri-
vial oder lokal triviale Faserung, wenn es zu jedem x € X
eine Umgebung U gibt, iiber der F trivial ist, d.h. fur die Y\U
trivial ist.

Ist fur eine Umgebung U von x die Einschrankung Y\U trivial,
dann ist naturlich sogar Y\U = U xYx. Sind fur eine lokal triviale
Faserung alle Fasern Yx zu einem festen Raum F homoomorph,
so heifit Y eine lokal triviale Faserung mit typischer Faser F.
Dies ist keine so starke weitere Einschrankung als es vielleicht aus-
sieht: Der Homoomorphietyp der Fasern Yx einer lokal trivialen
Faserung ist naturlich lokal konstant und deshalb, wenn die Basis
X zusammenhangend ist, iiberhaupt konstant.

Fur lokal triviale Faserungen Y iiber X mit Faser F bestehen
z.B. enge Beziehungen zwischen den Homotopiegruppen von Fa-
ser F, Basis X und Totalraum Y ("exakte Homotopiesequenz"),
so dafi man aus Kenntnissen iiber Homotopieeigenschaften zweier
dieser Raume auf Homotopieeigenschaften des dritten schliefien
kann. (In der Tat ist lokale Trivialitat mehr als man fiir die ex-
akte Homotopiesequenz braucht; Stichwort "Serre-Faserungen").

Ein Wort zur Terminologie: Fasevbiindel, auf die wir hier gar
nicht weiter eingehen wollen, "sind" zwar unter anderem auch
lokal triviale Faserungen, ein Faserbiindel ist aber nicht einfach
eine lokal triviale Faserung mit besonderen Eigenschaften: aufier
zusatzlichen Axiomen gehoren auch zusatzliche Daten zu diesem
Begriff. So wird z.B. bei den Vektorraumbiindeln eine Vektor-
raumstruktur auf den Fasern gefordert (zusatzliches Datum), und
man mufi die lokal trivialisierenden Homoomorphismen linear iso-
morph auf den Fasern wahlen konnen (zusatzliches Axiom).
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9.2 Der Begriff der Uberlagerung

Definition: Eine lokal triviale Faserung heiBt Uberlagerung,
wenn ihre Fasern alle diskret sind.

Eine surjektive stetige Abbildung n : Y —+ X ist also eine
Uberlagerung, wenn es zu jedem x € X eine offene Umgebung U
und einen diskreten Raum A gibt, so dafi Y\U und Ux A iiber
U homoomorph sind.

U x A

= (*, A)

Als A kann man dann natiirlich die Faser Yx selbst wahlen, wie
stets bei lokal trivialen Faserungen.

Die Machtigkeit # Yx der Faser iiber x nennt man die Bldtter-
zahl der Uberlagerung an der Stelle x. Offenbar ist die Blatterzahl
lokal konstant und deshalb fur zusammenhangendes X iiberhaupt
konstant. Ist die Blatterzahl konstant n, so spricht man von ei-
ner n-bldttrigen Uberlagerung. — Eine Uberlagerungsabbildung
7T : Y —> X ist immer lokal homoomorph, d.h. zu jedem y 6 Y
gibt es eine offene Umgebung V, so dafi n(V) offen in X ist und
7r einen Homoomorphismus V ^ T(V) definiert. In U x A ist
natiirlich jedes U X {A} offen, weil A diskret ist, und die kanoni-
sche Projektion Ux {A} —> U ist natiirlich ein Homoomorphismus.
Deshalb ist in der oben skizzierten Situation auch V := /i-1(f7 x A)
offen in 7r~1(t7) und deshalb in Y, und TT bildet V homoomorph
auf U ab.

Dieser Uberlagerungsbegriff ist nicht der einzige, sondern nur
der einfachste, der im Gebrauch ist. Besonders in der Funktionen-
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theorie hat man Anlafi, auch allgemeinere "Uberlagerungen" zu
betrachten, insbesondere "verzweigte" Uberlagerungen wie z.B.
C —»• C, z t—> z2. Es wird dann nicht mehr
die lokale Trivialitat gefordert, sondern nur
noch die Stetigkeit, Offenheit (Bilder offener
Mengen offen) und diskrete Fasern. (Vgl.
z.B. [9], S. 18). Die Stellen y, an denen eine
solche Abbildung nicht lokal homoomorph
ist, heifien die Verzweigungspunkte; in dem
Beispiel z i—• z1 ist 0 der einzige Verzwei-
gungspunkt. — Aber auch wenn eine solche "verallgemeinerte"
Uberlagerung unverzweigt, d.h. iiberall lokal homoomorph, und
surjektiv ist, braucht sie noch keine Uberlagerung in unserem
Sinne zu sein, man kann sich leicht Beispiele herstellen, indem man
aus "richtigen" Uberlagerungen geeignete abgeschlossene Stiicke
herausschneidet.

X

Betrachte F = R x O U { a : € l | i > O } x l mit der kanonischen
Projektion Y —*• K. als das einfachste Beispiel: Y ist bei 0 nicht
lokal trivial, die Blatterzahl ist links 1 und rechts 2:

Y

0

Man kann sich dieses Phanomen so vorstellen, dafi man beim
Herumwandern auf Y plotzlich an "Grenzen" kommt, wo Y
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"aufhort", obwohl der Fufipimkt in der Basis X weiterlaufen
konnte. Man nennt deshalb unsere lokal trivialen Uberlagerungen,
die wir hier ausschliefilich betrachten wollen, auch "unverzweigte,
unbegrenzte Uberlagerungen". — Zum Schlufi noch einige ganz
einfache, aber im technischen Sinne nicht-triviale Beispiele von
Uberlagerungen:

(1): Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 ist durch z \—> zn eine n-fache
nicht-triviale Uberlagerung C\0 —> C\0 oder auch S1 —> S1

gegeben:

(trivial)

(2): Durch R. —* S1, x i—* e'x, ist eine abzahlbar oo-blattrige
Uberlagerung definiert.

(3): Die kanonische Projektion Sn -^ RPn ist eine 2-blattrige
Uberlagerung.

Soviel zum bloBen Uberlagerungsfee^ri^. Wozu man Uberlage-
rungen braucht, will ich im Abschnitt 9.8 erklaren. Den Hauptteil
des Kapitels wird aber die Klassifikation der Uberlagerungen ein-
nehmen. Es ist namlich moglich, eine gewisse Art vollstandiger
Ubersicht iiber alle Uberlagerungen eines topologischen Raumes
X zu gewinnen, und diese ist gemeint, wenn man von der
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"Uberlagerungstheorie" spricht — ein Theorielein schon eher,
aber ein niitzliches. In dieser Theorie nun gibt es einen allge-
genwartigen technischen Handgriff, mit dem alles gemacht, kon-
struiert und bewiesen wird: Das Hochheben von Wegen, und
dieses soil zuerst vorgestellt werden.

9.3 Das Hochheben von Wegen

Definition (Hochheben von Wegen): Sei •n : Y —* X eine
Uberlagerung und a : [a, b] —•> X eine stetige Abbildung ("Weg").
Ein Weg a : [a,b] —> F heifit eine Hochhebung von a zum
Anfangspunkt yg , wenn a(a) = j/o und ?r o a = a gilt.

Y

[a,b]

a ,'

a
X

in Y

in X

Lemma (Existenz und Eindeutigkeit fiir das Hochheben
von Wegen): 1st Y eine Uberlagerung von X, so gibt es zujedem
Weg a in X und jedem yo & Y iiber a(a) genau eine Hoch-
hebung a von a zum Antangspunkt yo .

Beweis: 1st U C X offen und Y\U < ^ / X U x A
trivial, so sind jedenfalls samtliche Hoch-
hebungen samtlicher ganz in U ver-
laufender Wege /3 leicht zu iibersehen:
Beziiglich Y\U = UxA sindes geradedie
durch px(t) := (/?(<), A) definierten Wege
| A in 7 . Sei nun a von (oBdA) [0,1]
nach X gegeben und yo iiber a(0). EIN-
DEUTIGKEIT: Seien a und a zwei Hoch-
hebungen zu yo • Wie die Uberlegung fiir
Y\U zeigt, sind die beiden Teilmengen von [0,1] auf denen a
und a iibereinstimmen bzw. nicht ubereinstimmen beide ofFen;
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die erste ist nicht leer, weil sie 0 enthalt, also ist sie ganz [0,1],
weil das Intervall zusammenhangend ist.

EXISTENZ: Die Menge der r € [0,1], fur die eine Hochhe-
bung von a|[0,r] zum Anfangspunkt yo existiert, ist nicht leer,
weil sie 0 enthalt. Sei ô ihr Supremum. Wahle eine offene Um-
gebung U von a(to) uber der Y trivial ist und ein e > 0
so, dafi [̂o — £, to + e] H [0,1] von a ganz nach U abgebil-
det wird. Sei a : [0,r] —> Y eine Hochhebung von a|[0,r] fiir ein
r e [io-f, *o]n[0,l] und j3 die Hochhebung von a |[r,*o + f] n[0,1]
zum Anfangspunkt S(r).

Dann ist durch

a(t) :=
f 5?(<) fur i € [0, r]

fur

eine Hochhebung zum Anfangspunkt j/o von a|[0, 6] definiert, und
zwar ist entweder 6 = 1 (falls namlich to = 1 war), in welchem
Fall wir fertig sind, oder aber b > to • Dies letztere kann aber
nach Definition von to gar nicht sein, also ist a die gesuchte
Hochhebung von a. •
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Dieses Lemma beantwortet die beiden naheliegendsten Fragen
iiber das Hochheben von Wegen. Das Wichtigste nun, was man
dariiber hinaus noch vom Hochheben wissen mufi, ist die "Ste-
tige Abhangigkeit von zusatzlichen Parametern". Denken wir uns
nicht nur einen einzelnen Weg a gegeben, sondern eine ganze
"Schar", also eine Homotopie h : Z x [0,1] —> X, und dement-
sprechend anstatt eines einzelnen Anfangspunktes «/o iiber a(0)
eine ganze "stetige Anfangsabbildung" ho : Z —> Y iiber ho, d.h.
mit TV o ho = ho. Heben wir nun jeweils fur festes z € Z den
einzelnen Weg zum vorgeschriebenen Anfangspunkt ho(z) hoch,
so erhalten wir insgesamt eine Abbildung h : Z x [0,1] —» Y iiber
h, und die Frage ist, ob h unstetig sein kann:

Kann das passieren?

Kann nicht! Beim Beweis miissen wir noch einmal ein wenig
tiifteln, dann haben wir aber auch ein sehr brauchbares Werkzeug
fur die Uberlagerungstheorie in der Hand.

Lemma (Hochheben von Homotopien): Sei Y eine Uberlage-
rung von X, sei Z ein weiterer topologischer Raum, h : Z x [0,1]
—»• X eine stetige Abbildung und ho : Z —> Y eine stetige "Hoch-
hebung" von ho ("gegebene Anfangshochhebung"):

ZxO — ^ - _ Y

X
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Dann ist die durch Hochhebung der einzelnen Wege az : [0,1]
—• X, t >—s- h(z,t) zum Anfangspunkt ho(z) gegebene Abbildung
Ti : Z x [0,1] -* Y, (z,t) H-> az(t) stetig.

BEWEIS: Wir wollen die e-Umgebung (t0 — e,t0 + e) f) [0,1] von
to in [0,1] mit Ie(to) abkiirzen. Ein offenes Kastchen O x Ie(to)
in Z x [0,1] soil "klein" heifien, wenn es von h in eine offene
Menge U C X abgebildet wird, uber der Y trivial ist. Ist dann
h auf einer "Vertikalen" Q, x t\ dieses Kastchens stetig, dann
sogar auf dem ganzen Kastchen, denn in Bezug auf eine Triviali-
sierung Y\U = U x A ist die A-Koordinate von h\Cl x Is (auf die
es ja allein ankommt, weil die (7-Koordinate durch die ohnehin
stetige Abbildung h gegeben ist) unabhangig von t, namlich we-
gen der Stetigkeit der hochgehobenen Einzelwege, und stetig auf
ilxti, also iiberhaupt stetig. In diesem Falle wollen wir dann das
Kastchen nicht nur "klein", sondern auch noch "gut" nennen.

Fur ein festes z 6 Z sei nun T die Menge der t e [0,1], fur die
es ein kleines gutes Umgebungskastchen O x I£{t) urn (z,t) gibt,
was also nichts anderes bedeutet, als dafi fit auf einer Umgebung
von z stetig ist. Dann ist T trivialerweise offen in [0,1], und
wegen der Stetigkeit der Anfangshochhebung ho ist 0 e T. Wir
brauchen also nur noch zu zeigen, dafi T auch abgeschlossen ist,
denn dann ist T = [0,1] wegen des Zusammenhangs des Intervalls
und folglich h iiberall stetig. Sei also f0 e T. Wegen der Stetigkeit
von h gibt es ein "kleines" Kastchen Q, x I£(to) urn (z,to), und
wegen to € T gibt es ein t\ € I£(to)f)T. Dann ist also htl stetig
auf einer Umgebung fti von z, also h auf ganz (ftflfii) x Je(^o),
und es folgt to € T. •

Als ein erstes Korollar notieren wir das

Monodromielemma: Sei Y eine Uberlagerung von X und a, ft
zwei Wege in X, die homotop mit festem Anfangs- und Endpunkt
sind, d.h. es gibt eine Homotopie h : [0,1] x [0,1] —> X zwischen
h0 = a und hi = j3 mit ht(0) = a(0) und ht(l) = a(l) fiir
alle t. Sind dann a und j3 Hochhebungen von a und j3 zum
gleichen Anfangspunkt yo, so haben sie auch gleichen Endpunkt:
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BEWEIS: Heben wir jedes einzelne ht zu einem ht mit Anfangs-
punkt yo hoch, so geht die "Endpunktabbildung" t i—» /it(l) in
die Faser iiber a( l ) , das wissen wir auch ohne das Hochhebungs-
lemma aus n o ht = ht. Nach dem Lemma ist diese Abbildung
aber stetig, und da die Faser diskret ist also konstant. •

9.4 Einleitung zur Klassifikation der Uberlagerungen

Eine Uberlagerung von X ist zunachst ein nicht ohne weite-
res iiberschaubares geometrisches Objekt. Wollen wir daher
eine Ubersicht, eine Klassifikation aller Uberlagerungen gewin-
nen, so werden wir uns nach "charakterisierenden Merkmalen"
fiir Uberlagerungen umschauen miissen, d.h. wir wollen jeder
Uberlagerung ein mathematisch fafibares, moglichst algebrai-
sches Datum, Merkmal oder Kennzeichen so zuordnen, daB
zweien Uberlagerungen von X dasselbe Merkmal genau dann
zukommt, wenn sie isomorph sind. Die Isomorphieklassifikation
der Uberlagerungen ist dann auf den Uberblick iiber die Merkmale
zuruckgefuhrt und dadurch hoffentlich einfacher geworden.
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Viele Klassifikationsaufgaben in der Mathematik werden in
diesem Sinne behandelt. Ein Ihnen alien bekanntes einfaches Bei-
spiel ist die Klassifikation der quadratischen Formen auf einem
n-dimensionalen reellen Vektorraum. Ein in die Augen fallendes
Merkmal, eine "Isomorphieinvariante" einer quadratischen Form
ist ihr Rang. Der Rang charakterisiert aber die Isomorphieklasse
noch nicht, also mufi man weitere Merkmale suchen, und ein sol-
ches ist z.B. die Signatur, d.h. die Differenz p — q der maximalen
Dimensionen p bzw. q von Unterraumen, auf denen die Form
positiv bzw. negativ definit ist. (Mit Rang p + q und Signatur
p — q kennt man natiirlich auch p und q, und umgekehrt). Dann
besagt der Klassifiaktionssatz ("Sylvesterscher Tragheitssatz"):
Zwei quadratische Formen auf V sind genau dann isomorph,
wenn sie gleichen Rang und gleiche Signatur haben. Damit ist
die Ubersicht iiber die Isomorphieklassen quadratischer Formen
zuriickgefiihrt auf die Ubersicht iiber die moglichen Paare (r, <x)
von Zahlen, die als Rang und Signatur vorkommen konnen, und
das ist natiirlich eine viel leichtere Aufgabe: Vorkommen kann
jedes Paar (p + q, p — q) mit 0 < p, q und p + q < n.

Fiir unsere Uberlagerungen wird sich ein solches Merkmal
aus dem Hochhebeverhalten ergeben. Wir schranken uns da-
bei auf wegzusammenhangende Raume ein, und auBerdem den-
ken wir uns in jedem Raum einen Punkt fest gewahlt ("Basis-
punkt"), und bei Uberlagerungen sollen naturlich die Basispunkte
ubereinander liegen, was wir als IT : (Y,yo) >-* (X,XQ) schreiben.
— Der Wegzusammenhang ist im Hinblick auf die Zwecke der
Uberlagerungstheorie keine wesentliche Einschrankung, und das
Notieren der Basispunkte beeintrachtigt die mathematische Sub-
stanz naturlich gar nicht.
Von zwei Uberlagerungen in X:
(Y,y0) und {Y',y'o) von
(X, XQ) wollen wir nun
sagen, sie hatten das-
selbe Hochhebeverhal-
ten, wenn fiir je zwei Wege a und (3 in X von XQ ZU irgendeinem
anderen Punkt x\ gilt: Die beiden zu t/o hochgehobenen Wege a
und /? in Y haben genau dann denselben Endpunkt, wenn die zu
y'o hochgehobenen Wege a' und /?' in Y' denselben Endpunkt
haben.
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Wenn nun dieses Hochhebeverhalten fiir die Uberlagerungen
eine ahnliche Rolle spielen soil wie Rang und Signatur fur qua-
dratische Formen, so miissen zwei sehr unterschiedliche Fragen
beantwortet werden konnen:

(a) Inwieweit ist eine Uberlagerung durch ihr Hochhebeverhal-
ten bestimmt? und

(b) Wie kann man das Hochhebeverhalten algebraisch "fassen"?

Die beiden folgenden Abschnitte beantworten diese Fragen, aber
damit niemand in den Details den Faden verliert, will ich hier,
vielleicht iiberfliissigerweise, kurz das Prinzip schildern.

Zu (a): Isomorphe Uberlagerungen haben offenbar dasselbe Hoch-
hebeverhalten, die Frage ist, ob die Umkehrung gilt.

Das Hochhebeverhalten entscheidet iiber die Hochhebbar-
keit von stetigen Abbildungen / : (Z,ZQ) —> (X,xo) von weg-
zusammenhangenden Raumen Z auf folgende Weise. Wenn es
iiberhaupt eine solche Hochhebung / gibt:

(Y,y0)

(Z,z0) —> (X,x0)

dann ist natiirlich fiir jeden Weg a von ZQ nach £ der Weg / o a
gerade der zu j/o hochgehobene Weg / o a und f(z) deshalb der
Endpunkt der Hochhebung von / o a zum Anfangspunkt t/o :

Wegen der Eindeutigkeit des Wegehochhebens folgt daraus zu-
nachst, dafi es zu / hochstens eine Hochhebung / mit f(zo) = yo
geben kann. Wir sehen aber auch, wie ein solches / mittels Hoch-
hebung von Wegen mufi zu konstruieren sein, wenn vorerst nur /
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gegeben ist: Man wahlt zu z e Z einen Weg a von ZQ nach z,
bildet ihn ab, hebt dann hoch und setzt den Endpunkt f(z).

schliefilich
(durch Hochheben) d i e g e n E n d p u n k t

/ versuchsweise als

Dow f(z) definieren.

1*

zuerst sodann
(durch Wahl) (durch Abbildung)

Hierbei tritt aber nun ein "Wohldefiniertheitsproblem" auf:
Ist das so definierte f(z) unabhangig von der Wahl von a ?

gleicher Endunkt
beim Hochheben?

Dazu miifiten also fiir je zwei Wege a und f3, die von z$ zum
selben Endpunkt laufen, auch die Hochhebungen von f o a und
/ o /? von j/p zum selben Endpunkt laufen. Ob diese fiir die Exi-
stenz von / offenbar notwendige Bedingung erfiillt ist, ergibt sich
aber aus dem Hochhebeverhalten der Uberlagerung, und wir wer-
den sehen (Hochhebbarkeitskriterium in 9.5), dafi die Bedingung
unter geeigneten Voraussetzungen tatsachlich hinreichend fiir die
Existenz einer stetigen Hochhebung / ist. Insbesondere ist diese
Bedingung, dieses "Kriterium" naturlich erfiillt, wenn die beiden
gegebenen Abbildungen Uberlagerungen mit demselben Hochhe-
beverhalten sind:

(Y,y0)
! * i

(Y',y'o) —+ (X,x0)
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und wenden wir dann das Argument noch einmal mit vertauschten
Rollen an, so erhalten wir zueinander inverse Isomorphismen der
Uberlagerungen:

(Y,y0) !------> (Y',y'o)

\
w

(X,x0)

Uberlagerungen mit demselben Hochhebeverhalten sind also iso-
morph.

Zu (b): Seien a und /? zwei Wege von XQ nach x. Ihre Hoch-
hebungen a und /? zum Anfangspunkt 3/0 haben offenbar genau
dann denselben Endpunkt, wenn die Hochhebung des geschlosse-
nen Weges a/3~ zum Anfangspunkt yo

f a(2t) 0 < i < i

auch wieder ein geschlossener Weg, eine "Schleife" ist. Um das
Hochhebeverhalten zu kennen, braucht man also nur zu wissen,
welche Schleifen an xo sich zu Schleifen an yo hochheben lassen
und welche nicht. Nach dem Monodromielemma hangt dies nur
von der Homotopieklasse (mit festem Anfangs- und Endpunkt
xo) ab. Die Menge der Homotopieklassen von Schleifen an xo
bildet aber in kanonischer Weise eine Gruppe, namlich die so-
genannte Fundanientalgruppe TTI (X, XQ ), und die der geschlos-
sen hochhebbaren darin eine Untergruppe G(Y,yo) Cfi(X,XQ),
und das Hochhebeverhalten der Uberlagerung zu kennen heifit
also, diese Untergruppe zu kennen: sie ist das algebraische "Merk-
mal", das wir einer Uberlagerung zuordnen. Die Klassifikation der
Uberlagerungen besteht dann in dem unter (a) schon ausgespro-
chenen Eindeutigkeitssatze, daB zwei Uberlagerungen genau dann
isomorph sind, wenn sie gleiches Hochhebeverhalten, also glei-
che Gruppen G haben, und einem noch zu formulierenden Exi-
stenzsatze, der angibt, inwieweit es zu vorgegebener Untergruppe
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G C TTI(X, XQ) eine Uberlagerung mit G(Y, yo) — G auch wirklich
gibt.

Dieses hier skizzierte Programm soil nun in den folgenden bei-
den Abschnitten 9.5 und 9.6 sorgfaltig ausgefiihrt werden.

9.5 Fundamentalgruppe und Hochhebeverhalten

Definition (Kategorie der Raurae mit Basispunkt): Unter
einem Raum mit Basispunkt verstehen wir einfach ein Paar
(X,xo) aus einem topologischen Raum X und einem Punkt
xo £ X. Eine stetige basispunkterhaltende Abbildung

f:(X,x0) —> (Y,y0)

ist, wie der Name sagt, eine stetige Abbildung / : X —» Y mit
f(xo) — j/o • Insbesondere verstehen wir unter einer Uberlage-
rung 7r : (Y, j/o) —* (X, XQ ) eine Uberlagerung -K : Y —• X mit
7r(y0) =^o-

Definition (Fundamentalgruppe): Sei (X,XQ) ein Raum mit
Basispunkt. Sei Q(X,XQ) die Menge der bei XQ beginnenden und
endenden Wege in X ("Schleifen an x0") und ft x f2 —»• ft,
(a,/?) i-» a/3 die durch a/3(<) := a(2t) fur 0 < t < \ bzw.
/3(2i — 1) fur | < t < 1 gegebene Verkniipfung. Dann ist auf
der Menge iri(X,XO) := ft(X,a;o)/— der Homotopieklassen (~
bedeutet hier Homotopie mit festem Anfangs- und Endpunkt
XQ ) durch [a][/3] := [aft] eine Verkniipfung wohldefiniert, wel-
che •KI(X,XQ) ZU einer Gruppe macht. Diese Gruppe heifit die
Fundamentalgruppe des Raumes (X,x0) mit Basispunkt.

Die dabei notwendigen, sehr einfachen Nachweise (Wohldefi-
niertheit der Verkniipfung, Assoziativitat, Existenz der 1 und des
Inversen) iibergehe ich. Wer etwa noch gar keinen Umgang mit der
Homotopie von Wegen gehabt hat und diese Dinge vor sich sehen
mochte, wird vielleicht gem die Seiten 54-58 in [12] durchgehen.

Notation: Offenbar liefert diese Konstruktion in kanonischer
Weise sogar einen covarianten Funktor -K\ von der Kategorie der
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Raume mit Basispunkt und basispunkterhaltenden stetigen Ab-
bildungen in die Kategorie der Gruppen und Homomorphismen,
namlich durch TTJ/ : 7Tj(X,XQ) —*• ffi(Y,yo), [a] t-> [/ o a]. Statt
TTI/ wollen wir aber die iibliche Allerweltsnotation /* benutzen.

Korollar aus dem Monodromielemma (Verhalten der Fun-
damentalgruppe bei Uberlagerungen): 1st TT : (Y,yo) —> (X,xo)
eine Uberlagerung, so ist der induzierte Gruppenhomomorphis-
mus 7T* : TTI(F,y0) —> ni(X,xQ) injektiv.

BEWEIS: Sei 7r*[7] = 1 e TZ\(X,XQ). Dann gibt es also eine
Homotopie h mit festem Anfangs- und Endpunkt XQ zwischen
•K o 7 und dem konstanten Weg [0,1] —> {a;o}. Nun heben wir
h zu einer Homotopie h in Y mit Anfangshochhebung 7 hoch.
Nach dem Monodromielemma ist dann h eine Homotopie mit fe-
stem Anfangs- und Endprodukt yo, und es ist ho = 7 und hi
eine Hochhebung des konstanten Weges, also selbst konstant, also

0 ) . •
Definition (Charakteristische Untergruppe einer Uberla-
gerung): Sei w : (Y, y0) —> (X, x0) eine Uberlagerung. Dann heifie
das Bild des injektiven Homomorphismus

die charakteristische Untergruppe der Uberlagerung und
werde mit G(Y,yo) C TTI(X,XO) bezeichnet.

Geschlossen zu j/o hochhebbar zu sein bedeutet fiir eine Schleife
an XQ natiirlich gerade, die Projektionen einer Schleife an yo zu
sein; und die Gruppe G(Y, yo) C TCI(X,XQ) ist also jene im vori-
gen Abschnitt angekiindigte Untergruppe, welche die gesamte In-
formation iiber das Hochhebeverhalten der Uberlagerung enthalt.

Ist nun / : (Z,z0) —> (X,xQ) stetig und / : (Z,z0) —> (Y,y0)
eine Hochhebung davon, d.h. -K O / = /

(Y,yo)

(Z,z0) -p (X,x0),
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so gilt offenbar f*ni(Z,z0) = ^*{f*^i{Z,z0)) C TT, TTI (T, y0) =
G(Y,yo), also ist f*ni(Z,Zo) C G(Y,yo) eine notwendige Be-
dingung fur die Hochhebbarkeit einer gegebenen Abbildung
/ : (Z,Zo) —> (X,xo). Urn formulieren zu konnen, inwiefern
die Bedingung auch hinreichend ist, mufi ich vorher noch einen
Zusammenhangsbegriff einfuhren, namlich

Definition: Ein topologischer Raum heifit lokal wegweise zu-
sammenhangend, wenn in jeder Umgebung eine wegweise zu-
sammenhangende steckt.

Beispiel eines wegweise, aber
(bei p) nicht lokal wegweise
zusammenhangenden Raumes:

Hinweis: Mannigfaltigkeiten sind lokal wegweise zusammenhan-
gend (klar), aber auch CW-Komplexe, siehe den (weitergehenden)
Satz in [16], 3.6, S. 185.

Notiz: In einem lokal wegzusammenhangenden Raum steckt in
jeder Umgebung V eines Punktes p sogar eine offene wegzusam-
menhiingende Teilumgebung, zum Beispiel die Menge aller x e V,
die von p aus durch einen Weg in V erreichbar sind. - Nun also
zum

Hochhebbarkeitskriterium: Sei n : (Y,yo) —> (X,XQ) eine
Uberlagerung, Z ein wegweise und lokal wegweise zusammenhan-
gender Raum und f : (Z,z§) —* (X, XQ) eine stetige Abbildung.
Eine (und dann auch nur eine) Hochhebung f : (Z,zo) —> (Y, j/o)
von f existiert genau dann, wenn /# die Fundamentalgruppe
TTI(Z, zo) in die charakteristische Untergruppe G(Y,yo^ der Uber-
lagerung abbildet:

G(Y,y0)
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Hier haben wir iibrigens ein einfaches Beispiel dessen, was ich
in 5.7 den "Zweiten Hauptgrund fur die Niitzlichkeit des Homo-
topiebegriffes" genannt hatte. Das geometrische Problem ist hier
genau dann losbar, wenn das algebraische Problem losbar ist, wel-
ches durch Anwendung des Fundamentalgruppenfunktors TTJ auf
die Situation entsteht: Eine Hochhebung / existiert genau dann,
wenn /* zu einem Gruppenhomomorphismus </? hochhebbar ist:

(Y,yo) ^i(Y,yo)

7T*

(Z,z0) ——> (X,x0) 7Ti(Z,0O) r
/ /*

BEWEIS: Die Bedingung ist natiirlich notwendig, und wegen des
Wegzusammenhanges von Z und der Eindeutigkeit der Hochhe-
bung von Wegen kann es auch hochstens ein / geben.

Moge nun also / die Bedingung erfiillen. Fur z e Z erklaren
wir f(z) auf die in 9.4 schon angekiindigte Weise, namlich: Wir
wahlen einen Weg a von zo nach z, heben / o a zum Anfangs-
punkt j/o hoch und definieren f(z) als den Endpunkt dieses hoch-
gehobenen Weges in Y.

W

Dieser Endpunkt ist unabhangig von der Wahl von a, denn ist
fl ein zweiter Weg von ZQ nach z, so reprasentiert die Schleife
(/ o «)( / o j3)~ ein Element von G(Y,yo), ist also geschlossen
hochhebbar, und deshalb haben die Hochhebungen von fj> a und
/ o /3 den gleichen Endpunkt, eben das wohldefinierte f(z). Of-
fenbar ist dann ir o / = / , und es bleibt nur, die Stetigkeit von



176 Kapitel 9. Uberlagerungen

/ zu zeigen. Dabei geht nun der lokale Wegzusammenhang von
Z ein: Sei zi e Z und V eine offene Umgebung von f(zi) in
Y, oBdA so klein, dafi w\V ein Homoomorphismus auf die offene
Menge U := ?r(V) ist. Wahle nun eine wegzusammenhangende
Umgebung W von z\ so klein, dafi f(W) C U. Um die w € W
mit ZQ zu verbinden, wahlen wir einen festen Weg a von ZQ nach
z\ und setzen ihn mit kleinen in W verlaufenden "Stichwegen"
von z\ nach den w zusammen. Dann ist f\W = (nlV)*1 o f\W
evident, insbesondere f(W) C V. •

9.6 Klassifikation der Uberlagerungen

Eindeutigkeitssatz: Zwischen zwei wegweise und lokal weg-
weise zusammenhangenden Uberlagerungen (Y,yo) und (Y',y'o)
von (X, XQ ) gibt es genau dann einen basispunkterhaltenden Iso-
morphismus, wenn sie die gleiche chrakteristische Untergruppe
G(Y,y0) = G(Y',y'o) C ^i(X,z0) haben.

BEWEIS: Dafi die Bedingung notwendig ist, ist klar,denn wenn
<p : (Y,yo) -^ (Y',y'o) ein solcher Isomorphismus ist, dann gilt
G(Y,y0) - 7r*7Ti(y,yo) = (TT' ° <p)*ni(Y,y0) = <(C/J*7TI(F, y0)) =
7r^,7ri(F', y'o) = G(Y',y'o). Ist umgekehrt die Bedingung erfullt, so
kann man nach dem Hochhebbarkeitskriterium die beiden Projek-
tionen wechselweise zueinander hochheben:

(Y',y'o)

(X,x0)

und die Zusammensetzungen dieser Hochhebungen sind dann
Hochhebungen von TT bzw. TT' ZU sich selbst, wegen der Ein-
deutigkeit der Hochhebung also die Identitat auf Y bzw. Y'. •
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ExiSTENZSATZ? Im Eindeutigkeitssatz haben wir die Uberla-
gerungen und deshalb naturlich auch die Basis X als wegweise
und lokal wegweise zusammenhangend vorausgesetzt. Deshalb
formulieren wir die Existenzfrage von vornherein entsprechend:
Sei (X, XQ) ein wegweise und lokal wegweise zusammenhangender
Raum und G C fti(X, XQ) eine beliebige Untergruppe der Funda-
mentalgruppe. Frage: Gibt es eine wegweise zusarnmenhangende
Uberlagerung (Y,yo) von (X,XQ) (der lokale Wegzusammen-
hang iibertragt sich sowieso von X auf Y) mit G(Y,y0) — G1
Das ist nun in der hier ausgesprochenen AUgemeinheit nicht der
Fall. Warum? Miissen wir zusatzliche Voraussetzungen iiber X
machen? Oder iiber G? und welche? Anstatt den Satz gleich
hinzuschreiben, mochte ich hier wieder einmal die lehrreiche, fur
den standigen Gebrauch nur leider zu zeitraubende Methode der
Darstellung anwenden, welche die fur das Mathematikerdasein so
charakteristische Situation simuliert, daB der Satz nicht nur zu
beweisen, sondern vor alien Dingen erst einmal zu finden ist.

Die Vorstufe von Satzen sind gewohnlich Wiinsche, wie sie
sich bei naherer Bekanntschaft mit einer Materie beinahe von
selbst einstellen. Die Satze entstehen dann dadurch, dafi man die
gewiinschten Aussagen zu beweisen versucht, die dabei auftreten-
den Schwierigkeiten analysiert und durch moglichst schwache Zu-
satzvoraussetzungen zu beheben sucht. In unserem Falle ist der
Wunsch naturlich, eine Uberlagerung mit dem vorgegebenen G
als charakteristische Untergruppe moge es geben; und so wollen
wir das doch zu beweisen versuchen.

BEWEIS DES NOCH ZU FINDENDEN EXISTENZSATZES: Zuerst
miissen wir einmal Y als Menge zu erschaffen suchen.

Wenn wir eine Uberlagerung (Y,yo) —> (X,XQ) wie gewiinscht
schon hatten: Auf welche Weise konnten wir dann die Punkte
von Yx durch Objekte chrakterisieren, die sich mittels (X,XQ)
und G ausdrucken lassen? Nun, zu jedem Weg a von xo nach x
gehorte ein ganz bestimmter Punkt der Faser Yx uber x, namlich
der Endpunkt des zu j/o hochgehobenen Weges. Alle Punkte von
Yx waren so zu erhalten, und zwei Wege a, f3 bestimmten genau
dann denselben Punkt in Yx, wenn die Schleife a/3~ ein Element
in G reprasentierte. Wie wird man also in Abwesenheit von Y
vorgehen, um Y zu erschaffen? So:
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DEFINITION: Sei Q,(X,xo,x) die Menge der Wege von x0 nach
x. Darauf erklaren wir eine Aquivalenzrelation durch a ~ j3 :<&
[a/3~] e G und definieren die Mengen Yx und Y durch

Yx:=n(X,x0,x)/~ und Y := U x̂-

Sei ferner yo die Aquivalenzklasse des konstanten Weges in
il(X, xo,xo) und IT : Y —• X durch Yx —> {x} gegeben.
Dann ist jedenfalls n eine surjektive Abbildung von Mengen
und ir(y0) = x0.

Unsere Aufgabe ist nun also "nur noch", Y mit einer To-
pologie zu versehen, durch die Y wegzusammenhangend und
(Y,yo) —> (X, xo) zu einer Uberlagerung mit G(Y,yo) = G wird.

Wenn wir an den geometrischen Sinn unserer Konstruktion
denken, so sehen wir sofort, dafi wir aufier der Menge Y und
der Abbildung n : (Y,yo) —> (X,XQ) noch etwas schon in der
Hand haben: Das Hochheben von Wegen. Fiir a e Q(X,XQ,X)
wollen wir die Aquivalenzklasse nach ~ mit [ ]^ bezeichnen, urn
Verwechslungen mit der Homotopieklasse [a] zu vermeiden. Fiir
t s [0,1] bezeichne at s Q,(X,xo,a(t)) den durch 5 i-> a(ts)
definierten "Teilweg".

«(*)

"Gesamtweg" a von xo nach x

"Teilweg" a, : [0,1] -» X
s

Die unserer Konstruktion zugrunde liegende Intuition zielt nun
naturlich auf eine Topologie ab, bezuglich der die Hochhebung
von a gerade durch a(t) := [aj]^ gegeben ist. Halten wir daran
fest, so ergibt sich ganz zwangslaufig, wie die Topologie auf Y
definiert werden mufi. Wir fiihren dazu folgende Notation ein:
Fiir einen Weg a von xo nach x und eine offene wegzusam-
menhangende Umgebung U von x bezeichne V(U,a) C Y die
Menge der Aquivalenzklassen [a/3]^ von Wegen, die man durch
Zusammensetzen von a mit Wegen /3 in U mit dem Anfangs-
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punkt x erhalt:

Wegen des lokalen Wegzusammenhanges von X bilden diese U
eine Umgebungsbasis von x, und deshalb miifiten die V(U, a) in
einer Topologie nach unseren Wiinschen ofFenbar eine Umgebungs-
basis von y € Y bilden. Bevor wir das als Definition hinschreiben,
wollen wir aber noch eine Beobachtung notieren, namlich: V(U, a)
hangt nur von y = [a]~ und von U, nicht aber von der Wahl des
reprasentierenden Weges a ab:

Aus a ~ a folgt namlich [(<*/?)(«/?) ] = [aj3lj3 a ] = [aa ] e G,
also [a/?]~ = [a/3]~ • Wegen dieser Unabhangigkeit von a diirfen
wir V(U, y) statt V(U, a) schreiben, was wir nun auch tun wollen.
Beachte, dafi ir(V(U, y)) = U gilt.

DEFINITION: V C Y heifie off en, wenn es zu jedem y € V eine
offene wegzusammenhangende Umgebung U von ir(y) gibt, so
dafi V(U,y) C V ist.

Unsere Aufgabe ist also jetzt, nachzupriifen und gegebenenfalls
durch moglichst schwache Zusatzvoraussetzungen zu erzwingen,
dafi gilt:
(a) 0,Y ofFen,
(b) beliebige Vereinigungen offener Mengen ofFen,
(c) endliche Durchschnitte offener Mengen offen,
(d) 7T stetig,
(e) Fasern diskret,
(f) -K : Y -> X lokal trivial,
(g) Y wegweise zusammenhangend,
(h) G(Y,yo) = G.

Die Behauptungen (a)-(d) sind trivialerweise richtig: Eine Topo-
logie ist das wirklich, und TT ist stetig.
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Wir wollen hier doch einmal im Vorbeigehen bemerken, dafi
wir bisher noch nichts "verschenkt" haben: Wenn es uberhaupt
eine Uberlagerung (Y',y'o) mit den gewiinschten Eigenschaften
gibt, dann mufi unsere Konstruktion auch die Eigenschaften (e) -
(h) noch haben, denn man konnte leicht einen Homoomorphismus
zwischen (Y,y0) und (Y',y'o) iiber (X,x0) herstellen.

(e) DlSKRETHEIT DER FASERN: Die Diskretheit der Fasern ist
gleichbedeutend damit, dafi es zu jedem y e Yx eine wegzusam-
menhangende offene Umgebung U von x gibt, fur die y der ein-
zige Punkt von Yx f~l V(U, y) ist. Was bedeutet diese Einzigkeit?
Ist y = [a]^, so sind die anderen Punkte von Yx C\ V{U, y) genau
die [a/3]^, wobei /? eine Schleife an x in U ist, und wir rrnifiteri
also ein U finden konnen, so dafi [a]~ — [a/3]^ fiir alle derartigen
Schleifen f3 gilt

Loch

Und hier lauft unser SchifHein nun auf Grund, denn ohne weitere
Annahmen iiber X hat die Homotopieklasse [a(af3)~] gar keine
Ursache aus G zu sein. Denken wir zum Beispiel an den Fall
x = XQ , a = const, G — {1}, fiir den ja auch alles funktionieren
soil: hier wiirde die Bedingung doch geradezu bedeuten, dafi die
Schleife /? nullhomotop in X ist. Eine Umgebung U, fur die alle
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Schleifen an x in U innerhalb des grofien Raums X nullhomotop
sind, braucht es aber nicht zu geben:

X C

usw.

Um wieder flott zu kommen, setzen wir die gewiinschte Eigen-
schaft von X einfach mit voraus - es bleibt uns auch nichts an-
deres ubrig, sonst gilt der Existenzsatz jedenfalls fur G = 1 nicht
- namlich:

Definition: Ein topologischer Raum X heifit semilokal einfach
zusammenhangend, wenn jedes x e X eine Umgebung U be-
sitzt, so dafi jede in U verlaufende Schleife an x nullhomotop in
X ist.

iSeroilokal heifit die Bedingung deshalb, weil zwar die Schleifen "lo-
kal", d.h. in U sind, aber ihre Homotopie zur konstanten Schleife
global, d.h. in X erlaubt ist. Dafi die Eigenschaft sich von U auf
alle kleineren Umgebungen ubertragt, ist ja klar. "Lokal einfach
zusammenhangend" wiirde man so definieren: In jeder Umgebung
steckt eine einfach zusammenhangende, d.h. eine Umgebung V,
in der alle Schleifen innerhalb V nullhomotop sind. Der Kegel

iiber dem obigen Beispiel ist semilokal einfach zusammenhangend,
aber nicht lokal einfach zusammenhangend. - Dies nur am Rande;
wichtiger ist der
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Hinweis: Mannigfaltigkeiten (klar), aber auch CW-Komplexe
sind stets semilokal (sogar lokal) einfach zusammenhangend, siehe
[16], S. 185.

ZUSATZVORAUSSETZUNG: Im weiteren Verlauf dieses "Beweises
des noch zu findenden Existenzsatzes" werde also X als semilokal
einfach zusammenhangend angenommen.

Fur gemigend kleine U gilt dann Yx fl V(U, y) = {y}, woraus die
Diskretheit der Fasern folgt. ( e)d

(f) LOKALE TRIVIALITAT: Sei x € X und U eine offene wegzu-
sammenhangende Umgebung, in der jede Schleife an x im gan-
zen Raum X nullhomotop ist. Dann gilt, wie wir jetzt ohne wei-
teres sehen: V(U, y) = V(U, z) fur jedes z € V(U, y); fur die
y e Yx sind die V(U, y) paarweise disjunkte offene Mengen und
7r~l(U) = Uj,eYXV(U,y). Die Projektion it und die fur y e Yx

wohldefinierte Zuordnung V{U, y) —* {y} definieren dann zusam-
men eine stetige bijektive Abbildung h : TT~1(U) —*• U x Yx iiber
U, von der wir also nur noch nachweisen miissen, dafi sie offen ist,
d.h. offene Mengen in offene uberfuhrt. Dazu geniigt es, die Pro-
jektion selbst als offen nachzuweisen, was aber ganz leicht ist: Die
Mengen V(U, y), fur y e Y und offene wegzusammenhangende
U C X, bilden eine Basis der Topologie in Y, also braucht man
nur die Offenheit von w(V(U, y)) zu wissen, das ist aber U selbst.
Also ist h offen und 7r : Y —*• X als lokal trivial nachgewiesen.

(f)D

(g) WEGZUSAMMENHANG VON Y: Ist y = [<x]~, dann ist durch
t —> [at]~5 wobei at(s) :— a(st) gesetzt ist, wirklich ein Weg von
yQ nach y gegeben. (g)D

(h) G(Y,yo) = G: Eine Schleife a an XQ reprasentiert genau
dann ein Element von G(Y,yo), wenn sie sich zu yo geschlossen
hochheben lafit. Das ist aber (vgl. (#)) genau dann der Fall, wenn
[a)~ = yo, d.h. [a]~ — [XQ]~, also wenn [axo] = [a] e G ist. •

Mit der einen unterwegs gemachten Zusatzvoraussetzung ist also
alles durchgegangen, und wir haben bewiesen:
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Existenzsatz: 1st X wegweise, lokal wegweise und semilokal
einfach zusammenhiingend und ist G C Tr\(X,xo) eine be-
liebige Untergruppe, so gibt es eine wegweise und lokal weg-
weise zusammenhangende Uberlagerung (Y, j/o) von (X, XQ ) mit
G(Y,yo) = G.

Notiz: Nach dem Monodromielemma ist Y dann natiirlich eben-
falls semilokal einfach zusammenhangend.

9.7 Deckbewegungsgruppe und

universelle Uberlagerung

Hochhebbarkeitskriterium, Existenz- und Eindeutigkeitssatz bil-
den das Kernstiick der Uberlagerungstheorie. Wir wollen einige
niitzliche Folgerungen notieren.

Definition (Deckbewegung^: Unter einer Deckbewegung oder
Decktransformation einer Uberlagerung n : Y —> X versteht
man einfach einen Automorphismus der Uberlagerung, d.h. einen
Homoomorphismus tp : Y —t Y iiber X:

w
Y > Y

V
X

Die Deckbewegungen bilden offenbar eine Gruppe, sie werde mit
T> bezeichnet.

Als unmittelbares Korollar aus dem Eindeutigkeitssatze haben
wir die

Bemerkung: Sei Y eine wegweise und lokal wegweise zusam-
menhangende Uberlagerung von X und yo,Vi &Y Punkte iiber
XQ e X. Eine (und dann nur eine) Deckbewegung y> : Y —> Y
mit <p(yo) = J/i gibt es genau dann, wenn (Y,yo) und (Y,y%) die
gleiche charakteristische Untergruppe in TX\ (X, xo) haben.
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Insbesondere operiert die Deckbewegungsgruppe frei auf Y:
nur die Identitat hat Fixpunkte.

Was bedeutet aber die Bedingung G(Y, j/o) = G(Y, j/i) ?
Dazu wollen wir einmal anschauen, wie iiberhaupt G(Y, j/o) und
G(Y, yi) fur zwei iiber XQ liegende Punkte miteinander zusam-
menhangen. Sei 7 irgendein Weg in Y von j/o nach y\ und
a := ix o y seine Projektion

Dann haben wir ein kommutatives Diagramm von Gruppeniso-
morphismen

) >

S 7T:

G(Y,y0) . ~ > G(Y,Vl),
\a\ \ .. \a\

und deshalb ist G(Y,yx) = [a]'1 G(Y,yQ)[a], also G(Y,y0) =
G(Y,yi) genau dann, wenn [a] aus dem Normalisator von
G(Y,y0) in ni(X, x0) ist:

ERINNERUNG (ALGEBRA): 1st B eine Untergruppe einer Gruppe
A, so heifit

NB := {a € A \ aBa~x = B}

der Normalisator von B in A. Der Normalisator ist selbst eine
Untergruppe von A, und B ist offenbar normal in seinem Norma-
lisator: B<NB C A; der Normalisator ist eben die groBte Gruppe
zwischen B und A, in der B noch normal ist.
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Satz iiber die Deckbewegungsgruppe: Sei (Y,yo) —> (X, xo)
eine Uberlagerung wegweise und lokal wegweise zusammenh&ngen-
der Ra'ume und G := G(Y, y0) ihre charakteristische Untergruppe,
d.h. das Bild des von der Projektion induzierten injektiven Homo-
morphismus 7i"i(Y,yo) ~~* fi (-X", #o) • Dann gibt es zu jedem Ele-
ment [a] e No des Norm.alisa.tors von G in TI (X, XQ) genau eine
Deckbewegung y>[aj, die j/o in den Endpunkt 5(1) des zu j/o hoch-
gehobenen Weges abbildet, und durch die so gegebene Abbildung

NQ —> "D ist in der Tat ein Gruppenisomorphismus NQ/G -JZ^ T>
deHniert.

Den Beweis empfehle ich als eine angenehme Ubung zum bes-
seren Vertrautwerden mit den vielen in diesem Kapitel neuein-
gefiihrten Begriffen. In die Liste der nachzupriifenden Einzelaus-
sagen vergesse man nicht f[a/3] — <f[a] ° <f[p\ aufzunehmen: es
verhalt sich, wie behauptet, so und nicht anders herum, obwohl in
aft der Weg a zuerst durchlaufen, in (f[a] o ip^ aber die Deckbe-
wegung (f[p] zuerst angewandt wird.

Korollar und Definition (normale Uberlagerungen): Die
Deckbewegungsgruppe einer wegweise und lokal wegweise zusam-
menhangenden Uberlagerung Y —• X operiert genau dann transi-
tiv aufden Fasern (d.h. zuje zwei Punkten einer Faser gibt es eine
Deckbewegung, die den einen in den anderen iiberfuhrt, oder: die
Fasern sind die Orbits der V-Aktion auf Y), wenn fur einen (und
dann fur jeden) Punkt yo € Y die Gruppe G(Y,yo) Normalteiler
von TTi(X,Tr(yo)) ist. Solche Uberlagerungen nennt man normale
Uberlagerungen.

Korollar: Fur normale Uberlagerungen (V, yo) —* {X,XQ) gilt:
(i) V^7r1(X,x0)/G(Y,y0)

(ii) Die Blatterzahl der Uberlagerung ist gleich der Ordnung von
T>, weil die Fasern die Orbits der freien V-Aktion sind, also
auch gleich der Ordnung von TTI/G oder dem "Index" von
G(Y,y0) in TTI(X,X0), wie es in der Gruppentheorie heiBt.

(Hi) Die durch die Projektion IT : Y —> X de£nierte bijektive
Abbildung des Orbitraums Y/V auf X ist in der Tat ein
Homoomorphismus.
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Zu (iii): Dafi die Abbildung stetig ist, folgt aus 3.2, Notiz 1,
dafi sie auch ofFen ist, folgt daraus, dafi ir : Y —» X, als lokal
homoomorph, auch ofFen ist.

Insbesondere ist das alles wahr fur den Fall G(Y,yo) = {1}, dem
wir uns jetzt zuwenden. Wegen ffi(Y, yo) —* G(Y, yo) tritt das ge-

nau dann ein, wenn die Fundamentalgruppe von Y trivial ist,
und es sei daran erinnert, dafi man solche Raume einfach zusam-
menhangend nennt:

Definition: Ein wegzusammenhangender Raum Y heifit einfach
zusammenhangend, wenn fur ein (und damit fur jedes) yo e Y
die Fundamentalgruppe fti(Y,yo) trivial ist.

Die Bedingung bedeutet also, dafi jede Schleife in Y nullhomotop
ist. Die zusammenziehbaren Raume sind naturlich einfach zusam-
menhangend, aber zum Beispiel auch die Spharen 5™ fur n > 2.
Sonderbarerweise ist ubrigens diese Tatsache nicht vollig selbst-
verstandlich. Wie? Genugt es nicht, zu einer Schleife a an q in
Sn einen Punkt p e Sn auBerhalb des Bildes von a zu wahlen
und auszunutzen, dafi {q} starker Deformationsretrakt von Sn\p
ist?

Wohl, wohl; aber Sie werden ja wahrscheinlich von den "raum-
ftillenden Kurven" schon gehort haben (Peano, G., Sur une courbe,
qui remplit toute une aire plane, Math. Annalen 36 (1890), 157-
160), und ebenso gibt es naturlich auch spharenfullende Schleifen,
fur die also ein solches p gar nicht vorhanden ist.

Ein direkter Beweis ist aber auch nicht etwa tiefsinnig: Man
braucht nur das Intervall [0,1] so fein in 0 = to < • • • < tn — 1 zu
unterteilen, da8 a auf keinem der Teilintervalle "spharenfiillend"
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ist, was wegen der Stetigkeit von a moglich sein mufi. Dann gibt
es wegen der Zusammenziehbarkeit von 5 n \ p t eine Homotopie
von a, welche a an den Teilpunkten t{ festhalt, im iibrigen aber
a in eine Schleife uberfiihrt, die jeweils zwischen ti-i und ti
auf einem Grofikreisbogen verlauft. Diese Kurve ist dann nicht
spharenfullend, und das ursprunglich anvisierte Argument ist an-
wendbar.

Ist Y eine wegweise und lokal wegweise zusammenhangende
Uberlagerung eines einfach zusammenhangenden Raumes X,
dann mufi Y —> X einblattrig und deshalb ein Homoomorphismus
sein. Auch diese Bemerkung ist oft niitzlich, sie besagt, dafi einfach
zusammenhangende Raume keine interessanten Uberlagerungen
besitzen; eine unmittelbare Folge aus dem Eindeutigkeitssatz.
Jetzt wollen wir aber nicht Uberlagerungen mit einfach zusam-
menhangender Basis, sondern mit einfach zusammenhangendem
Uberlagerungsraum Y betrachten.

Definition (universelle Uberlagerung): Eine wegweise und
lokal wegweise zusammenhangende Uberlagerung Y —* X heifit
universell, wenn Y einfach zusammenhangend ist.

Korollar aus der Klassifikation der Uberlagerungen: Ist X
wegweise, lokal wegweise und semilokal einfach zusammenhangend
und XQ e X, so gibt es bis auf eindeutig bestimmte Isomorphie
genau eine universelle Uberlagerung (X,XQ) —> (X,XQ).

In diesem Sinne darf man auch von der universellen Uberlage-
rung X von X sprechen.

Was ist so "universell" an den universellen Uberlagerungen?
Dazu eine Vorbetrachtung. Sei X ein wegweise, lokal wegweise
und semilokal einfach zusammenhangender Raum, und es seien
zwei zusammenhangende Uberlagerungen

(Z,z0)

(X,x0)
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gegeben, deren charakteristische Untergruppen (jff fur p und G
fur 7T) ineinander enthalten sind: H C G C TTI (X, xo). Dann
lafit sich nach dem Hochhebbarkeitskriterium die Abbildung p
"zu 7T hochheben", d.h. es gibt genau eine stetige Abbildung
/ : (Z,ZQ) —> (Y, j/o), die das Diagramm kommutativ erganzt:

(Z,z0)

(X,x0)

Dieses / ist dann ebenfalls eine Uberlagerung, und um das ein-
zusehen, betrachten wir folgendes Diagramm

(Z,zQ) < (Y',y'o)

(X,x0)

worin TT' die Uberlagerung ist, welche das Urbild H' von H in
7Tj(K, t/o) als charakteristische Untergruppe hat:

H' C

H c G C

und worin ferner h die Hochhebung von / zu TT' und g die von
7T o TT' ZU p bezeichnet. Wir wollen zeigen, daB /« ein Isomor-
phismus von Raumen iiber (Y, yo) (und folglich / wie TT' eine
Uberlagerung) ist. Die Bedingung TT' O /I = / ist erfullt, und wir
werden jetzt nachpriifen, dafi g invers zu h ist. Jedenfalls gilt
g o h = Id(z,z0) i denn g o h ist die Hochhebung von p zu sich
selbst: pogoh = TTOTr'oh = wof=p. Um auch hog = ld(Y',y')
zu zeigen, weisen wir hog als Hochhebung von TT' ZU sich selbst
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nach. Dazu ware ir' oho g = ir', d.h. f o g = TT' ZU beweisen. Dies
ergibt sich aber daraus, dafi beide Abbildungen Hochhebung von
TTOTT' ZU n sind: IT' sowieso, und fog wegen no fog — pog = TTOTT' .

•

Kurz zusammengefafit: Sind die charakteristischen Untergrup-
pen zweier Uberlagerungen von (X, Xo) ineinander enthalten, so
iiberlagert die Uberlagerung mit der kleineren Gruppe kanonisch
die andere, und zwar so, dafi die drei Uberlagerungen ein koinmu-
tatives Diagramm

(Y,Vo)

(X,x0)

ergeben.
Soweit die Vorbetrachtung. Da nun die charakteristische Un-

tergruppe der universellen Uberlagerung (X,XQ) trivial, d.h. {1}
ist, so folgt also:

Bemerkung: Die universelle Uberlagerung (X,Xo) iiberlagert
in kanonischer Weise jede andere wegweise zusammenhangende
Uberlagerung (Y,yo) von (X, xo), so daB

(X,x0)

{Y,y0)

(X,x0)

kommutiert.

Schon deshalb diirfte man die universelle Uberlagerung wohl uni-
versell nennen, es gibt aber eine Tatsache, die das noch eindringli-
cher nahelegt, und zwar: Die universelle Uberlagerung ist natiirlich
insbesondere normal, und bezeichnet T>x die Deckbewegungs-
gruppe von X —s- X, so haben wir also den kanonischen, durch



190 Kapitel 9. Uberlagerungen

die Projektion selbst bewirkten Homoomorphismus X/T>x — X.
Sind Basispunkte XQ *-* %o gewahlt, so haben wir ferner einen ka-
nonischen Isomorphismus TTI(X, XO) = T>x, wie im Satz iiber die
Deckbewegungsgruppe genauer beschrieben. Betrachten wir nun
fur die Situation in der obigen Bemerkung die beiden Deckbewe-
gungsgruppen:

X

VX Y

X

Dann ist T>y C T>x, und in Bezug auf TT\(X, XQ) — "Dx ist
T>y naturlich niemand anderes als die charakteristische^Unter-
gruppe G(Y,yo) C fti(X,xo); und da naturlich auch X —> Y
einen Homoomorphismus X/T>y — Y induziert, so erhalten wir
als Fazit den

Satz von der Universalitat der universellen Uberlagerung:
Sei X ein wegweise, lokal wegweise und semilokal einfach zusam-
menhangender Raum, xo € X, sei (X,XQ) —> (X,xo) die uni-
verselle Uberlagerung und T>x — I^I(X,XQ) die Deckbewegungs-
gruppe von X —> X. Ist dann T C T>x eine beliebige Unter-
gruppe, so ist

(X,x0)

eine wegzusammenhangende Uberlagerung, und bis auf eindeutig
bestimmte Isomorphismen erhalt man auf diese Weise samtliche
wegzusammenhangenden Uberlagerungen von (X,xo), die es
iiberhaupt gibt.

Ich mochte diesen Paragraphen mit ein paar ganz kurzen Hin-
weisen beschliefien, wie man die hier und iibrigens auch sonst
so wichtige Fundamentalgruppe denn berechnen kann. Ein Mit-
tel ist die Uberlagerungstheorie selbst: Es ist manchmal leicht,
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die Deckbewegungsgruppe der universellen Uberlagerung von X
zu bestimmen, z.B. ist wi{S1,xo) = Z, weil die ganzzahligen
Translationen R —> R offenbar die Decktransformationsgruppe
der universellen Uberlagerung R —> S1 ,x >—• e

2 ; r" bilden, und fiir
n > 2 ist 7r1(RPn,a;o) = Z/2Z, weil die universelle Uberlagerung
Sn -> RP" zweiblattrig ist.

Trivial, aber niitzlich ist die Beobachtung, dafi die Fundamen-
talgruppe eines Produkts das Produkt der Fundamentalgruppen
ist: TTI(X x F,(xo,fo)) = TTX(X,XQ) X KI(F,/O) in kanonischer
Weise.

Uberlagerungen und Produkte sind Spezialfalle von lokal tri-
vialen Faserungen und diese wieder von Serre-Faserungen, fiir die
die "exakte Homotopiesequenz" auch Information iiber die Fun-
damentalgruppen von Basis, Faser und Totalraum entha.lt (siehe
z.B. [11], S. 65), und aufierdem wird man nicht vergessen, dafi der
Funktor TTJ natiirlich homotopieinvariant ist.

Schliefilich mufi hier der wichtige Satz von Seifert-van Kampen
erwahnt werden, der unter gewissen Bedingungen gestattet, die
Fundamentalgruppe eines Raumes X = A U B aus der Kennt-
nis der folgenden drei Gruppen und zwei Homomorphismen zu
bestimmen (siehe z.B. [16], S. 211)

•wi(AC\B,x0)

9.8 Von der Rolle der Uberlagerungen
in der Mathematik

Der Uberlagerungsbegriff stammt aus der Funktionentheorie, und
zwar aus dem Studium der durch analytische Fortsetzung entste-
henden "mehrdeutigen" holomorphen Funktionen. Er wurde von
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Riemann zu einer Zeit entdeckt, in der fur eine nach heutigen
Anspruchen genaue Fassung des Begriffes noch die Mittel fehlten.

Sei G c C ein Gebiet und / ein holomorpher Funktionskeim,
der sich langs jedes in G verlaufenden Weges analytisch fortsetzen
lafit (wie z.B. y/z in C\0 oder log in C\0 oder y/(z - a)(z - b)
in C\{a, 6} usw.). Analytische Fortsetzung definiert dann eine
"mehrdeutige Funktion " auf G, und das ist gerade eine (eindeu-
tige) holomorphe Funktion F auf einer "in kanonischer Weise",
wie sich im nachhinein leicht sagen lafit, durch die fortgesetzten
Keime gegebenen Uberlagerung

G —^-> C

G

von G. - Die so entstehenden Uberlagerungen sind iibrigens wirk-
lich unverzweigt und unbegrenzt] Verzweigungspunkte kommen
erst dadurch zustande, dafi man G iiber gewissen isolierten Punk-
ten von C \G erganzt, in die hinein man / nicht analytisch fort-
setzen kann (wie z.B. 0 fur y/z), und "begrenzte" Uberlagerungen
treten dann auf, wenn / zwar iiberallhin in G, aber nicht langs
eines jeden Weges fortsetzbar ist.

Die mehrdeutigen Funktionen, die in der Funktionentheorie
nun einmal vorkommen (das Interesse an Funktionen wie y/z
brauche ich wohl nicht noch naher auseinanderzusetzen) werden
durch diese Uberlagerungen erst richtig verstandlich und den
ublichen funktionentheoretischen Methoden zuganglich gemacht:
das ist nicht nur das ursprtingliche Motiv fur die Erfindung
der Uberlagerungen, sondern auch heute noch eine wichtige An-
wendung und nicht etwa iiberholt durch irgendeine modernere
Methode.

Dabei ist es aber nicht geblieben. Lassen Sie mich zuerst die
allgemeine Bemerkung machen, dafi Uberlagerungen vielfach "in
der Natur vorkommen", das heifit einem beim Studium ganz ande-
rer Probleme ungesucht begegnen, wobei man dann die gleichsam
vom Himmel fallenden Auskiinfte der Uberlagerungstheorie dank-
bar mit vereinnahmen kann. Operiert zum Beispiel eine endliche
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Gruppe G frei auf einem topologischen Raum Y, so ist die Quoti-
entenabbildung Y —> Y/G eine Uberlagerung, oder hat man zum
Beispiel mit einer differenzierbaren Funktionenfamilie zu tun, in
der keine Bifurkation der Singularitaten vorfallt, so bilden die Sin-
gularitaten eine Uberlagerung der Basis, usw.

Oft aber zieht man die Uberlagerungen ganz absichtlich als
ein Hilfsmittel heran. Die iiberlagernden Raume haben eine ge-
wisse Tendenz, "einfacher" zu sein als der iiberlagerte Raum, das
Beispiel Sn —> K.P™ kann man sich als ein Symbol dafur mer-
ken, und das Anwendungsprinzip ist daher gewohnlich dies: Man
interessiert sich eigentlich fur X, aber X ist fur den direkten
Zugriff zu kompliziert, also geht man zu einem besser durch-
schaubaren Uberlagerungsraum Y von X iiber und benutzt die
Uberlagerungstheorie dazu, aus Kenntnissen uber Y Informa-
tionen iiber X zu gewinnen. So gibt es z.B. zu jeder nichtori-
entierbaren Mannigfaltigkeit M eine orientierbare zweiblattrige
Uberlagerung M —> M ("Orientierungsiiberlagerung"), und das
ist das Vehikel, urn gewisse Aussagen, deren Beweis "gutwillig"
zunachst nur fiir orientierbare Mannigfaltigkeiten funktioniert,
doch auch fur nichtorientierbare zu verifLzieren.

In einer Reihe von Anwendungen entfaltet dieses Vereinfa-
chungsverfahren seine voile Kraft erst, wenn man bis zur uni-
versellen Uberlagerung hinaufsteigt, und drei bedeutende soldier
Beispiele will ich jetzt nennen.

(1) RIEMANNSCHE FLACHEN. Die Riemannschen Flachen sind die
zusammenhangenden komplex eindimensionalen komplexen Man-
nigfaltigkeiten, bekannt aus der Funktionentheorie. Als topolo-
gische Raume sind es zweidimensionale Mannigfaltigkeiten, also
Flachen. Sei X eine Riemannsche Flache und 7r : X —* X ihre
universelle Uberlagerung. Dann ist X zunachst nur ein topologi-
scher Raum und noch keine Riemannsche Flache, aber die kom-
plexe Struktur von X iibertragt sich sofort auf Uberlagerungen;
man uberlegt leicht, dafi es auf X genau eine komplexe ^truk-
tur gibt, beziiglich der w holomorph ist. Dann ist also X eine
einfach zusammenhangende Riemannsche Flache, und diese sind
in der Tat viel leichter zu durchschauen als die Riemannschen
Flachen schlechthin, nach dem Riemannschen Abbildungssatz fur
Riemannsche Flachen ist namlich X entweder zur Zahlenebene C
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oder zur Zahlenkugel CP1 oder zur offenen Einheitskreisscheibe
B c C biholomorph aquivalent! Wie nutzt man aber diese Kennt-
nis zu Informationen iiber X ? Nun, trivialerweise und nicht etwa
erst aufgrund eines besonderen Satzes sind die Deckbewegungen
von X —*• X biholomorphe Abbildungen, die Deckbewegungs-
gruppe DjDperiert frei und "eigentlich diskontinuierlich", d.h. je-
des x e X besitzt eine Umgebung U, so dafi die <p(U), <*p£T>
paarweise disjunkt sind, der Orbitraum X/T> einer solchen Ak-
tion hat dann eine von X geerbte komplexe Struktur, namlich
die einzige, die X —> XjT> holomorph macht, und der aus der
Uberlagerungstheorie bekannte Homoomorphismus X jT> = X ist
dann offenbar auch biholomorph. Ohne Benutzung weitergehen-
der Hilfsmittel als (topologische!) Uberlagerungstheorie und Rie-
mannscher Abbildungssatz erhalt man also: bis auf biholomorphe
Aquiyalenz sind die Riemannschen Flachen genau die Quotien-
ten X/V, wobei X = CP1, C oder E ist und V eine freie und
eigentlich diskontinuierlich wirkende Untergruppe der biholomor-
phen Automorphismen von X.

Die Automorphismengruppen von CP1, C und E sind aber
seit langem wohlbekannte, explizit angebbare Gruppen; die frei
und eigentlich diskontinuierlichen Untergruppen konnen prinzipi-
ell darin aufgesucht und X jT> studiert werden, und wenn das im
Falle X — E auch ein keineswegs einfaches Problem ist, so hat
man doch jetzt einen ganz konkreten Ausgangspunkt fur weitere
Untersuchungen und hat vom blofien "sei X eine Riemannsche
Flache" einen groBen Schritt vorwarts getan.

(2) RAUMFORMEN. Ein klassisches, bis heute noch nicht vollstan-
dig gelostes Problem der DifFerentialgeometrie ist die Klassifika-
tion der Raumformen bis auf Isometrie. Unter einer Raumform
versteht man eine zusammenhangende vollstandige n-dimensio-
nale Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, ( ,•)) mit konstanter Rie-
mannscher Schnittkriimmung K. (Siehe J. Wolf, Spaces of Con-
stant Curvature [21], S. 69). OBdA braucht man nur K= + l, 0, —1
ins Auge zu fassen. Eine zusammenhangende Uberlagerung einer
Raumform ist in kanonischer Weise wieder eine Raumform dersel-
ben Krummung, und analog zum Riemannschen Abbildungssatz
hat man hier den Satz von Killing und Hopf: Sphare Sn, eukli-
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discher Raum Rn und "hyperbolischer" Raum Hn sind bis auf
Isometrie die einzigen einfach zusammenhangenden Raumformen
mit K = + 1 , 0 und - 1 .

a+p+y = w a+/?+7 < TT

Geodatische Dreiecke auf Sphare S2 , euklidischer Ebene K2

und hyperbolischer Ebene (D2 mit "hyperbolischer Metrik")

Die Isometriegruppen dieser drei Raume sind wohlbekannt, und
analog zum Falle der Riemannschen Flachen zeigt die Uberlage-
rungstheorie: Die Quotienten von Sn, R.™ und hyperbolischem
Raum nach frei und eigentlich diskontinuierlich wirkenden Unter-
gruppen der Isometriegruppen sind bis auf Isometrie alle Raum-
formen, die es gibt.

(3) LlEGRUPPEN. Eine Liegruppe ist eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit mit einer "differenzierbaren" Gruppenstruktur (d.h.
G x G —» G, (a, b) H-> ab^1 ist differenzierbar). Die Liegruppen
spielen in weiten Teilen der Mathematik und iibrigens auch in
der Theoretischen Physik eine wichtige Rolle; 0(n), GL(n, R.),
GL(n, C), SO(n), U(n), SU(n) sind einige allgemein bekannte
Beispiele. Die Uberlagerungstheorie zeigt, dafi die universelle
Uberlagerung G einer zusammenhangenden Liegruppe G in ka-
nonischer Weise wieder eine Liegruppe und dafi G ein Quotient
G/H nach einer diskreten Untergruppe H des Zentrums von G
ist. Die einfach zusammenhangenden Liegruppen sind aber einer
Klassifikation deshalb zuganglicher, weil sie im wesentlichen durch
ihre "Lie-Algebren" bestimmt sind.
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Ich mochte nicht den Eindruck erweckt haben, als sei der
Uberlagerungstrick bei diesen Klassifikationsaufgaben das We-
sentliche; schon der Riemannsche Abbildungssatz ist viel tiefsin-
niger als die ganze Uberlagerungstheorie von A bis Z. Man darf
aber wohl sagen, dafi der Uberlagerungsbegriff, wie eben ver-
schiedene andere topologische GrundbegrifFe auch, in einer Reihe
bedeutender Zusammenhange ein unentbehrlich.es Konzept ist,
das jeder Mathematiker kennen sollte.



10 Der Satz von Tychonoff

10.1 Ein unplausibler Satz?

Schon im Kapitel 1 iiber die GrundbegrifFe hatten wir uns da-
von iiberzeugt, dafi das Produkt X x Y zweier kompakter topo-
logischer Raume wieder kompakt ist, und durch Induktion folgt
daraus naturlich auch, dafi das Produkt endlich vieler kompakter
Raume stets wieder kompakt ist. In 6.2 hatten wir Anlafi gehabt,
auch einmal Produkte von moglicherweise unendlich vielen Fak-
toren zu betrachten, und um diese geht es jetzt wieder, denn das
Kapitel ist dem folgenden Satz gewidmet.

Satz (Tychonoff 1930): Ist {X\}xeA eine Familie kompak-
ter topologischer Raume, so ist der Produktraum IIASA ^ A aucL
kompakt.
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Jeder, der den Satz von Tychonoff zum ersten Male hort, wird
wohl gestehen mussen, dafi unsere Anschauung vom Kompakt-
heitsbegriff eher das Gegenteil fur unendliche Produkte suggeriert.
Kompaktheit ist ja eine gewisse Endlichkeitseigenschaft (von offe-
nen Uberdeckungen), und so kann es uns nicht wundern, dafi sie
sich auf Raume ubertragt, die durch endliche Vereinigungen, Sum-
men oder Produkte aus kompakten Raumen entstehen, aber wir
erwarten nicht, dafi so ein Gebau aus unendlich vielen kompakten
Bausteinen wieder kompakt sein musse. Die einfachsten Beispiele
zeigen, dafi sukzessive Vergrofierung kompakter Raume schliefilich
insgesamt zu etwas Nichtkompaktem fiihren kann: CW-Komplexe
aus unendlich vielen Zellen sind z.B. stets nichtkompakt; nicht-
kompakte Mannigfaltigkeiten lassen sich durch kompakte Teile
"ausschopfen",

C ...

oder, um einen ganz trivialen, aber nicht untypischen Vorgang zu
erwahnen: Fiigt man zu einem kompakten Raum einen isolierten
Punkt hinzu, so erhalt man wieder einen kompakten Raum; macht
man das aber unendlich oft, d.h. bildet die Summe mit einem
unendlichen diskreten Raum, so ist das Ergebnis nichtkompakt.
Betrachtet man unter diesem Gesichtspunkt nun die Folge der
"Wurfel",

[0,1]° C [0,1]1 C [O,1]2C



10.1 Ein unplausibler Satz? 199

so wird man davon wohl schwerlich das Gefiihl bekommen, dafi
[0,1]°° kompakt sein miisse, ebensowenig wie uns die Kompakt-
heit von {0,1}°° sehr plausibel vorkommen kann, wenn wir an
{0,1}° C {(M}1 C .. . denken: 1st nicht {0,1}°° etwas sehr
Ahnliches, wenn auch nicht gerade dasselbe, wie ein unendlicher
diskreter Raum?

"Gegen" den Satz von Tychonoff konnte man auch anfiihren,
dafi z.B. die Einheitskugel in einem normierten Raum nur im
endlichdimensionalen Falle kompakt ist: auch so ein Indiz, das
die Vorstellung unterstiitzt, oo-Dimensionalitat sei ein Kompakt-
heitshindernis.

Und doch triigt uns die Anschauung hier, und zwar weniger
unsere Anschauung von der Kompaktheit, als vielmehr die vom
Produkt.

Wir leiten unsere Intuition iiber Produkte natiirlich von den
Produkten im M3 aus zwei oder drei Faktoren ab, und deshalb
ist es uns nicht so augenfallig, daft "nahe benachbart" in der Pro-
dukttopologie eines unendlichen Produktes immer nur eine Aus-
sage iiber endlich viele Koordinaten ist: Fur jede noch so kleine
Umgebung U eines Punktes xo 6 JJA £ A X\ besagt die Aussage
u € U iiber die meisten (alle bis auf endlich viele) Komponenten
MA gar nichts, weil U ein Kastchen der Form

enthalten mufi. Aus diesem Grunde ist die Vorstellung des oo-
dimensionalen Wiirfels, die wir uns von den endlichdimensiona-
len Wiirfeln ableiten, nicht sehr zutreffend. Fur unser Auge, das
"nahe" immer als "metrisch nahe" sehen mochte, wird die relative
Unwichtigkeit der "sehr weit draufien" gelegenen Komponenten
von (xi,X2, • •.) viel besser durch den sogenannten Hilbertqua-
der dargestellt, das ist der Quader im separablen Hilbertraum
mit den Kantenlangen ^ in Richtung der en-Achse (Durchmes-

ser yY^,^ = ~3s)i lessen niederdimensionale Analoga also so
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aussehen:

In der Tat ist der Hilbertquader homoomorph zum Produkt ab-
zahlbar vieler Intervalle [0,1], durch (xn)n>i i-> (xi, |ai2, §£3,. . . )
ist ein Homoomorphismus vom Produkt auf den Hilbertquader
gegeben, wie man leicht nachpruft.

Hat man nun gehort, dafi der Satz von Tychonoff doch rich-
tig ist, so wird man aufgrund der Erfahrungen mit ahnlich klin-
genden Aussagen vielleicht annehmen, dafi der Beweis wohl nicht
schwierig sein durfte: "Wie solche Sachen eben immer gehen: Sei
55 = {Va}a g A eine offene Uberdeckung von Y\\€ A -^A • Mit jedem
x e Va mufi Va ein ganzes Kastchen U\x x • • • x U\r x IIA^A- ^ A

enthalten. Angenommen nun, es gebe keine endliche Teiliiberdek-
kung. Dann ... usw." — Oh nein! Wenn auch viele Beweise der
Mengentheoretischen Topologie, navigiert von der Anschauung,
im Kahne einer ausgepichten Terminologie wie von selber daher-
schwimmen: der Beweis des Satzes von Tychonoff gehort nicht
dazu.

10.2 Vom Nutzen des Satzes von Tychonoff

Ein gegen die Anschauung gehender Satz ist schon allein dadurch
gerechtfertigt. - Na gut. - Ein ahnlich allgemeiner, aber vielleicht
mehr Gewicht mit sich ftihrender Gesichtspunkt ist, dafi jede Dis-
ziplin bestrebt sein mufi, ihre eigenen Grundbegriffe zu klaren. Die
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Grundbegriffe werden ja nicht irgendwoher offenbart, sondern es
bleibt den Mathematikern die Aufgabe, unter den verschiedenen
ahnlichen Begriffen den giinstigsten auszuwahlen, und der Satz
von Tychonoff war z.B. ein entscheidender Grund, den durch die
Uberdeckungseigenschaft definierten Kompaktheitsbegriff der Fol-
genkompaktheit vorzuziehen, die sich namlich nicht auf beliebige
Produkte iibertragt.

Wie steht es aber mit Anwendungen aufierhalb der Mengen-
theoretischen Topologie selbst? Ich will einmal die Behauptung
wagen, dafi die Differential- und Algebraische Topologie keinen we-
sentlichen Gebrauch vom Satz von Tychonoff macht. In der Funk-
tionalanalysis kommt der Satz aber an mehreren sehr pragnanten
Stellen zum Zuge, und drei soldier Stellen will ich nennen. Es
kommt mir dabei nur darauf an zu zeigen, wie der Satz von Ty-
chonoff jeweils in die Beweisfuhrung eingeht. Diese Beweise im
iibrigen vollstandig zu geben, wiirde pedantisch sein, da der Zu-
sammenhang, in den sie gehoren, hier ohnehin nur angedeutet
werden kann.

(1) SCHWACHE KOMPAKTHEIT DER ElNHEITSKUGEL IN REFLE-
XIVEN BANACHRAUMEN. Sei X ein normierter Raum iiber K = R
oder C. Fur eine stetige lineare Abbildung / : X —>• K ("Linear-
form") defmiert man ||/|| := sup^n^ |/(x)|, und dadurch wird
der Raum X' der Linearformen zu einem normierten Raum, man
nennt ihn den Dualraum von X. Der Dualraum ist immer ein
Banachraum, auch wenn X selbst nicht vollstandig ist. - Jedes
Element x e X definiert in kanonischer Weise eine Linearform
auf dem Raum der Linearformen durch x : X' —> K, f i-> f(x);
und hierdurch ist sogar eine injektive isometrische lineare Abbil-
dung X —> X" gegeben, vermoge welcher man iiberhaupt gleich
X C X" auffaBt. X heifit reflexiv, wenn sogar X — X" gilt.
Hilbertraume sind zum Beispiel reflexiv.

Unter der schwachen Topologie auf einem normierten Raum
X versteht man die grobste Topologie, bezuglich der / : X —> K
fur alle / e X' stetig ist. (Subbasis: {f~x{U) \ f e X', U C K
offen}). Auf jedem normierten Raum hat man somit zwei Topolo-
gien: Erstens die Normtopologie, die man immer meint, wenn man
von der Topologie schlechthin spricht, und zweitens die schwache
Topologie.
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Auf dem Dualraum X' betrachtet man aufierdem eine dritte,
noch etwas "schwachere" (d.h. grobere) Topologie, namlich die
schwach-* -Topologie, das ist die grobste, fiir die x : X' —» K
fiir alle x € X stetig ist. Eine Folge (/n)re>i in X' ist ge-
nau dann schwach- *-konver gent, wenn sie punktweise konvergiert,
d.h. wenn (fn(x))n>i fiir jedes x eine konvergente Zahlenfolge ist.

Korollar aus dem Satz von Tychonoff: Die Einheitskugel in
X1 ist kompakt in der schwach-*-Topologie.

ZUM BEWEIS: Sei D das Intervall [-1,1] bzw. die Kreisscheibe
{z e C | \z\ < 1} in K und Dx := {||rc||-z \ z e £>}. Dann
ist nach dem Satz von Tychonoff jedenfalls I l^gx-^1 kompakt,
also ist auch jeder abgeschlossene Teilraum dieses Produktes
kompakt, und zu einem solchen abgeschlossenen Teilraum ist die
schwach-*-topologisierte Einheitskugel E' := {/ e X' \ \\f\\ < 1}
homoomorph, namlich: Man definiert E' —• YixeX-Dx durch
/ t-> {f(x)}xex • Diese Abbildung ist offenbar injektiv; die
Komponenten-Abbildungen / t—y f(x) sind nach Definition
der schwach-*-Topologie gerade noch stetig, also ist die ganze
Abbildung stetig beziiglich dieser Topologie; sei E ihr Bild.
Fiir festes x e X und U C K. offen geht die Subbasis-Menge
{/ € E' | f(x) € U) gerade in E D 7r~1(t/) uber, also ist die
Abbildung E' —* E wirklich ein Homoomorphismus. Nun pruft
man nach, daB E abgeschlossen in J\x £ x Dx ist, wofiir zwar noch
etwas getan, aber keine weitergehenden Hilfsmittel herangezogen
werden miissen, und so folgt dann die Behauptung. •

Fiir reflexive Raume ist naturlich die schwache Topologie auf X1

dasselbe wie die schwach-*-Topologie, also ist dann die Einheits-
kugel in X' und nach demselben Argument die in X" — X
schwach kompakt.

Ist X auch noch separabel, so erfiillt in der schwachen Topo-
logie zwar nicht der ganze Raum, aber doch die Einheitskugel das
Erste Abzahlbarkeitsaxiom (ist sogar metrisierbar, vgl. [4], S. 75)
und ist deshalb nicht nur kompakt, sondern auch folgenkompakt:
Jede normbeschrankte Folge hat also eine schwach konvergente
Teilfolge.
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(2) KOMPAKTHEIT DES SPEKTRUMS EINER KOMMUTATIVEN
BANACH-ALGEBRA. Ein komplexer Banachraum B zusammen
mit einer Multiplikation, die ihn zu einer kommutativen C-
Algebra mit 1 macht und ||a&|| < ||a||-||6|| erfiillt, heifit eine
kommutative Banachalgebra.

Die einfachsten und gewissermassen "durchsichtigsten" Bei-
spiele sind die Algebren C(X) der beschrankten stetigen Funk-
tionen auf topologischen Raumen X. Das eigentliche Interesse
gilt aber weniger diesen Funktionenalgebren als vielmehr Alge-
bren aus Operatoren. Das Studium von Operatoren (z.B. Diffe-
rent ialop er at oren, Integraloperatoren) ist ja ein Hauptzweck der
Funktionai'analysis. Hat man nun einen oder mehrere miteinan-
der vertauschbare Operatoren in einem Banachraum, so erzeugen
diese in der (nichtkommutativen) Banachalgebra aller Operatoren
des Raumes eine kommutative Teilalgebra B, und es ist wohl plau-
sibel, dafi eine genauere Kenntnis von B als Banach-Algebra, d.h.
bis auf Banachalgebrenisomorphie, niitzliche Information iiber die
Operatoren enthalten kann.

Naturlich gehen bei dieser Betrachtungsweise individuelle Zuge
der Operatoren verloren; ob es sich zum Beispiel um Differen-
tialoperatoren handelt und wo diese operieren: das sind Einzel-
heiten, die aus dem Isomorphietyp der Banachalgebra nicht ab-
zulesen sind; ganz ahnlich wie die Anwendung eines algebraisch-
topologischen Funktors individuelle Ziige eines geometrischen Pro-
blems unterdriickt. Es bleiben aber wichtige Eigenschaften der
Operatoren in der Banachalgebra noch kenntlich, zunachst die al-
gebraischen z.B. ob der Operator eine Projektion ist: \? = b, oder
nilpotent: bn = 0, ob er invertierbar ist, eine "Wurzel" besitzt:
b = a2 ; aber dariiber hinaus ist ja in der Banachalgebra die Norm
der Operatoren noch vorhanden, man kann deshalb Grenzprozesse
und Limites betrachten, z.B. Potenzreihen von Operatoren usw.

Wie laBt sich aber der Wunsch nach "Einsicht" in die Struk-
tur der Banachalgebra konkretisieren? Nun, ein hoher Grad an
Einsicht in diese Struktur ware erreicht, wenn man einen to-
pologischen Raum X und einen Banachalgebrenisomorphismus
B = C(X) finden konnte! Wie, unter welchen Umstanden, laGt
sich das erreichen? Um das zu lernen, mufi man jedenfalls stu-
dieren, wie und ob sich ein gegebener Raum X aus der Banach-
algebrastruktur von C(X) rekonstruieren lafit. Wie macht sich



204 Kapitel 10. Der Satz von Tychonoff

also ein Punkt x € X als ein (3anach-)algebraisches Objekt
bemerkbar?

Es bieten sich sogar zwei algebraische Erscheinungsformen der
Punkte von X an. Erstens definiert jedes x durch / i-» f(x) ei-
nen Algebrenhomomorphismus C(X) —> C, der x auch charakte-
risiert, wenn der Raum X nicht zu unvernunftig ist, dazu braucht
man ja nur zu zwei Punkten x ^ y eine stetige beschrankte Funk-
tion, die an den beiden Punkten verschiedene Werte annimmt.
Deshalb konnte man bei einer beliebigen kommutativen Banach-
algebra B als Ersatz fur die Punkte x e X die Algebrenhomo-
morphismen B —> C ins Auge fassen.

Andererseits bestimmt jedes x e X in C(X) ein Ideal, namlich
das Verschwindungsideal ax := {/ € C(X) | f(x) = 0}. Das
ist offenbar ein maximales Ideal: enthalt ein Ideal sowohl ô  als
eine weitere Funktion / , d.h. eine mit f(x) ^ 0, so enthalt es
jede: ax + C • / = C(X), trivialerweise. Fur verniinftige Raume
wird wieder ax =£ ay ftir x ^ y sein. Deshalb ware es auch ein
verniinftiger Ansatz (er braucht ja deshalb nicht gleich zum Erfolg
zu fiihren), fur eine kommutative Banach-Algebra B als die zu
dem gesuchten Raum zugrunde liegende Menge das sogenannte
Spektrum von B, namlich Speci? := Menge der maximalen Ideale
in B in Betracht zu ziehen.

In der Tat sind beide Ansatze nur zwei verschiedene Beschrei-
bungen ein und derselben Sache: Zu jedem Algebrenhomomor-
phismus B —+ C gehort ein maximales Ideal, namlich sein Kern,
und diese Zuordnung zwischen Algebrenhomomorphismen und
maximalen Idealen ist bijektiv, weil es nach einem nicht schwer
zu beweisenden Satz (Gelfand-Mazur) zu jedem maximalen Ideal
a genau einen Algebrenhomomorphismus B/a = C gibt. Wir
diirfen also die Elemente von Specif sowohl als maximale Ideale o
als auch in der angegebenen Weise als Algebrenhomomorphismen
if : B —> C auffassen; und fur unser Ziel, B als eine Funktionenal-
gebra darzustellen, suggeriert uns der Spezialfall B — C(X) ganz
eindeutig, welche Funktion wir jedem b e B zuordnen miissen,
namlich /j, : Speci? —*• C, (p H-s- <p(b).

Algebrenhomomorphismen tp : B —> C sind automatisch Li-
nearformen der Norm 1, also SpecS in kanonischer Weise Teil-
menge der Einheitssphare des Dualraums B'. Insbesondere sind
die Funktionen /;, jedenfalls beschrankt (durch
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Noch haben wir keine Topologie auf SpecS gewahlt, aber wenn
wir nur wunschen, dafi alle diese /& stetig sein sollen, so werden
wir dies auf die sparsamste als die einzig kanonische Weise zu er-
reichen suchen, aber das heifit eben, auf SpecB C B' die von der
schwach-* -Topologie induzierte Topologie einzufuhren! Dann er-
halten wir wirklich einen kanonischen Algebren-Homomorphismus
p : B —-> C(SpeaB), b i—• /&. Ist das ein Isomorphismus? Nun,
nicht jede kommutative Banachalgebra ist isomorph zu einem
C(X). Auf C(X) gibt es noch eine zusatzliche algebraische Struk-
tur, deren Moglichkeit in B man auch fordern mufi, namlich die
komplexe Konjugation: Unter einer "Involution" * : B —> B
auf einer kommutativen Banach-Algebra versteht man einen R-
Algebren-Homomorphismus mit den Eigenschaften (A • 1)* = A • 1
fur alle A e C und 6** = b und ||6*6|| = ||6||2 fur alle b e B. Eine
kommutative Banachalgebra mit Involution heifit 5*-Algebra.
Fur solche gilt dann aber der

Satz von Gelfand-Neumark: Ist (B,*) eine B*-Algebra, dann
ist p : B —> C(SpecB) ein isometrischer B*-Algebrenisomorphis-
mus.

Das ist also die Antwort oder eine Antwort auf die eingangs ge-
stellte Frage. Woher diese Frage kam und wohin die Antwort fiihrt,
dariiber hat die Funktionalanalysis noch viel zu sagen, aber ich
denke, dafi es schon nach dem wenigen, was ich hier davon be-
richtet habe, kein leerer Schall ist, wenn ich sage: Das Spektrum
einer kommutativen Banachalgebra ist ein "wichtiger" Begriff aus
der Funktionalanalysis. Uber das Spektrum macht nun der Satz
von Tychonoff eine bemerkenswerte Aussage. Wie wir schon gese-
hen haben, ist SpecE? ein Teilraum der schwach-*-topologisierten
Einheitssphare von B', die nach dem Satz von Tychonoff kompakt
ist. Es ist nicht schwer zu zeigen, dafi Speci? in der Tat ein abge-
schlossener Teilraum ist, und so folgt das besonders im Hinblick
auf den Satz von Gelfand-Neumark sehr merkwurdige Resultat

Korollar aus dem Satz von Tychonoff: Das Spektrum einer
kommutativen Banach-Algebra ist kompakt.
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(3) STONE-CECH-KOMPAKTIFIZIERUNG: Beim heuristischen Vor-
gehen im vorigen Abschnitt waren wir bestrebt, X aus C(X)
zu rekonstruieren, aber wie das Korollar aus dem Satz von Ty-
chonoff zeigt, kann nicht immer X = SpecC(X) sein, da ja X
nicht kompakt zu sein braucht. In welchem Verhaltnis stehen X
und SpecC(X) zueinander? Ganz ohne Zusatzannahmen braucht
die kanonische stetige Abbildung X —* SpecC(X) weder injek-
tiv noch surjektiv zu sein. Eine etwaige Nichtinjektivitat hat aber
ziemlich uninteressante Ursachen, namlich ungefahr, dafi die To-
pologie von X so grob ist, dafi die stetigen beschrankten Funk-
tionen nicht alle Punkte unterscheiden konnen. (Fiir die triviale
Topologie ist z.B. jede stetige Funktion konstant, also SpecC(X)
nur ein Punkt). Also wird man, urn diesen Effekt auszuschliefien,
Trennungseigenschaften voraussetzen, und die richtige Trennungs-
eigenschaft ist hier, was man vollstdndig regular nennt: Punkte
seien abgeschlossen und zu jeder abgeschlossenen Menge A und
Punkt p f A gibt es ein stetiges / : X —» [0,1] mit f(p) = 0 und
f\A = 1; das ist zum Beispiel in jenen Hausdorffraumen der Fall,
in denen das Urysohnsche Lemma angewendet werden kann. Dann
aber gilt der Satz (vgl. [8], S. 870): Ist X vollstandig regular, so ist
die kanonische Abbildung X —• SpecC(X) eine Einbettung, d.h.
ein Homoomorphismus aufihr Bild, und dieses Bild ist ein dichter
Teilraum, d.h. seine abgeschlossene Hiille ist ganz SpecC(X).

Vermoge dieser Einbettung darf man X selbst als dichten
Teilraum des nach dem Satz von Tychonoff kompakten Raumes
SpecC(X) auffassen: Insbesondere ist also jeder vollstandig re-
gulare Raum Teilraum eines kompakten Raumes, was allein
schon sehr erstaunlich ist. SpecC(X) ist die sogenannte "Stone-
Cech-Kompaktifizierung" eines vollstandig regularen Raumes, die
gewohnlich mit /3X bezeichnet wird. Sie ist in einem gewissen
Sinne die "grofitmogliche" Kompaktifizierung: sie lafit sich durch
die Eigenschaft charakterisieren, dafi sich jede stetige Abbildung
von X in einen kompakten Hausdorffraum auf 0X fortsetzen
lafit. Die Stone-Cech-Kompaktifizierung nach Wiirden zu behan-
deln, dazu gehort ein anderes Buch (und ein anderer Verfasser),
aber auch ohne dem hoffe ich, Ihnen inzwischen vor dem Satz von
Tychonoff, dessen Beweis wir uns nun zuwenden, einigen Respekt
eingeflofit zu haben.
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10.3 Der Beweis

Alle Beweise des Satzes von Tychonoff benutzen das "Zornsche
Lemma", von dem deshalb zuerst die Rede sein soil. Sodann
mochte ich die giinstige Gelegenheit ergreifen, urn die auch sonst
mitzlichen Begriffe Filter und Ultrafilter einzufuhren. Mit diesen
Hilfsmitteln versehen, werden wir dann zeigen: Hat ein Raum X
eine Subbasis S mit der Eigenschaft, dafi jede Uberdeckung von
X durch Mengen aus & eine endliche Teiliiberdeckung besitzt,
dann ist X bereits kompakt. Zur Anwendung auf ein Produkt
X = HAgAXA kompakter Raume braucht man dann also z.B.
nur zu zeigen, dafi die kanonische Subbasis aus den Zylindern
{TT^"1(?7A) I A € A, U\ C X\ offen} diese Eigenschaft hat, und
der Satz von Tychonoff ist bewiesen. Von dieser Eigenschaft der
Subbasis wollen wir uns vorweg iiberzeugen:

Sei also il eine Uberdeckung des Produkts durch offene Zylin-
der. Angenommen, il habe keine endliche Teiluberdeckung. Dann
gibt es in jedem Faktor X\ wenigstens einen Punkt x\, dessen
"Koordinatenebene" n'^1(xx) nicht von endlich vielen Mengen
aus il iiberdeckt wird, und zwar aus folgendem Grunde: Eine Ko-
ordinatenebene, die von endlich vielen Zylindern aus ii iiberdeckt
wird,

Zur Existenz von x\:

So . . . denn sonst . . . Aber . . .

lllllllllhWJTJ

imimmm

steckt immer schon in einem dieser Zylinder, sonst iiberdeckten
diese endlich vielen entgegen der Annahme das ganze Produkt;
steckte aber jede Koordinatenebene iiber X\ in einem Zylinder
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aus il, so folgte aus der Kompaktheit von X\ abermals entge-
gen der Annahme, dafi endlich viele dieser Zylinder das Produkt
uberdeckten. Es gibt also zu jedem A so ein x\ wie behauptet.

Sei nun x := {ZAIAEA- Dann muB x in einem Zylinder
TT"1 (U/i) von il liegen, in dem dann aber im Widerspruch zur Kon-
struktion auch die Koordinatenebene 7r~1(a;M) enthalten ware,
also war die Annahme falsch. •

1. DAS ZORNSCHE LEMMA. Wie Sie wissen hat man oft Anlafi,
"maximale" oder "minimale" mathematische Objekte bestimmter
Art zu betrachten. Im vorigen Abschnitt war z.B. von maximalen
Idealen in einer kommutativen Banachalgebra die Rede gewesen;
eine difFerenzierbare Struktur auf einer Mannigfaltigkeit ist nach
Definition ein maximaler differenzierbarer Atlas; in der Theorie
der Liegruppen sind die maximalen kompakten Untergruppen ei-
ner zusammenhangenden Liegruppe wichtig; die maximale offene
in einer gegebenen Teilmenge A eines topologischen Raumes ent-
haltene Menge heifit deren offener Kern A, die minimale A ent-
haltende abgeschlossene Teilmenge ihre abgeschlossene Hiille A;
feinste und grobste Topologien mit gewissen Eigenschaften sind
maximal bzw. minimal in der Menge dieser Topologien, usw. - In
vielen, ja man darf wohl sagen in den meisten Fallen sind die Ob-
jekte, um die es geht, insbesondere Teilmengen einer festen Menge,
und die Ordnungsrelation, auf die sich die Maximalitat oder Mi-
nimalitat bezieht, ist die Inklusion von Mengen. Wenn sich nun
die fragliche Eigenschaft auf beliebige Vereinigungen iibertragt,
dann ist naturlich die Vereinigung aller Mengen mit dieser Ei-
genschaft maximal, und wenn sich die Eigenschaft auf beliebige
Durchschnitte iibertragt, dann ist der Durchschnitt aller dieser
Mengen ein minimales Objekt der gewiinschten Art. Das ist die
allereinfachste Situation, in der die Existenz maximaler oder mi-
nimaler Objekte gesichert ist; die einen gegebenen differenzierba-
ren Atlas enthaltende difFerenzierbare Struktur, der offene Kern
und die abgeschlossene Hiille einer Teilmenge eines topologischen
Raumes sind Beispiele dieses Typs.

Meist allerdings ware es zuviel verlangt, dafi sich die Eigen-
schaft auf beliebige Vereinigungen bzw. Durchschnitte iibertragen
sollte. Eine wesentlich schwachere Voraussetzung ist aber haufig
noch erfullt, dafi sich namlich die Eigenschaft auf die Vereinigung
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bzw. den Durchschnitt von Ketten soldier Mengen iibertragt, und
das ist eine typische Situation, in der das Zornsche Lemma an-
wendbar ist und die Existenz einer maximalen bzw. minimalen
soldi en Menge sichert.

Es sei aber gleich angemerkt, dafi auch das Zornsche Lemma
nicht in alien Fallen "zieht". Um etwa die Existenz einer maxi-
malen kompakten Untergruppe in jeder zusammenhangenden Lie-
gruppe zu zeigen, mufl man schon ziemlich tief in die Theorie der
Liegruppen steigen, ein blofi formales und rein mengentheoreti-
sches Argument wie das Zornsche Lemma reicht da nicht aus.

Das Zornsche Lemma wird im nachsten Kapitel bewiesen, wir
wollen aber seine Formulierung von dort schnell hierherzitieren:
Eine Relation < ("kleiner gleich") auf einer Menge M heifit
bekanntlich eine teilweise Ordnung, wenn sie reflexiv (a; < x),
antisymmetrisch (x < y und y < x =>• x = y) und transitiv
{x<y<z=^-x<z) ist. K C M heifit Kette, wenn je zwei Ele-
ment e x,y € K in Relation stehen, d.h. x < y oder y < x gilt,
und K heifit beschrdnkt, wenn es ein m e M gibt mit x < m
fiir alle x e K.

Lemma von Zorn: Ist in einer teilweise geordneten nichtleeren
Menge (M, <) jede Kette beschrankt, dann hat M mindestens
ein maximales Element, d.h. ein a, fur das kein x ^ a mit a < x
existiert.

2. FILTER UND ULTRAFILTER. Definition: Unter einem Filter
auf einem topologischen Raum X (oder allgemeiner: auf einer
Menge X) versteht man eine Menge von Teilmengen von X, die
folgende drei Axiome erfullt:
Axiom 1: F1,F2 € T => Fx D F2 € T
Axiom 2 : F e f und F C F' =̂  F' e T
Axiom 3: 0 ^ T

Definition (Filterkonvergenz): Ein Filter T auf einem topo-
logischen Raum X konvergiert gegen a, wenn jede Umgebung
von a zu T gehort.

BEISPIEL: Sei (#„)„>! eine Folge in X und F der Filter aller
Mengen, in denen die Folge schlieftlich bleibt. Offenbar konvergiert
der Filter genau dann gegen a, wenn die Folge das tut.
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Definition (Ultrafilter) und Korollar aus dem Zornschen
Lemma: Maximale Filter nennt man Ultrafilter. Jeder Filter ist
in einem Ultrafilter enthalten.

Das Zornsche Lemma wird hierbei natiirlich auf die durch In-
klusion teilweise geordnete Menge aller der Filter angewendet,
die den gegebenen Filter enthalten. - Die Ultrafilter haben eine
merkwurdige Eigenschaft.

Bemerkung: Ist T ein Ultrafilter auf X und A C X eine Teil-
menge, so gehort von den beiden Teilmengen A und X\A genau
eine zu J-.

BEWEIS: Natiirlich nicht beide, weil ihr Durchschnitt leer ist. Fer-
ner muB eine von beiden alle Filtermengen trefFen, sonst fande
sich sowohl eine Filtermenge aufierhalb A als auch eine aufierhalb
X \ A , und deren Durchschnitt ware also leer. OBdA treffe A
alle Elemente von F. Dann ist die Menge aller Obermengen aller
Durchschnitte Af\F, F € F, einj^U {A} enthaltender Filter
und aus der Maximalitat von T folgt A € T. D

3. ANWENDUNG: BEWEIS DES SATZES VON TYCHONOFF. Sei nun
also & eine Subbasis des topologischen Raums X mit der Eigen-
schaft, dafi jede Uberdeckung von X durch Mengen aus S eine
endliche Teiluberdeckung besitzt.

Wir zeigen im 1. SCHRITT: Jeder Ultrafilter auf X konver-
giert. BEWEIS: Angenommen, es gabe einen nichtkonvergenten
Ultrafilter T. Zu jedem x e X konnen wir dann eine Umge-
bung Ux e &\J-~ finden, denn waren alle x enthaltenden Men-
gen aus S Elemente des Filters, so auch alle deren endlichen
Durchschnitte und der Filter konvergierte gegen x. Nach Vor-
aussetzung hat dann {Ux}x£x eine endliche Teiluberdeckung:
X = UXl U • • • U UXr. Da die UXi nicht Elemente von T sind,
mussen es nach der oben gezeigten merkwurdigen Eigenschaft der
Ultrafilter ihre Komplemente sein: deren Durchschnitt ist aber
leer, und wir haben einen Widerspruch zu den Filteraxiomen.

Nun beweisen wir in einem 2. UND LETZTEN SCHRITT: X
ist kompakt. BEWEIS: Sei also {Ua}aeA eine beliebige offene
Uberdeckung von X. Angenommen, es gabe keine endliche
Teiluberdeckung, d.h. je endlich viele Uberdeckungsmengen liefien
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immer ein nichtleeres "Defizit"X\?7a i U ••• U Uar iibrig. Die
Menge der Obermengen solcher Defizite bildete dann einen Fil-
ter, und es sei T ein diesen Filter enthaltender Ultrafilter. Nach
dem 1. Schritt wissen wir, dafi T gegen ein a € X konvergiert.
Dieses a mufi in einer der Uberdeckungsmengen Ua liegen, also
Ua G T wegen der Konvergenz, aber X\Ua e T als Defizit im
Widerspruch zu den Filteraxiomen. Damit ist der Schlufistein in
den Beweis des Satzes von Tychonoff eingeftigt. D



11 Letztes Kapitel. Mengenlehre

von Theodor Brocker

Dieses Kapitel dient weder dazu, Skrupel zu erregen, noch
sie auszuraumen: Es teilt nur Studierenden, die die ersten
Semester erfolgreich hinter sich gebracht haben, kurzgefafit
mit, was sie an mengentheoretischer Technik in der Mathe-
matik gelegentlich brauchen werden.

1st A eine Indexmenge, und ist jedem A e A eine Menge M\
zugeordnet, so ist J7A€AM,\, das Produkt der Mengen M\,
gleich der Menge der Abbildungen <p : A —> 1JA g A M\, so dafi
9?(A) e M\; das ist also mit anderen Worten die Menge der
Familien (m\ | A e A, m\ e MA).

Auswahlaxiom:
Ist Mx^0 fur alle A e A, so ist Y\X(.AM\ ^ 0 .

Das heifit also: wenn es in jedem My ein Element gibt, dann gibt
es auch eine Punktion, die in jedem M\ so ein Element auswahlt.
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Eine teilweise Ordnung auf einer Menge M ist eine Rela-
tion < zwischen Elernenten von M, so dafi gilt: x < x (Reflexi-
vitat), x < y und y < x =>• x = y (Antisymmetrie), x < y und
y < z =4* x < z (Transitivitat), jeweils fiir alle x,y,z e M. Man
schreibt dann x < y fiir x < y und x ^ y. 1st x € M, A C M,
so schreibe x *> A, falls x ~> a fiir alle a € A, und ahnlich x > A,
x < A . . .

BEISPIELE: Ist M eine Menge und 3̂ die Menge ihrer Teilmen-
gen, so defmiert die Inklusion eine teilweise Ordnung auf ^J. Daher
kommen dann auch die teilweisen Ordnungen fiir die Untergrup-
pen einer Gruppe, die Unterraume eines Vektorraum.es . . .

Eine Kette oder (streng) geordnete Menge ist eine teilweise
geordnete Menge, in der zudem gilt: Es ist stets x < y oder y < x
fiir x,y € M. Eine Kette heifit wohlgeordnet, wenn jede nicht-
leere Teilmenge der Kette ein kleinstes Element (beziiglich der
Ordnung) besitzt. Beispiel: N, nicht aber Z, Q, R. Sind M,N
wohlgeordnet, so ofFenbar auch M X N in lexikographischer Ord-
nung, d.h. (TO, n) < (rai, n\) falls m < rri\ oder m — mi, n < n\.
Ebenso M-\-N (punktfremde Vereinigung) in der Ordnung m < n
fiir m e M, n e N, und wie gehabt fur zwei Elemente aus M
oder N.

In einer wohlgeordnet en Menge gilt das

Induktionsprinzip: Ist A(k) eine Aussage iiber beliebige k e K
und gilt: A(l) fiir alle £ < k =• A(ifc), so gilt A(jfc) fiir alle k € K.

Andernfalls gabe es namlich ein kleinstes k € A', so dafi nicht
A(k). Aber dann A(£) iuv £ < k, also doch A(k). Widerspruch.

Ahnlich wie bei den natiirlichen Zahlen kann man in einer wohl-
geordneten Menge auch rekursiv definieren. Eine Rekursionsfor-
mel etwa fiir eine Funktion / auf M legt den Wert f(n) fest, in
Abhangigkeit von den Funktionswerten f(k) fiir k < n, also

f(n) = <p(f\{k | k < n}).

Man zeigt durch Induktion nach n, dafi es auf den Teilmengen
{k € M | k < n) genau eine Funktion / gibt, die der Rekur-
sionsformel geniigt, und damit auch auf M, denn eine Funktion
/ auf M ist durch die Einschrankungen f\{k < n} bestimmt.
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Manche mochten allzu kurz argumentieren, die Behauptung:
" / ist durch die Rekursionsformel fur alle n eindeutig definiert",
folge durch Induktion nach n. Aber dies ist gar keine Behaup-
tung von der Form: "Fur alle n gilt . . . ", die man direkt durch
Induktion beweisen konnte.

Wohlgeordnete Mengen, solange sie nicht aufhoren, sehen bis
auf monotone Bijektion gleich aus, genauer:

Satz: Sind M und N wohlgeordnet, so gibt es genau eine mono-
tone Bijektion von einer auf einen Abschnitt der anderen oder die
game andere.

BEWEIS: Wir konnen M und N als Teilmengen mit induzierter
Ordnung von einem Abschnitt von J = M + N + {00} ansehen.
Es geniigt dann einzusehen: Liegt M mit induzierter Ordnung in
einem Abschnitt der wohlgeordneten Menge J , so gibt es genau
eine monotone Bijektion <p von M auf einen Abschnitt von J. In
der Tat, die gesuchte Bijektion ip ist rekursiv bestimmt, hat man
die Bijektion auf Abschnitten ip : Mk —* Je, so muss <p(k) = £
sein, und so ist ip erklart.

Das wichtigste Hilfsmittel in und aus der Mengenlehre ist das

Lemma von Zorn (im wesentlichen von Zermelo): Sei (M, <)
eine teilweise geordnete Menge. Jede Kette K C M sei be-
schrankt. Dann hat M ein maximales Element, d.h. es gibt ein
a e M, so daB fur kein x e M gilt x > a.

BEWEIS: Angenommen nicht, dannkann man jeder Kette K C M
sogar ein echt groBeres Element m(K) 6 M, m(K) > K, zuord-
nen. Hier wird das Auswahlaxiom benutzt. Eine Kette K C M
heiBt ausgezeichnet, wenn K wohlgeordnet ist und fur jeden Ab-
schnitt Kx := {k e K \ k < x} fur x e K gilt x = m(Kx). Alle
ausgezeichneten Ketten beginnen also gleich, mit m\ = m(0),
ni2 = rn({mi}), m^ = m({mi,m2}),... wenn sie iiberhaupt so
weit gehen.

LEMMA: Sind K und L ausgezeichnete Ketten in M, so ist eine
ein Abschnitt der anderen oder sie sind gleich.
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BEWEIS: Sei nach dem letzten Satz etwa <p : K —*• Lx oder
<p : K —+ L eine monotone Bijektion. Dann folgt durch Induk-
tion in K sogar K = Lx bzw. K — L. In der Tat, ist <p(j) = j
fur alle j e Kk, und ist Kk auch ein Abschnitt von L, so folgt
in beiden Ketten das Element m(Kk) — k, also <p(k) = k.

Jetzt folgt leicht, dafi die Vereinigung aller ausgezeichneten
Ketten eine ausgezeichnete Kette ist. Sie heifie A. Dann ist
m(A) > A, und A U {m(A)} auch ausgezeichnet, aber dann
A U {m(A)} C A, ein Widerspruch, weil m(A) fi A. Damit ist
das Zornsche Lemma bewiesen.

Definition: Zwei Mengen M, N haben gleiche Kardinalzahl
\M\ = \N\, wenn es eine Bijektion ip : M —> N gibt. Auch ist

5: I-̂ K wenn es eine Injektion (fi : M —> N gibt.

Offenbar: \M\ < \N\, \N\ < \S\ =» \M\ < \S\.

Satz (Schroder-Bernstein):

(i) \M\ < \N\ und \N\ < \M\ =• \M\ = \N\.

(ii) \M\ < \N\ oder \N\ < \M\.

BEWEIS: (i): Seien ip : M —> N und ip : N -> M injektiv. Gesucht
ist eine Bijektion 7 : M —> N. Jedes Element m e M und n e N
tritt bis auf Indextranslation in genau einer Sequenz der Form

. . . t—* n _ 2 1—* m—i 1—»• n _ i 1—> m o i - » n o H TOI I—»• ri i 1—»• . . .
^ ip <P ^ ip ip <p %[)

, als ein nv bzw. mv auf. Definiere 'y{m)=ip{m),
wenn die Sequenz, in der m auftritt, mit einem mv 6 M beginnt
(insbesondere also ein erstes Element hat), und 7(m) = xp~1(m)
sonst. Dann ist 7 stets definiert und bijektiv.

(ii): Betrachte die Menge der Tripel <p : A —> B, so dafi A C M,
B C N, if bijektiv. Definiere (ip : A -> B) < (cpt : Ax -> Bx),
falls A C Ai, B C B\ und (̂ i[A = yj. Auf der Menge die-
ser Tripel ist so eine teilweise Ordnung definiert, und jede Kette
((tp\ : A\ —y B\) I A € A) ist beschrankt durch A = I J A 7 ^ "^
|JA B\ = B, <p\A\ = ip\. Sei nun nach Zorns Lemma (tp : A —» B)
maximal, dann ist offenbar A — M oder B = N, sonst konnte
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man m € M, m £ A, n e N, n fi B finden, und [ip : A —• B)
auf A U {m} -^BU {n} durch m H-> n erweitern.

Definition: Die Potenzmenge ty(M) ist die Menge der Teil-
mengen von M.

Satz (Cantor): |$(M)| > \M\.

Man schreibt auch

BEWEIS: Sonst gabe es eine Bijektion M —> #(M), a; H-> M ( X ) .
Definiere eine Teilmenge A C M durch a; € A ̂  a; ^ M(x). Es
miifite A = M(y) fiir em y e M sein, also K 6 i o j ^ M(y)
= A. Widerspruch.

Satz: Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

BEWEIS: Zur Menge M betrachte die Menge der Paare (A,R),
AC M, R Wohlordnung auf A. Setze (At,Ri) < (A2,R2), falls
A\ mit der Anordnung Ri ein Abschnitt von A2 mit der An-
ordnung R2 ist, oder sogar A\ — A2 mit gleicher Anordnung
R\ — i?2 • Dies definiert eine teilweise Ordnung auf den Paaren
(A, R). Jede Kette {(A\, R\)} ist beschrankt durch A — |JA A\,
R\A\ — R\. Ein maximales Element (A,R) erfullt A — M, denn
sonst ware m £ M, m £ A, und 4U{m} wiirde durch die Wohl-
ordnung R auf A und die Bestimmung A < m wohlgeordnet, so
dafi das entstehende Paar (A U {TO}, <) grofier als (A, R) ware.

Wie man aus Mengen und Injektionen die Kardinalzahlen
bildet, erhalt man aus wohlgeordneten Mengen und monotonen
Injektionen Ordinalzahlen. Zwei wohlgeordnete Mengen haben
gleiche Ordinalzahl, wenn es eine ordnungserhaltende Bijektion
zwischen ihnen gibt. Wir haben ja gesehen, dass es stets eine
solche Bijektion von einer von ihnen auf die andere oder einen
Abschnitt der anderen gibt. Insbesondere sind die Ordinalzahlen
streng geordnet.

Ist insbesondere M wohlgeordnet, so werden die Kardinalzah-
len < \M\ durch Teilmengen von M, also nach dem Satz durch
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Abschnitte Mx von M reprasentiert, und \MX\ < \My\ •£> x < y,
also

Korollar: Es gibt genau eine bijektive monotone Abbildung der
Menge der Kardinalzahlen < \M\ auf einen Abschnitt derwohlge-
ordneten Menge M. Insbesondere ist die Menge der Kardinalzah-
len < \M\ durch ihre Ordnung wohlgeordnet, und \M\ ist auch
durch die Menge der Ordinalzahlen < der Ordinalzahl von M
reprasentiert.

Satz: Fiir eine unendliche Menge M gilt \M x M\ = \M\ und
\M + M\ = \M\, wenn + die punkttrem.de Vereinigung ist.

Korollar: Ist \M\ unendlich, N # 0 , so ist \M x N\ = \M + N\
= max{\M\,\N\}.

BEWEIS: AUS der ersten Behauptung folgt \M\ = \M x M\ >
\M x {1,2}| = \M + M\ > \M\ also die zweite Behauptung fiir
dieselbe Kardinalzahl. Die erste Behauptung gilt fur Mengen der
Kardinalzahl |N|, denn man kann N x N abzahlen. Wir schliefien
nun durch Induktion nach der Kardinalzahl von M, setzen also
die Behauptung fiir Teilmengen von M kleinerer Kardinalzahl
voraus.

Zum Beweis der ersteii Behauptung betrachte dann die Menge
der Paare (£?,?/>)> wo J5 C M unendlich und i/> : B -> B x B bi-
jektiv ist. Wie immer hat man fiir die Paare (B, ifi) die Anordnung
(B,V>) < (Bi,ipi) wenn B C B\ und ifi — ifii\B. Das Lemma von
Zorn liefert dann ein maximales Paar (A,</?), <p : A —»• A x A.
Angenommen, fiir dieses ist |A| < \M\, so ist M = A + B und
|-F| > |A| nach Induktionsannahme. Also M — A + A\ + C,
A\\ = \A\. Nun ist

und nach Induktionsannahme gibt es eine Bijektion

<pi : Ax —> (AxAr) + (Aj x A) + (A-^ x Ax).

Also liefert tp\ eine Erweiterung von ip, namlich eine Bijektion

A + Ax -*(A + Ai) x (A
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die auf A mit <p iibereinstimmt, im Widerspruch zur Maximalitat
von ip. Also \A\ = \M\, und damit ist der Satz bewiesen.

Sei \M\ unendlich und K die Menge der Kardinalzahlen K, SO
dafi \M\ < K < 2'MI. Aus dem ersten KoroUar auf der vorigen
Seite folgt die Abschatzung

0 < \K\ <2lM | .

Die Kontinuumshypothese von Cantor sagt \K\ — 0. Nach ei-
nem Satz von Cohen ist diese Hypothese unabhangig von den
Axiomen der Mengenlehre, und innerhalb obiger Abschatzung ist
jede Annahme mit den Axiomen der Mengenlehre vertraglich.
Nach der Kontinuumshypothese gabe es, wie man leicht aus dem
letzten Satz folgert, keine Kardinalzahl zwischen |N| und |R|, da-
her der Name.
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Symbolverzeichnis

4 [a, b] abgeschlossen.es Intervall von a bis b
8 B Inneres der Menge B
8 B abgeschlossene Hiille von B
11 Ks(x) Kugel vom Radius e um einen Punkt x eines

metrischen Raumes
13 + disjunkte Summe, topologische Summe
18 = "isomorph", hier Zeichen fur Homoomorphie
19 (2,3) offenes Intervall von 2 bis 3; Verwechslungs-

gefahr mit dem Zahlenpaar (2,3) € M.2.
33 || • • • || Norm
34 | • • • | Halbnorm
37 C(X) Banachraum der beschrankten stetigen Funk-

tionen auf X
39 [x] Aquivalenzklasse
39 X/ ~ Menge bzw. Raum der Aquivalenzklassen

beziiglich der Aquivalenzrelation ~ auf X.
43 G/H Quotientenraum von G nach der Untergruppe

H.
48 X/G Orbitraum eines G-Raumes X
50 X/A Quotientenraum, der durch Zusammenschla-

gen von A C X zu einem Punkt entsteht
51 CX Kegel uber X
53 I V 7 " w e d g e " , X xyol>xo xYcX xY
5 3 X AY "smash", X x Y/X V Y
54 Y Uv X Quotientenraum, der aus X + Y durch Iden-

tifizieren der Punkte x und ip(x) entsteht.
("Anheften von X an Y mittels </?")•

56 M\^Mi zusammenhangende Summe
57 X x [0, l ] /a Quotientenraum, der aus X x [0,1] durch

Identifizieren von (x,0) mit (a(a;),l) hervor-
geht
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63 (X,d) Vervollstandigung des metrischen Raumes
(X,d)

70 C^°(Rn) Vektorraum der C°°-Funktionen mit kompak-
tem Trager

73 ~ homotop
76 ~ homotopieaquivalent
75 [X, Y] Menge der Homotopieklassen von Abbildun-

gen von X nach Y
93 7rn(X, Xo) n-te Homotopiegruppe von (X,xg)
99 Yl X\ Produkt der Familie {X\}X^A von Mengen

A € A oder topologischen Raumen
109 s(vg,... ,Vk) Simplex, konvexe Hiille von Punkten vg,... ,Vk

in allgemeiner Lage im R™
111 |if | einem Polyeder K zugrunde liegende Menge
118 Xn n-Geriist eines zellenzerlegten Raumes X
143 TM Tangentialbiindel
157 Yx Faser eines topologischen Raumes Y ——t X

iiber X an der Stelle x
157 Y\U Einschrankung eines topologischen Raumes Y

iiber X auf U C X
158 = Isomorphie, hier Homoomorphie "iiber X "
163 ~ iiber Abbildungen geschrieben:

in Kapitel 9 meist fur "Hochhebungen" aller
Art ( a , / etc.)

171 a~ der riickwarts durchlaufene Weg, d.h.
a~(t) :=a(l-t)

172 Q,(X,XQ) Menge der Schleifen in X an x$
172 ~ hier: Homotopie von Schleifen mit festem

Anfangs- und Endpunkt xg
172 [ ] hier: Aquivalenzklassen von Schleifen nach ~
173 TT\{X,XQ) Fundamentalgruppe
173 /* von / induzierter Homomorphismus der Fun-

damentalgruppen
173 G(Y, j/o) charakteristische Untergruppe von TTI(X,Xg)

der Uberlagerung (Y,y0) -> (X,x0)
178 [ ]^ nur auf den Seiten 164-168 gebrauchte Nota-

tion fur die in der Definition auf S. 164 ange-
gebene Aquivalenzrelation
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178 V(U, y) nur 165-168 verwendete Spezialnotation in-
nerhalb eines Beweises
Deckbewegungsgruppe
Normalisator der Untergruppe B
universelle Uberlagerung von (X, XQ )
Dualraum eines normierten Raumes X
Spektrum einer kommutativen Banachalgebra
Stone-Cech-Kompaktifizierung von X
Filter
Kardinalzahl der Menge M
Kardinalzahl der Potenzmenge von M
Kardinalzahl der Menge N der natiirlichen
Zahlen; wird auch mit Ko (aleph null) be-
zeichnet.

183
184
187
201
204
206
209
215
216
218

V
NB
(X,x0)

X'
Spec B

px
T
\M\
2\M\

INI
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Vorbemerkung:
Die kurzen Erlauterungen zu
den einzelnen Stichworten
konnen nicht immer ausfiihr-
lich genug sein und erset-
zen daher, wenn es darauf
ankommt, nicht die genaue
Definition im Text.

Anheften 54
eines topologischen Raumes
X mittels einer Abbildung
if: Xo—*Y an einen Raum V:
Ubergang zu dem Quoti-
entenraum YuvX:=X+Y/~
nach der Aquivalenzrelation,
die x und <p(x) fur aquivalent
erklart.

abgeschlossen 8
heifit eine Menge, wenn ihr
Komplement offen ist.

Anheftungsabbildung 54
heifit die Abbildung tp:X0—>Y
bei der Bildung von YuvX
aus X und Y.

Auswahlaxiom 212

abgeschlossene Hulle 8
Die inneren und die Rand-
punkte bilden zusammen die
abgeschlossene Hulle einer
Menge.

Abstand 134
eines Punktes a e X von einer
Menge B in einem metrischen
Raume (X,d): das ist das
Infimum von {d(a,x)\x eB} .

Abzahlbarkeitsaxiome 98
fordern die Existenz einer ab-
zahlbaren Umgebungsbasis
fur jeden Punkt (das Erste)
bzw. einer abzahlbaren Basis
der Topologie (das Zweite).

aufierer Punkt 8
von B: jeder Punkt, fur den
X^B Umgebung ist.

Banachraum
Vollstandiger normierter
Raum.

33

Basis 15
einer Topologie: eine Menge
von offenen Mengen, die im-
merhin so reichhaltig ist,
dafi man jede beliebige
offene Menge als Vereinigung
solcher Basismengen erzeugen
kann. (Die offenen Kugeln
sind z.B. eine Basis der
Topologie eines metrischen
Raumes).

Basispunkt 172
In gewissen Situationen ist es
formal zweckmafiiger, nicht
die topologischen Raume zu
betrachten, sondern die Paare
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(X,x0) aus einem topologi-
schen Raum X und einem
Punkt xo darin. Der Punkt
x0 heiBt dann der Basispunkt
des Raumes (eigentlich: des
Paares).

Blatterzahl 160
einer Uberlagerung an der
Stelle x: Anzahl der Punkte
in der Faser uber x .

bordant 95
heifien zwei kompakte diffe-
renzierbare Mannigfaltigkei-
ten, deren topologische Sum-
rae Rand einer kompakten
Mannigfaltigkeit ist.

Bordismusklassen 95
Aquivalenzklassen von Man-
nigfaltigkeiten nach der Aqui-
valenzrelation "bordant".

Brouwer, L.E.J. 116

1881-1966

C

Cantor, Georg 4, 5, 216, 218

1845-1918

Charakteristische Abbildung
118

fur eine n-Zelle e in einem
zellenzerlegten Raum X : Das
ist eine stetige Abbildung
Dn—*X, die die offene Kugel
homoomorph auf e und den
Rand S"~x in das (re-1)-
Geriist abbildet.

Charakteristische Untergrup-
pe einer Uberlagerung

173
Bild der Fundamentalgruppe
"oben" in der Fundamental-
gruppe "unten".

covariant 85
heifien die Funktoren T, die
jedem Morphismus X —• Y
einen in "dieselbe Richtung",
namlich
ordnen.

T(Y) zu-

Vektorraum der C°°-Funktio-
nen mit kompaktem Trager.

CW-Komplex 118
ein zellenzerlegter Raum, der
die Axiome erfiillt: (1) Exi-
stenz charakteristischer Ab-
bildungen, (2) Hullenendlich-
keit und (3) schwache Topo-
logie.

CX 51

Kegel Xx[0,l]/Xxl iiber X.

C(X) 37
Banachraum der beschrank-
ten stetigen Funktionen auf
X mit der Supremumsnorm.

D

10
Metriken XxX—»R werden
in diesem Buch meist mit d
bezeichnet

V 183

Deckbewegungsgruppe

"Dach" 63
(X,d) bezeichnet die Vervoll-
standigung des metrischen
Raumes (X,d).

Deckbewegungen 183

einer Uberlagerung Y —• X
sind die Homoomorphismen tp
von Y auf sich mit notp=ir.
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Deformationsretrakt 76
Gibt es eine zu Ux homo-
tope Retraktion X—>A, so
heiBt A Deformationsretrakt
von X. ( "starker" Deforma-
tionsretrakt, falls A bei der
Homotopie punktweise fest
bleiben kann).

dicht 63
Eine Teilmenge ACX heifit
dicht in dem topologischen
Raum X , wenn A=X.

Differentialoperatoren 71
insb. lineare partielle der
Form S|a|<fc a«-Da .

$ifftop 82
die "differentialtopologische
Kategorie" (differenzierbare
Mannigfaltigkeiten und diffe-
renzierbare Abbildungen).

disjunkte Vereinigung 13
X+Y; Vereinigung der vor-
her formal "disjunkt gemach-
ten" Mengen, z.B. iiblich
X+Y:=Xx{O}uYx{l}.

diskrete Topologie 16
feinstmogliche Topologie; alle
Mengen offen, insbesondere
die einpunktigen. Man mufi
sich also die Punkte "diskret"
liegend vorstellen, im Ge-
gensatz zu "kontinuierlich"
verteilten Punkten.

Dreiecksungleichung

d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)

11

Dualraum 201
eines normierten Raumes X :
Das ist der Raum X' mit der
Norm H/ll- sup | / ( i ) | .

E

Eindeutigkeitssatz fiir Uber-
lagerungen 176

sagt aus, inwiefern eine Uber-
lagerung durch das Bild der
Fundamentalgruppe "oben"
in der Fundamentalgruppe
"unten" festgelegt ist. ("Cha-
rakteristische Untergruppe" ).

einfach zusammenhangend
186, 181

heifit ein wegzusammenhan-
gender Raum, wenn jede
Schleife nullhomotop ist, d.h.
wenn fiir einen (und dann
jeden) Basispunkt die Fun-
damentalgruppe trivial ist.

erzeugte Topologie 16
Zu einer gegebenen Menge
S von Teilmengen von X
gibt es genau eine Topologie
0 (6 ) , fiir die S Subbasis
ist (von S "erzeugte" Topo-
logie).

Eulercharakteristik, Euler-
zahl 87, 88, 128
Wechselsumme der Anzahlen
von Ecken, Kanten usw. eines
Polyeders bzw. der Betti-
Zahlen eines topologischen
Raumes.

Existenzsatz fur Uberlage-
rungen 183
sagt aus, unter welchen Um-
standen es zu jeder Unter-
gruppe G C iri(X,xo) eine
Uberlagerung mit G als cha-
rakteristischer Untergruppe
gibt.

Exkurs liber Vektorraum-
bundel 143

fein 16
Sind O c O' Topologien auf
X , so heiBt O grober (weniger
offene Mengen) als O und O'
feiner (mehr offene Mengen)
als O.
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Filter 209
auf X: Menge von Teilmen-
gen, die mit jeder Menge
alle ihre Obermengen, mit
je zweien ihren Durchschnitt
und nicht die leere Menge
enthalt.

Filterkonvergenz 209
Ein Filter konvergiert gegen
a, wenn jede Umgebung von
a zu dem Filter gehort.

folgenkompakt 103
ist ein Raum, in dem jede
Folge eine konvergente Teil-
folge hat.

folgenstetig 101
ist eine Abbildung, wenn
durch sie jede konvergente
Folge in eine gegen das Bild
des Limes konvergierende
Folge ubergeht.

Fourierreihen 4
Funktionenreihen der Form
a ° °

o-n cos nx-\-bn sin nx .
Benannt nach Joseph Fourier
(1768-1830), der sie erstmals
(im Zusammenhang mit der
Warmeleitungsgleichung) ver-
wendete.

Frechet, Maurice 3, 30, 34

1878-1973

Frechet-Raum 36
vollstandiger Hausdorffscher
topologischer Vektorraum,
dessen Topologie durch eine
Folge von Halbnormen gege-
ben werden kann.

Fundamentalgruppe 172
TT1(X,X0) eines Raumes mit
Basispunkt: Als Menge die
der Homotopieklassen von
Schleifen an xo', Verkniipfen
durch das "Hintereinander-
durchlaufen" von Schleifen.

Funktor 85
zwischen zwei Kategorien,
ordnet Objekten Objekte und
Morphismen Morphismen zu,
in einer mit Identitaten und
Verknupfung vertraglichen
Weise.

G

Gelfand-Neumarkscher
Darstellungssatz fur
5*-Algebren 205

Geriist 118
Das n-Geriist Xn eines zellen-
zerlegten Raumes X ist die
Vereinigung aller Zellen der
Dimensionen <n.

G/H 43
Quotient einer Gruppe nach
einer Untergruppe.

gleichmaflig stetig 68
heiBt eine Abbildung zwi-
schen metrischen Raumen,
wenn es zu jedem e>0 ein
6>0 gibt, so dafi Punkte mit
Abstand < 6 stets in Punkte
mit Abstand < E abgebildet
werden.

Grafimann-Mannigfaltigkeit
45

der fc-dimensionalen Teil-
raume des Un+k, das ist
O(n+k)/O(k)xO(n)

G-Raum 47
topologischer Raum X zusam-
men mit einer stetigen G-
Aktion GxX—>X. Analog
differenzierbare G -Mannig-
faltigkeit.

grob 16
Sind O CO' Topologien auf
X , so heifit O grober Tweniger
ofFene Mengen) als O und O'
feiner (mehr ofFene Mengen)
als O.



228 Register

H

Haufungspunkt 4
einer Teilmenge 4 C t : Nicht
notwendig zu A gehori-
ger Punkt p e t , fur den
An(p—e,p+e)^p fur kein c>0
leer ist.
Analog fur eine Teilmenge A
eines topologischen Raumes
(AnU\ j fur keine Umgebung
U von p leer).

Halbnorm
\...\:E-*R; |x|=0 trotz
kann eintreten, sonst wie
Norm.

34

Hausdorff, Felix

1868-1942

3, 5, 22

Hausdorffraum 22
topologischer Raum, der das
Hausdorffsche Trennungs-
axiom erfullt. Auch "sepa-
rierter Raum" genannt.

Hausdorffsches Trennungs-
axiom 22
zu je zwei verschiedenen
Punkten existieren disjunkte •
Umgebungen.

Henkel 56
Im Zusammenhang mit der
Morse-Theorie Bezeichnung
fiir DkxD"~k .

Hilbert-Basis 33
vollstandiges Orthonormalsy-
stem in einem Hilbertraum.

Hilbertquader 199
Im separablen Hilbertraum,
z.B. dem der quadratsum-
mierbaren Folgen, ist das der
Teilraum der Folgen (xn)n>x
mit | x n | < i .

Hilbertraum 33
vollstandiger euklidischer
bzw. unitarer Raum.

Hochhebbarkeitskriterium
174

(Y,yo)

(z,z0) (x,x0)

f gesucht. Das Kriterium
verweist auf die Fundamen-
talgruppen.

Hochheben von Wegen 163

In der Uberlagerungstheorie
die allgegenwartige Grund-
technik: Ist Y -^-+ X eine
Uberlagerung und y0 Punkt
iiber dem Anfangspunkt ei-
nes Weges a in X, dann
gibt es genau einen "hoch-
gehobenen" Weg a (d.h.
n a = o ) , der bei y0 anfangt.

homoomorph 18
heiBen zwei Raume, wenn
zwischen ihnen ein Homoo-
morphismus existiert.

Homoomorphismus 17
/: X—>Y heifit Homoomor-
phismus, wenn es bijektiv ist
und / und f1 beide stetig
sind.

homogener Raum 43
Quotient G/H topologischer
Gruppen.

Homologie 89, 91, 114, 127
Von der Homologie ist zwar,
wie von einer Reihe anderer
iiber die Mengentheoretische
Topologie hinausgehender
Gegenstande in diesem Buch
mehrfach die Rede, aber die
Definition wird hier nicht
gegeben. Siehe z.B. [5] oder
[16].
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homotop 73
heiBen zwei Abbildungen von
X nach Y, wenn sie stetig
ineinander deformierbar sind.

Homotopie 73
eine Homotopie zwischen
f,g:X—>Y ist eine stetige Ab-
bildung H:Xx[0,l]^Y mit

Homotopieaquivalenz 76
stetige Abbildung f-.X^Y,
fur die ein "Homotopieinver-
ses" g:Y—>X existiert.

Homotopiegruppen 93
•Kn(X,xo) eines Raumes X
mit Basispunkt z0 •
Dieser wichtige Begriff wurde
1935 durch Witold Hurewicz
(1904-1957) eingefiihrt.

Homotopieinverses 76
zu /:X—>Y ist eine Abbil-
dung g.Y—*X, wenn gof und
fog homotop zur Identitat
sind.

Homotopiekategorie Jtftop
83

Objekte: topologische Raume
Morphismen: Homotopieklas-
sen stetiger Abbildungen.

Homotopieklassen 75

Aquivalenzklassen von Abbil-
dungen X—>Y nach der Aqui-
valenzrelation "homotop".

Hiillenendlichkeit 118
einer Zellenzerlegung: jede
Zellenhiille darf dann nur
endlich viele Zellen treffen.

ideale Grenzpunkte 65
die fur die Vervollstandigung
eines metrischen Raumes neu
zu erschaffenden Punkte.

Induktionsprinzip 213

induzierte Topologie 13

eine Menge FCXo heiBt
offen in der von X0CX "in-
duzierten" Topologie, wenn
sich eine in X offene Menge
U mit V=XonU finden laBt
( "Teilraumtopologie").

innerer Punkt 8
von B: jeder Punkt, fur den
B Umgebung ist.

Inneres 8
einer Menge B: Menge der
inneren Punkte von B.

Invariante 87

Inzidenzangaben 112

Inzidenzzahlen 127
beschreiben homologisch die
Art und Weise, wie in einem
CW-Komplex die Zellen am
niederdimensionalen Geriist
haften. Im Text nicht naher
erlautert.

Isomorphie 158

von topologischen Raumen
(Y,TT) und (Y^r) iiber X:
Homoomorphismus ip : Y—>Y
mit noip=-K (Homoomorphis-
mus "iiber" X).

Isomorphismen 84

einer Kategorie: diejenigen
Morphismen, die einen in-
versen Morphisrmis besitzen,
in der topologischen Ka-
tegorie z.B. sind das die
Homoomorph ismen.
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K

Kardinalzahlen 215, 194

Kategorie 81, 76
Objekte, Morphismen und
deren Verkmipfungen als
Daten, Identitatsaxiom und
Assoziativitat als Axiome.

Kegel 51
iiber X , das ist
CX := Xx[0,l]/Xx{l}.

Kette 213

Klassifikation der Uber-
lagerungen 176, 183
besteht aus dem Eindeutig-
keitssatz auf S. 176 und dem
Existenzsatz auf S. 186.

Kleine Kategorien
sind solche, deren

84
Objekte

die Punkte einer bestimmten
Menge sind.

Kleinscher Schlauch 58
benannt nach Felix Klein
(1849-1925).

kommutative
Banachalgebra 203

kompakt 24
heiBt ein Raum, wenn jede
(beachte: jede) offene Uber-
deckung eine endliche Teil-
iiberdeckung gestattet. (Viel-
fach wird noch die Hausdorff-
eigenschaft dazugefordert).

Kontinuumshypothese 218

kontravariant 85
heifien die Punktoren T, die
jedem Morphismus X —> Y
einen in die "entgegenge-
setzte Richtung", namlich

zuordnen.

Konvergenz 23
Ein Punkt a heifit Limes
einer Folge in einem topolo-
gischen Raum, wenn in jeder
Umgebung von a die Folge
schliefilich bleibt.

konvexe Eigenschaft 146
von Schnitten in Vektor-
raumbundeln: In einem ge-
wissen S2 C E zu liegen, fur
das jedes ilx konvex ist.

"Kringel" 8
B bezeichnet das Innere
von B.

e-Kugel 11
in einem metrischen Raum:

mit der iiblichen Metrik also
K.(x):={y\ | |x-y| |<«}.

Kuratowskische HuUenaxiome

10
Alternative Fassung des Be-
griffes "topologischer Raum"
durch Axiomatisierung des
Begriffes der abgeschlossenen
Hulle.

lexikographische Ordnung
213

Liegruppen 105, 195
differenzierbare Mannigfaltig-
keiten mit differenzierbarer
Gruppenstruktur.

lokal homoomorph 160
ist eine Abbildung /: X—*Y,
wenn es zu jedem xe X
offene Umgebungen U von x
und V von f(x) gibt, so daB
f\U einen Homoomorphismus
von U auf V definiert.
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lokal triviale Faserung 159
topologischer Raum Y iiber
X, so dafi fiir jeden Punkt
in X erne Umgebung V exi-
stiert, iiber der Y trivial ist,
d.h. dafi V|f7 zu UxF-+U
homoomorph iiber U ist.

lokal wegweise zusammen-
hangend 174
heiBt ein Raum, wenn in
jeder Umgebung eines jeden
seiner Punkte eine wegzu-
sammenhangende Umgebung
enthalten ist.

lokalkonvex 36
heiBt ein topologischer Vek-
torraum, wenn jede Null-
umgebung eine konvexe Null-
umgebung entha.lt.

Lp-R&ume 70
nach Henry Lebesgue (1875-
1941) benannte Funktio-
nenraume mit der Norm
ll/llj. :=(J\f\rdx)P .

metrisierbarer Raum 12

M

82
Kategorie der Mengen und
Abbildungen

56

zusammenhangende Summe.

Mannigfaltigkeit
105, 25, 131

"Differenzierbare Mannigfal-
tigkeit" ist der Grundbe-
grifFder Differentialtopologie.
Siehe z.B. [3].

metrischer Raum 10
Paar (X,d) mit positiv defi-
nitem, symmetrischem, die
Dreiecksungleichung erfiillen-
dem i :XxX-»I Die (X,O(d))
bilden eine wichtige Beispiel-
klasse topologischer Raume.

topologischer Raum (X,O),
fiir den es moglich ist,
eine Metrik mit O=O(d) zu
finden.

Mobiusband 57
benannt nach August Ferdi-
nand Mobius (1790-1868).

Monodromielemma 166
der Uberlagerungstheorie: ho-
motope Wege werden zum
gleichen Endpunkt hochge-
hoben.

Morse-Theorie 56, 80
Von Marston Morse (1892-
1977) entwickelte differen-
tialtopologische Theorie, die
aus Art und Anzahl der
kritischen Punkte einer Funk-
tion auf einer (gegebenenfalls
auch oo-dimensionalen) Man-
nigfaltigkeit Riickschlusse auf
die topologischen Eigenschaf-
ten der Mannigfaltigkeit zu
ziehen gestattet.

Mor(X,Y) 81
Menge der Morphismen von
X nach Y in einer Kategorie.

N

95

Bordismengruppen

Nordpol 53

der Sphiire SnCK"+1, das ist

Norm 33
||"-||:B—»R positiv definit, ho-
mogen, Dreiecksungleichung.
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normale Uberlagerungen
185

sind solche, deren charakteri-
stische Untergruppe Normal-
teiler der Fundamentalgruppe
der Basis ist. Geometrisch
bedeutet das: Die Deckbewe-
gungsgruppe operiert transi-
tiv auf den Fasern.

Normalisator 184
einer Untergruppe BCA: das
ist die grofite Gruppe NB
zwischen B und A, in der B
noch Normalteiler ist.

nullhomotop 180
heiBt eine Schleife, die homo-
top (mit festem Anfangs- und
Endpunkt) zur konstanten
Schleife ist. Sie reprasentiert
also das neutrale Element
der Fundamentalgruppe.

o
Ob(C)

Klasse der Objekte der
Kategorie C.

81

11O(d)
Topologie des metrischen
Raumes (X,d).

ofFen 7
Aus der axiomatischen Fas-
sung dieses Begriffs besteht
die Definition des Begrif-
fes "topologischer Raum".
Alle anderen topologischen
Begriffe werden aus dem
Grundbegriff "oifen" abgelei-
tet.

ofFene Kugel 11
in einem metrischen Raum
ist {y\d(x,y)<e} die "offene
£-Kugel" um x. Wegen der
Dreiecksungleichung ist sie
wirklich in O(d).

ofFene Kastchen 14, 100
in XxY: Die Mengen der
Form UxV, wobei U offen
in X, V offen in Y.
In unendlichen Produkten:
Endliche Durchschnitte von
"offenen Zylindern". Bilden
Basis der Produkttopologie.

ofFene Uberdeckung 24
eines topologischen Raumes
X: Familie {C/X}A6A offener
Mengen, deren Vereinigung
X ergibt.

ofFener Kern 8
Menge der inneren Punkte.

Orbit 47
oder Bahn eines Punktes x
in einem G-Raum. Das ist
die Menge Gi der Punkte,
in die x durch die Aktion
der Gruppe gebracht werden
kann.

Orbitraum 48
X/G eines G -Raumes X, das
ist der Raum der Orbits,
versehen mit der Quotienten-
topologie.

Ordinalzahlen 216

O\X0 13
Die von (X,O) auf X0CX
induzierte Topologie.

parakompakt 152
heiBt ein Hausdorffraum,
wenn jede Uberdeckung eine
lokalendliche Verfeinerung
hat. Wichtig, weil genau dann
jede Uberdeckung eine un-
tergeordnete Zerlegung der 1
besitzt.

Peano, Giuseppe 186
1858-1932



Register 233

wn(X,x0)

+ "plus"

93

n-te Homotopiegruppe von
(X,x0).

13
X+Y bezeichnet die dis-
junkte Summe von Mengen
bzw. topologischen Raumen.

Q

quasikompakt 24
heifien die kompakten Raume
bei jenen Autoren, die das
Wort kompakt fiir das reser-
vieren, was wir hier "kompakt
und Hausdorffsch" nennen
wiirden.

Polyeder 110
oder simplizialer Komplex:
Menge K von Simplices im
E" gewisse Regularitatsbe-
dingungen erfullend). Die
Bezeichnung Polyeder wird
dann auch fiir die Vereini-
gung \K\ dieser Simplices
verwendet.

TO 10, 215

Menge aller Teilmengen von
X ("Potenzmenge").

pra-Frechet-Raum 35
HausdorfFscher, nicht not-
wendig vollstandiger topolo-
gischer Vektorraum, dessen
Topologie durch eine Folge
von Halbnormen gegeben
werden kann.

Produkt topologischer
Raume 14, 99
Produkt XxYbzw. e ,
versehen mit der Produkt-
topologie ("offene Kastchen"
als Basis).

Produkttopologie 14, 100
f2 C X x Y ist offen in der
Produkttopologie, wenn es
urn jeden Punkt von Q ein in
f! gelegenes offenes Kastchen
UxV gibt. (Ahnlich fiir un-
endlich viele Faktoren.)

"quer" 8
B bezeichnet die abgeschlos-
sene Hiille von B.

Quotientenraum 39
X/~ eines topologischen
Raumes X nach einer Aqui-
valenzrelation ~ : D.as ist
die Menge X/~ der Aquiva-
lenzklassen, versehen mit der
"Quotiententopologie".

Quotiententopologie 39
auf X/~ ist die feinste, fiir
die X—+X/~ noch stetig ist,
also: fCX/~ genau dann
offen, wenn das Urbild in X
offen ist.

R

Raumformen 194
Begriff aus der Differentialgeo-
metrie: vollstandige zusam-
menhangende Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten mit
konstanter Riemannscher
Schnittkrummung; im vor-
liegenden Text nicht naher
erlautert. — Der Gedanke
an dreidimensionale Raum-
formen als mogliche Modelle
fiir den realen physikalischen
Raum schon bei Riemann
1854.

raumfullende Kurve 186
stetige surjektive Abbildung
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reflexiver Banachraum 201
Banachraum X, fiir den die
kanonische Inklusion XC(X')'
in sein "Doppeldual" sogar
eine Bijektion ist: X=X" .

Rekursionsformel 213

rekursiv definieren 213

Retrakt, Retraktion 76
ACX heiflt Retrakt von X,
wenn es eine Retraktion von
X auf A, d.h. eine stetige
Abbildung X—<-A, die auf A
die Identitat ist, gibt.

Schrumpfung 155

Randpunkt 8
von B: jede Umgebung trifft
sowohl B als auch X x S .

Riemann, Bernhard
4, 149, 192, 194

1826-1866

Riemannsche Flachen 193
zusammenhangende komplex
eindimensionale komplexe
Mannigfaltigkeiten. Im vor-
liegenden Buch nicht naher
erliiutert, vgl. aber [12], §11.

Riemannsche Metrik 149
auf einem Vektorraumbiindel
E: Ein Skalarprodukt ( , )
fiir jede Faser Ex , derart dafi
x<-*{ , )x in geeignetem Sinne
stetig bzw. differenzierbar ist.

Schnitt 90, 143
einer stetigen Abbildung
TC : Y—>X, das ist eine ste-
tige Abbildung a:X—»Y mit

Schroder-Bernsteinscher
Satz 215

einer offenen Uberdeckung:
das ist eine Uberdeckung
durch offene Mengen, deren
abgeschlossene Hiillen in
Mengen der vorgegebenen
Uberdeckung enthalten sind.

schwache Topologie
38, 101, 118, 124, 201

— fiir topologische Vektor-
raume: grobste Topologie,
in der die stetigen linea-
ren Punktionale noch stetig
bleiben.
— fiir zellenzerlegte Raume:
Eine Teilmenge ist ge-
nau dann abgeschlossen in
der schwachen Topologie,
wenn ihr Durchschnitt mit
alien Zellenhullen abgeschlos-
sen ist.

semi-lokal einfach zusammen-
hangend 181
heifit ein Raum, wenn in jeder
Umgebung eines jeden seiner
Punkte x eine Umgebung U
enthalten ist, so dafi jede
Schleife in U an x im ganzen
Raum X nullhomotop ist.

separabel 106
ist ein topologischer Raum,
der eine abzahlbare dichte
Teilmenge enthalt.

Simplex 109
Die konvexe Hiille von k+\
Punkten im 1R" in allgemei-
ner Lage ist ein it-Simplex.

simpliziale Abbildungen 114
Abbildungen zwischen Poly-
edern, die fc-Simplices affin
in fc-Simplices abbilden.

simpliziale Homologie 114

(Definition nicht im Text)
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simpliziale Kategorie 114
Polyeder und simpliziale
Abbildungen.

Skelett 118
Das n-Skelett oder n-Geriist
eines zellenzerlegten Raumes
ist die Vereinigung aller Zel-
len der Dimensionen <n.

Smash 53

X/\Y := XxY/XVY

Sobolev-Raume 72

Spektrum 204
einer kommutativen Banach-
algebra: Menge der maxima-
len Ideale, versehen mit der
schwach- *-Topologie.

Standgruppe 49
oder Isotropiegruppe Gx eines
Punktes x in einem G-Raum:
Untergruppe der x festlassen-
den Elemente von G.

stetige Abbildung 16
f-.X^Y stetig, wenn Urbilder
oifener Mengen stets offen.

subordiniert 145
anderes Wort fur "unterge-
ordnet" (S. 142): Eine Zer-
legung der Eins heifit einer
Uberdeckung subordiniert,
wenn jeder Trager eines
Summanden in einer Uber-
deckungsmenge steckt.

Summe von Mengen 13
X+Y; Vereinigung der vorher
formal "disjunkt gemachten"
Mengen, z.B. iiblich
X+Y := X X {0} U Yx{l}.

Summe von topologischen
Raumen 14
X+Y versehen mit der nahe-
liegenden Topologie {U+ V \
U offen in X, V offen in Y} .

Suspension 52
oder Einhangung EX von X,
entsteht aus dem Zylinder
liber X durch Zusammen-
schlagen von Boden und
Deckel zu je einem Punkt.

s(vo,...,vk) 109
Simplex, konvexe Hiille von
Punkten vo,...,vk in allge-
meiner Lage im K™ .

Stone- Cech-
Kompaktifizierung 206
f)X eines vollstandig regula-
ren Raumes X, das ist die in
einem gewissen Sinne "grofit-
mogliche" Kompaktifizierung
von X.

Subbasis 15
einer Topologie: eine Menge
von offenen Mengen, die
immerhin so reichhaltig ist,
dafi die daraus durch endliche
Durchschnittsbildungen defi-
nierten offenen Mengen eine
Basis bilden. (Die offenen Zy-
linder sind z.B. eine Subbasis
der Produkttopologie.)

Teilraum 13
Xo eines topologischen Rau-
mes X: Teilmenge X0CX,
versehen nicht mit irgend-
einer, sondern mit der "Teil-
raumtopologie".

Teilr aumt op ologie 13
oder induzierte Topologie:
FCXo heifit offen in der
Teilraumtopologie von Xo
in X, wenn sich eine in
X offene Menge U mit
V = Xo n U finden laBt.

Teilsimplex 109
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teilweise geordnete Menge
213

Thorn, Rene

* 1923

53, 95

topologischer Raum 7

Paar (X,O), so daS 0 und X,
beliebige Vereinigungen und
endliche Durchschnitte von
Mengen aus O wieder in O.

Thorn-Raum 53
eines Vektorraumbiindels E,
das ist DE/SE.

Tietzesches Erweiterungs-
lemma 140
liber die Fortsetzbarkeit von
auf abgeschlossenen Teilmen-
gen gegebenen Punktionen.

TM 143
Tangentialbiindel der Man-
nigfaltigkeit M. Im Text nicht
naher erlautert; siehe [3],

Sop 82
die "topologische Kategorie"
(topologische Raume und ste-
tige Abbildungen).

Topologie
im engeren Sinne: Menge der
offenen Mengen eines topo-
logischen Raumes. — Sonst:
Bezeichnung fur die Theorie
der topologischen Raume.

Topologie eines metrischen
Raumes 11
O(d) := {U | zu jedem x e U
gibt es £>0 mit K.(x)CU).

topologische Gruppe 43, 31
G Gruppe und topologischer
Raum zugleich, und zwar so,
dafi (a,6)i—•ad"1 stetig ist.

topologische Summe 14
zweier topologischer Raume
X und Y: die disjunkte Ver-
einigung X+Y, versehen mit
der naheliegenden Topologie
{U+V\U offen in X, V oifen
in Y}.

topologischer Raum
iiber X 157

das ist ein Paar (Y,TT) aus
einem topologischen Raum Y
und einer surjektiven stetigen
Abbildung n: Y^X.

topologischer
Vektorrraum 31

Vektorraum, der zugleich eine
mit der linearen Struktur
vertragliche Topologie tragt.

Trager 132

Tr/ einer Funktion /: Abge-
schlossene Hulle der Menge
der Punkte, an denen die
Funktion nicht Null ist.

transitiv 185

operiert eine Gruppe auf
einer Menge, wenn sie dort
nur einen Orbit hat, d.h.
wenn es zu x,y£Y stets ein

mit y=gx gibt.

16triviale Topologie

grobstmogliche Topologie,
nur aus 0 und X bestehend.

Tychonoff, Andrej Nikolaje-
witsch 197

•1906
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Tychonoffscher Produktsatz
197

Beliebige Produkte kompak-
ter Raume sind kompakt. —
Was wir kompakt nennen,
nannte TychonofF "bikom-
pakt". Er schreibt in [20],
S.772: "Das Produkt von bi-
kompakten Raumen ist wie-
der bikompakt. Diesen Satz
beweist man wortlich so,
wie die Bikompaktheit des
Produkts von Strecken", und
dafiir verweist er auf [19],§2.
— "Probably the most im-
portant single theorem of ge-
neral topology" (J.L. Kelley,
General Topology, Springer
Verlag).

160
u
Ub er lager ung

lokal triviale Faserung mit
diskreten Fasern.

Ultrafilter 210
maximaler Filter.

Umgebung 8
von x heifit eine Menge, wenn
sie nicht nur x, sondern sogar
eine x enthaltende offene
Menge umfafit.

Umgebungsaxiome 9
Alternative Fassung des Be-
grifFes "topologischer Raum"
durch Axiomatisierung des
Umgebungsbegriffes.

Umgebungsbasis 97
Menge von Umgebungen von
io, m der "beliebig kleine
Umgebungen vorkommen",
namlich in dem Sinne, dafi in
jeder beliebigen Umgebung
eine solche Basis-Umgebung
enthalten ist.

universelle
Uberlagerung 187
eines Raumes: die (i.w. ein-
deutig bestimmte) Uberlage-
rung mit einfach zusammen-
hangendem Uberlagerungs-
raum. Wegen der Bezeich-
nung "universell" siehe den
Satz auf S. 190.

untergeordnet 142
Eine Zerlegung der 1 ist einer
Uberdeckung untergeordnet
oder subordiniert, wenn der
Trager eines jeden Summan-
den jeweils in einer der
Uberdeckungsmengen enthal-
ten ist.

Unterkomplex 120

Umlaufszahl 93

eines CW-Complexes: abge-
schlossene Vereinigung von
Zellen.

Urysohn,
Pawel Samuilowitsch 133
1898-1924

Urysohnsches Lemma 134
Fundamentalsatz der Funk-
tionenkonstruktion auf topo-
logischen Raumen.

Vektorfeld 25, 48, 148, 149
Auf die Integration von
Vektorfeldern auf differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten
wird fur die damit vertrauten
Leser in Beispielen bezug
genommen. Lernen kann man
das z.B. aus [3].

Vektorraumbundel 143
Bestehend aus Totalraum,
Basis, Projektion, Vektor-
raumstruktur auf den Fasern.
Miissen das "Axiom der
lokalen Trivialitat" erfiillen.
Beispiel: Tangentialbiindel ei-
ner Mannigfaltigkeit.
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Verfeinerung 152

Eine Uberdeckung heiBt Ver-
feinerung einer anderen, wenn
jede Menge dieser einen in
einer der anderen liegt.

Vergififunktoren 86, 89, 114

Vervollst andigung 63

eines metrischen Raumes:
ein vollstandiger metrischer
Raum, in dem der gege-
bene als dichter metrischer
Teilraum liegt.

verzweigte
Uberlagerungen 161

allgemeinerer Uberlagerungs-
begrifF als der in diesem
Buche Kap. 9 behandelte.

vollstandig regular 206

heifit ein topologischer Raum,
in dem die einpunktigen Teil-
mengen abgeschlossen sind
und in dem es zu jeder
abgeschlossenen Teilmenge A
und Punkt p g A eine stetige
Funktion nach [0,1] gibt, die
auf p Null und auf A Eins
ist.

Volltorus

das ist S1xD2 .

W

Wedge

78

53
oder "Einpunktverbindung"
XvY von zwei mit Basis-
punkten versehenen Raumen.
Das ist der Teilraum
Xxj/o u xoxY C XxY.

Weg 20

stetige Abbildung [O,l]-+X.

wegzusammenhangend 20

heifit ein Raum, wenn man
darin je zwei Punkte durch
einen Weg verbinden kann.

Whitehead, J

1904-1960

wohlgeordnet

Wiirfel

.H.C. 118

213

94, 198

vollstandiger metrischer
Raum 62
ein metrischer Raum, in dem
jede Cauchyfolge konvergiert.

vollstandiger topologischer
Vektorraum 35
topologischer Vektorraum, in
dem jede Cauchyfolge kon-
vergiert, wobei der Begriff
Cauchyfolge (in Abwesen-
heit einer Metrik!) mittels
Nullumgebungen defmiert ist.

X/A 50
Quotientenraum, der durch
Zusammenschlagen von ACX
zu einem Punkte entsteht.

X/G 48
Orbitraum eines G-Raumes
X.

X/~ 39
Quotient des Raumes X nach
der Aquivalenzrelation ~ .
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[X,Y] 75
Menge der Homotopieklassen
von Abbildungen von X—»Y.

UVX 54
Raum, der durch Anheften
von X an Y mittels ip ent-
steht.

Zariski-Topologie 23
Topologie des projektiven
Raumes, in der eine Menge
genau dann offen ist, wenn
sie Komplement einer pro-
jektiven Varietat ist.

Zelle 115
nennt man jeden topologi-
schen Raum, der zu einem
R" homoomorph ist.

Zellenzerlegung 115
eines topologischen Raumes
X: eine Zerlegung in Teil-
raume, welche Zellen sind.

Zerlegung 115
einer Menge X: Menge paar-
weise disjunkter Teilmengen,
deren Vereinigung ganz X ist.

Zerlegung der Eins 142
Darstellung der konstanten
Funktion Eins auf einem
topologischen Raum X als
"lokal endliche" Summe von
Funktionen X->[0,l].
Niitzlich, wenn die Summan-
den "kleine" Trager haben.

Zornsches Lemma 214
1st in einer teilweise geord-
neten Menge M jede Kette
beschrankt, so hat M ein
maximales Element.

zusammenhangend 18
heifit ein Raum X, wenn nur
X und 0 offen und abge-
schlossen in X zugleich sind.

zusammenhangende Summe
zweier Mannigfaltigkeiten

56

Zusammenschlagen eines
Teilraums 50
^ C X zu einem Punkt:
Ubergang zum Quotienten-
raum X/A nach der Aquiva-
lenzrelation, die alle Punkte
in A fiir aquivalent erklart.

zusammenziehbar 76
heifit ein Raum, der zum ein-
punktigen Raum homotopie-
aquivalent ist.




