Wie die Mathematik zum Computer kam

Abschiedsvorlesung, 10. Dez. 1996 Audi Max ETH

Wie also kam die Mathematik zum Computer? Nun, wie die Jungfrau zum
Kind, also nicht ganz unschuldig, aber schon ein bisschen iiber-raschend und

die Lebenumstinde veriandernd.

Nicht ganz unschuldig: denn die Triebkrifte, welche die Mathematik

bewegen, haben auch zum Computer gefiihrt.

Die Mathematik will Fragestellungen und Methoden zu deren Losung
erkennen, formulieren umd schliesslich auf der ganzen Breite der
Wissenschaften anwenden. Sie will Zusammenhinge kniipfen zwischen
urspriinglich disparaten Fragekreisen der Mathematik. Und schliesslich will
jede Generation aufs neue einen Uberblick iiber die Gesamtheit der

Mathematik gewinnen und neue Gewichte setzen.

Ohne Zweifel hat der Computer auch, wie wir sagten, die Lebensumstéinde
der Mathematik veridndert. Auch davon soll hier die Rede sein. Es gibt also
eine Geschichte zu erzdhlen; und hier sind die Themen:

Es wird eine Geschichte iiber die geistigen Quellen der Idee des Computers
und seiner Zweckbestimmungen, iiber utopische Maschinen, kiinstliche
Intelligenz und universale Theorien. Und schliesslich sprechen wir auch zum
fortschreitenden Einfluss des Computers auf die Mathematik, ihre Methoden,
Inhalte, ja selbst ihre Gestalt. Es soll auch etwas eine personliche Geschichte
sein, denn sie fillt ja gerade in die Zeit meines Aktivdienstes an der Logik,

der Mathematik und der Informatik.

Die Idee des Computers schopft aus zwei Quellen, der Logik und der

Rechenkunst.



Aristoteles (384 - 322) gilt als der Vater der formalen Logik. In ihr brachte
er die Gesetze des Denkens in die Form des regelgerechten Handhabens

symbolischer Ausdriicke.

Die Aristotelische Logik befriedigte die Schulménner des Triviums iiber
zweitausend Jahre lang; sie gewannen ihr das Systematische, Abschliessende,
ja Rechnerische ab. Die formale Logik des Stagiriten befliigelte aber auch alle
Sorten von Schwirmern. Diese sahen in ihr das Rituelle, eigentliche
Beschworungs-Formeln der Wahrheit. Beschworungen, die sozusagen
maschinell, automatisch, erzeugt werden konnen. So ein logisch-mechanischer
Schwirmer war Raymondus Lullus, der im 14. Jahrhundert mit einer
formallogischen Vorrichtung die Ungldubigen in Agadir von der Wahrheit des
Christentums iiberzeugen wollte . Er wurde gesteinigt. Einer aristotelischen
Maschine begegnet man noch im letzten, und ich meine besten, Roman von

Umberto Eco, L’Isola del Giorno Prima.

Soweit die Logik und ihre ersten Maschinen. Die Rechenkunst ist naturge-
miss viel élter, hat auch schon friih zu Maschinen, Automaten Ansporn
gegeben. Am bekanntesten sind wohl die Automaten des Heron von
Alexandrien (3.Jh.v.Chr.) und die bronzenen Analogie-Rechengerite der

griechischen Astronomen.

Die moderne Geschichte des Computing beginnt damit, dass die beiden
Stringe, Logik und Rechenkunst, zusammengefiihrt wurden. So etwas braucht

ein Genie, und ich meine, das war Leibniz (1646 - 1716).

Ihm schwebte eine universale Rechenkunst, ein mechanisierbarer Universal-
Kalkiil vor. Alles inhaltliche Uberlegen wiirde in eine formale Sprache

gegossen und alle Probleme vom calculus ratiocinator unwidersprechbar



erledigt. Leibniz hatte durchaus konkrete Vorstellungen fiir die Mechanisie-
rung, hat er doch 1671 eine arithmetische Rechenmaschine gebaut. Das grosse
Projekt aber blieb Utopie, musste Utopie bleiben, und wurde entsprechend

belachelt.

So zum Beispiel von Jonathan Swift (1667 - 1745), der sie in Gullivers

Travels (1727) satirisierte.

Sie sehen hier (in einem Holzschnitt von Grandville) das Portrit des Erfinders
einer Maschine, mit der man alle Wissenschaften, insbesondere auch die

ganze Mathematik in mechanischer Weise erzeugen kann.
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Auf den Klotzchen stehen Formel- und Sprachfragmente. Hilfskriéfte drehen
die Kurbeln in zufilliger Weise. Rund herum stehen Mathematiker, die
feststellen, ob der entstandene Text ein Beweis eines mathematischen Satzes
sei oder nicht. Falls er es ist, so wird das Resultat in ein Buch eingetragen,

dem Hauptbuch der Mathematik.

Jonathan Swift satirisierte in Gullivers Reise nach Laputa die zeitgendssische
Royal Society. Wie schon Aristophanes’ Karikatur der Pythagoréer
zweitausend Jahre vorher, ist auch diese denkbar ungerecht. Kaum jemals in
der Geschichte der Wissenschaft gab es einen Kreis von Gelehrten so
verschiedener Herkunft und Temperaments wie in der Royal Society des

spaten 17.Jahrhunderts, Gelehrte die einander so ernsthaft begegneten und



aufmerksam zuhorten. Wie gerne wire ich damals dabeil gewesen, auch ohne

die laputische Universalmaschine.

Erst im 20.ten Jahrhundert wurde die Zeit reif fiir den Computer. Einer seiner
geistigen Viter war John von Neumann (1903 - 1957), eine Mathematiker-

Figur, die mit Leibniz in vielem Ahnlichkeit aufweist.

Wie nur wenige in seiner Zeit, den 30er und 40er Jahren, vereinte er in sich,
wie frither Leibniz, die beiden Stringe: Die neue, die mathematische Logik,

und den Aufbruch ins programmgesteuerte numerische Rechnen.

Im Jahre 1954 fand der internationale Mathematikerkongress in Amsterdam
statt. Ich reiste als junger Student hin, um mir Rat zu holen fiir aussichtsreiche
Forschungsthemen. In jugendlicher Unverfrorenheit suchte ich den Logiker
Alfred Tarski, den Gruppentheoretiker Richard Brauer und andere auf; und
eben auch von Neumann. Ihn sprach ich zwar auf Logik und Computing an,
erwihnte meine Lehrer Bernays und Stiefel. Er aber meinte, ich wiirde
sicherer und aussichtsreicher fahren mit Operatoren-Algebren. Das habe ich

aber denn doch nicht gemacht.-- Dieser Kongress war wohl mein erster



breiterer Kontakt mit der mathematical community, und ich muss schon
sagen, das war ein besonders Volkchen, ist es noch heute. Ein Brief an meine

Freundin Margaret driickte das so aus:
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Nun hat sich ja seit Gullivers Reisen das Verstdndnis dessen, was eine
Maschine ist und wie man mit ihr Mathematik erfindet, sehr geidndert.
Allerdings ist man noch nicht soweit, als dass man damit etwa Newtons

Gesetze finden konnte:

Sehr gedndert — vorallem aber vertieft — hat sich auch das logische
Instrumentarium. Und so ist der Traum von einer mathematischen
Universalmaschine wieder zum Leben erwacht, ist aber nun konfrontiert mit
Methoden fiir Unmoéglichkeitsbeweise. Hier konkret:

Man kann beweisen, es gibt kein Verfahren, welches die Mathematik

vollstindig mechanisiert.



Zum Gliick, meine ich, und nicht iiberraschend zudem. Denn Mathematik ist
ein zentrales Kulturgut, und wer wiirde schon glauben, dass Kultur
programmierbar sei. Es sei denn ein Ideologe. Im Fall der Mathematik ist es
allerdings nicht die Geschichte, welche die Unhaltbarkeit dirigistischer
Kultur - Programme ans Licht bringt, sondern ein Bewelis. Seit dem
urspriinglichen Beweis (durch Godel 1931) sind dariiber ganze Biicher und
unzihlige, auch populdre Darstellungen erschienen. Ich gestatte mir, hier eine
anzufiigen, welche kaum noch mehr vereinfacht werden kann, und in welcher

Logik und Informatik schon ineinandergreifen.

Buch der Probleme : pi, p2, s, . .
Buch der Verfahren : v;(-), va(:), . ..

v;(7) 4 : Aussage, dass Verfahren v; die Losung des
Problems p; findet

v;(7) 1+ : Aussage, dass Verfahren v; die Losung des
Problems p; nicht findet

Protokollbuch der Mathematik: a1, as, as, .

enthilt alle von der Mathematik je bewiesenen Resultate.

b(-) : hypothetisches Verfahren, welches alle Resultate
der Mathematik (“das Protokollbuch”) erzeugt.

In der formalen Sprache der Logik kdonnen wir alle moglichen Fragestellungen
der Mathematik der Reihe nach aufzéhlen, der pythagoriische Lehrsatz, z.B.
konnte etwa die Nummerj haben. Unter Benutzung der

Programmiersprachen der Informatik kdnnen wir alle denkbaren Methoden



der Probleml6sung aufzihlen. Das i- te Verfahren bringe etwa einen der
Beweise des Satzes von Pythagoras. Diese Situation bezeichnen wir mit dem
Pfeil nach unten. Falls das i -te Verfahren die Losung des  j -ten
Problems aber nicht findet, so bezeichnen wir diesen Sachverhalt mit dem
Pfeil nach oben. Im (hypothetischen) Protokollbuch der Mathematik seien
alle Fragen aufgezihlt, welche die Mathematik je positiv entscheiden wird;
wir setzen natiirlich voraus, dass das Buch keine widerspriichlichen Aussagen

enthalt.

b(B) . Aussage, dass die mathematische Aussage 8 von
b erzeugt wird.

Annahme : b erzeugt entweder 3 oder dessen Verneinung —f3
aber nicht beide.

d(z) . davon abgeleitetes Verfahren

1if b(vg(x)

P . 1 = J’

d(-) ist ein v, (-) fir ein gewisses m

d(m) | falls b(vy,(m) 1) |, falls v, (m) 1, also d(m) 1T #
d(m) 1 falls b(v,(m) }) |, falls v,,(m) |, also d(m) | #

Was wire nun eine vollstindige Mechanisierung der Mathematik? Doch wohl
eben auch ein Verfahren b , das nun aber das Problem behandelt, ob eine
Aussage im Protokoll der Mathematik je erscheinen wird. Bemerken Sie,
dass eine solche fragliche Aussage ebenfalls die Form einer
Erfolgsbehauptung hat, fiir eben dieses Verfahren » : Ein mathematisches
Resultat erscheint im Protokoll, falls 4 auf ihm zum Erfolg fiihrt. Wire nun
b ein vollstindiges Verfahren, so wiirde b auf jeder Aussage selbst oder

dann auf ihrem Gegenteil zum Erfolg fiihren.



Diese Bemerkung kann man dazu beniitzen, um aus dem hypothetischen
Verfahren b das hier angegebene Verfahren d(x) zu konstruieren. Dieses
versucht, bei gegebenem x einen Zahlenwert #  zu berechnen und beginnt,
indem es u gleich 1 setzt. Dann geht das Verfahren in einen
Repetitionsschleife. Solange u verschieden ist von Null so wird u
entsprechend der angegebenen Bedingung veridndert. Weil b nach Annahme
vollstdndig ist, konnen wir im Programm d die Fallunterscheidung ganz

rechts in der Tat durchfiihren.

Das Verfahren d ist der Kernpunkt des Beweises. Existiert es, so folgt ein
Widerspruch, wie wir gleich zeigen werden. Also existiert es nicht, und also

auch nicht das vollstindige Verfahren b auf dem es fusst.

Nun sind ja Beweise, dass etwas nicht gemacht werden kann, dem
mathematischen Laien - und nicht nur dem - eher fremd und iiberzeugen ihn
selten ganz voll. Dazu eine kleine Geschichte: Einer der beriihmtesten
Geiger der Zwischenkriegszeit in Deutschland, Freund unserer Familie, hat im
hohen Alter versucht, den Winkel zu dreiteilen. Nun weiss, in
Anfiihrungszeichen, die Mathematik, dass die

Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal nicht geht. Doch weder ich noch
Heisenberg, mit dem er damals auch korrespondierte, konnen dies dem alten

Herrn glaubhaft machen.

Nun also zuriick zu meinem Versuch, Sie von der Unmoglichkeit der
vollstindigen Computerisierung der Mathematik zu liberzeugen:
Angenommen, die Mathematik wire mechanisierbar, so gibe es eben das
Verfahren d und dieses wire eines unter der aufgezédhlten Totalitét aller
Verfahren, sagen wir das m - te. Daraus aber folgt sofort ein Widerspruch:
Das Verfahren d fiihrt auf m zum Erfolg falls # einmal Null wird, falls also

die Aussage gilt, dass das m - te Verfahren das m -te Problem nicht 16st. Das
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m - te Verfahren ist aber unser d , also haben wir damit gerade die Aussage,

dass d aufm nicht zum Erfolg fiihrt. Widerspruch ! Entsprechend auch
fiir die zweite Alternative.

So haben wir also den beriihmten Unvollstdndigkeits - Satz von Kurt Godel
(1906 - 1978) bewiesen:

Es gibt kein Verfahren, welches die Mathematik vollstindig mechanisiert.

Was leistet ein Unmoglichkeitsbeweis wie dieser wirklich? Das Resultat
selbst scheint ja ein abschliessend negatives zu sein. Ich meine, ein
Unmdoglichkeitsbeweis bringt eine Gliederung in die Geographie der

Mathematik. Lassen Sie mich dies illustrieren:

METHODEN
mengentheor. e Brouwer
rekursiv @)
elementar Risch ® Liouville
algebraisch » Wiles
radikal O « Galois
numerisch @ Stiefel @ ® ® e [ ehmer
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Auf diesem Schema stellen wir wieder die mathematischen Methoden, den
Fragestellungen gegeniiber; diesmal etwas konkreter. Die Fragestellungen
haben hier die Form von zu 16senden Gleichungen: lineare Gleichungen,

kombinatorische Gleichungen, algebraische Gleichungen, Differential-
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gleichungen, diophantische Gleichungen. An Losungsmethoden bieten sich

an: numerische Verfahren, algebraisch-symbolische Verfahren, Verwendung
elementarer Funktionen wie Sinus und Exponentialfunktion, Verwendung des
allgemeinen, des mengentheoretischen Funktionsbegriffs. Ein paar Beispiele:
Losung algebraischer Gleichungen durch Wurzelziehen (Galois und Abel);
geschlossene Losung von Differentialgleichungen durch elementare
Funktionen (Liouville); Losung des Fermat’schen Problems (Wiles);

Existenzsitz (Brouwer, Cauchy-Weierstrass)

Unmoglichkeitsbeweise bringen, wie wir sagten, eine Gliederung

in die Landschaft der Probleme und Methoden. Sie entdecken ganze Bergziige
von fundamentalen Schwierigkeiten und eroffnen Aussichten auf zentrale,
herausstechende Probleme. Ich will dies anhand einer Panorama-Karte

veranschaulichen.

Der Godel’sche Unmoglichkeitsbeweis eroffnet den Ausblick auf
mathematische Hindernisse, figurativ eine Bergkette, der ich hier den Namen
Godel-Gebirge gegeben habe. Godel und viele andere zeigten dann, dass es
Probleme gibt, welche sich mit dem Computer im Prinzip nicht 16sen lassen:
das Entscheidungsproblem fiir die Logik (Church und Turing), das 10.te
Hilbertsche Problem iiber die ganzzahlige Losbarkeit algebraischer, sog.
diophantischer Gleichungen (Matiasevich), etc.

Ein ndher gelegener Gebirgseinzug wurde von William Cook identifiziert: es
sind diejenigen Probleme, die sich nicht mit zumutbarem Aufwand, feasibly
wie man sagt (genauer: in polynomialer Zeit), auf dem Computer 16sen lassen.
Dazu gehoren die von Richard Karp um 1970 herausgestellten Probleme wie
etwa die Entscheidbarkeit der Booleschen Algebra und das Problem des
optimalen Stundenplans. Weiter hinten, aber immer noch diesseits des Godel-
Gebirges liegt ein Gipfel, Piz Fischer-Rabin die bewiesen, dass die elementare

Algebra zwar entscheidbar, aber nicht feasibly entscheidbar ist.
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Hinter dem Go6del-Gebirge erhebt sich nochmals ein Gebirgszug, der Cohen-

Range. Paul Cohen hat nimlich 1963 gezeigt, dass auch die Mengenlehre nicht
ausreicht, um alle mathematischen Fragen zu entscheiden. Beispiele fiir solche
mengentheoretisch unentschiedene Fragen sind das Auswahlaxiom (Zermelo)
und die Kontinuum- Hypothese (Cantor). Und so erhebt sich Gebirgskette um
Gebirgskette und der Berg der Wahrheit, der Monte Verita, ist noch weit

dahinter.

Fiir den Godelschen Beweis ebenso wie fiir die Cook’sche These (feasible =
polynomial) ist der Computer, das Programmieren und Ausfiihren eine
Abstraktion, eine verstdndnisinnige mathematische Abstraktion. Und so
betreffen auch die Resultate allgemeine, obwohl faszinierende, Grenzfragen
der Mathematik eher als ihre alltéigliche Praxis.

Wenn man sich nun bescheiden wiirde, gibe es dann wenigstens fiir
beschrinkte Themen der Mathematik allgemeine, auf den heutigen Rechnern

programmierbare Methoden?

Die Computer-Algebra hat in dieser Beziehung in den letzten Jahren
erstaunliches geleistet, und wird in Zukunft noch mehr und iiber-raschendes
beitragen. Denn jede Generation hat ihre bevorzugten Konzeptions-Modi.
Alte Biicher, wie die iiber Galois Theorie und klassische algebraische
Geometrie, verstauben. Und wenn etwas wieder hervorgeholt wird durch die
Computer Algebra, so ist es dann doch etwas ganz anderes, nicht etwa
einfach Aufgewirmtes. Es geht primér nicht um die Erledigung von Fillen,
die bisher ohne Computer zu rechenaufwendig waren. Die computergestiitzte
Mathematik lebt in einem neuen Beziehungsfeld, entwickelt neue Einsichten,
schafft neue Zusammenhinge und bereichert die traditionelle Mathematik und

ihre Anwendungen in vielféltigster Weise.
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Etwas aber ist ganz neuartig und auch offensichtlich: Statt mit einem anderen

Menschen kommuniziert man jetzt mit dem Computer. Die Schwierigkeit der
computer - gestiitzten Mathematik ist aber genau die der Kommunikation,
ndmlich: Wie kann der Computer mit mir kommunizieren, um nicht zu sagen
mitdenken, iiber das, was ich zu verstehen versuche? Denn dies ist der Gehalt
der Mathematik: Nicht, gib mir ein Problem, so 16se ich es. Sondern, wie kann
ich das Auge, wie kann ich das abstrakte Erkennungsvermogen weiterbilden
und womoglich instrumentell erweitern?

Das Problem der intelligenten Kommunikation mit dem Computer ist eines
der vordringlichsten ungelosten Probleme. Ich meine, genau hier finde die
kiinstliche Intelligenz statt naive oder hochstaplerische Utopien ein reales
Objekt. Zur Illustration zeige ich hier ein sehr einfaches Beispiel aus jiingster

Zeit:

Wenn in dieser Figur alle Punkte bis auf C gegeben sind und so liegen wie
angegeben, so liegt C auf dem Schnittpunkt der drei gezeigten Geraden.
Computer-Algebra Systeme erlauben es heute, Sétze der Elementargeometrie
automatisch in algebraische Gleichungen zu fassen und so zu beweisen. Bei
dieser Ubersetzung tritt etwas zutage, was man in der Geometrie oft
vernachléssigt, namlich stilschweigende Hypothesen iiber die sogenannte

allgemeine Lage der Punkte und Geraden. Aber was bringt der Computer ans

Licht ? Bei unserem einfachen Beispiel ergibt sich folgendes:
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Ein durchaus uneinsichtiger Formelsalat, in dem sich die gesuchte

geometrische Hypothese versteckt !

In anderen Beziehungen hat der Computer selbst, die Hardware wie die
Software, ungeheure Fortschritte gemacht. Als 1977 eine kleine Gruppe von
Wissenschafter mich unterstiitzte, um an der ETH ein Zentrum fiir
Interaktives Rechnen zu schaffen, kauften wir fiir rund 3 Mio Franken eine

DEC-10 Maschine. Die Vergleichszahlen zu heute sprechen fiir sich.

14
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1978 ZIR 1996 Personal Computer
Zentrum fiir Interaktives Rechnen Biiro

DEC-10 PowerMac 8500

2K Cache Memory 256K Cache Memory

256K 36-Bit Hauptspeicher 32 Megabyte Hauptspeicher
3 Speicherplatten a 170 Megabyte 2 Gigabyte Speicherplatte
27 Nanosekunden Zykluszeit 8.3 Nanosekunden

Die Liste der damals jungen Beteiligten liest sich heute wie ein Who is Who
in Swiss Science. Es waren dabei unter anderen der heutige Vizeprésident
Forschung der ETH (Kiibler, Bildwissenschaften), der Entdecker der Struktur
des mad-cow Prions (Wiithrich, Molekularbiologie),
Kommunikationsforscher (Moschytz), Statistiker, Bauingenieure und

Architekten.

In der Mathematik selbst kann man den fortschreitenden Einfluss des
Computing gut verfolgen anhand unserer — wie soll ich es nennen? —

Koordinatisierung der Mathematik(siehe oben).

Das populire Paradigma des Computing (ja iiberhaupt der Mathematik) ist
das Zahlenrechnen, die Numerik. Dieses Gebiet hat der Computer auf seiner
ganzen Breite erobert und eréffnet immer neue Moglichkeiten. Das nicht-

numerische, das symbolische Rechnen auf dem Computer hat auch grosse
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Fortschritte gemacht. Hier finden Sie sogar ein paar von meinen eigenen

Beitrédgen:
- Galois-Theorie fiir kombinatorische Probleme,
- symbolische Losung von Differentialgleichungen in geschlossener
Form, wo “geschlossene Form” nun nicht mehr einfach “Formel”

heisst, sondern ein Computer-Programm sein darf.

Kehren wir zuriick zum Traum von Leibniz. Der Traum von einer Grand
Unification, einer Weltformel, ist noch nicht ausgetraumt; die Physik verfolgt

ithn immer noch.

Aber auch die Mathematik hat dieses, beinahe magisch zu nennende,
Bediirfnis nach einer Grand Unification, einer Theory of Everything. Zu
Anfang des Jahrhunderts versuchten es Bertrand Russell (1872 - 1970) und
A N.Whitehead (1861 - 1947) mit einer Reduktion der Mathematik auf die

Logik — mit ihrem Monumentalwerk der Prinicipia Mathematica (1913).

Was das Reduktum der Mathematik sein soll, hat sich in der Geschichte seither

des ofteren geéndert.

Erstens: “Alles ist Logik” : dies war Russells These.

Zweitens: “Alles ist Arithmetik” : diese These beherrscht die Arithmetisierung

seit Descartes, von der Algebraisierung der Geometrie bis zur Reduktion der
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Mathematik auf einen Formalismus durch Godel. Dieser macht aus der Mathe-

matik einen komplizierten Zweig der Arithmetik.

Drittens: “Mengenlehre umfasst und begriindet alles” : diese These ist aus dem
Kreis der Logiker ausgebrochen und hat in vielen schulmeisterlichen Kopfen

bose Verwirrung gestiftet.

Logizismus, Formalismus, Platonismus: diese drei Ansitze fiir eine
Mathematical Theory of Everything, beherrschten das nun zu Ende gehende
20. Jahrhundert. Was wird das 21. bringen? Das “Everything”, von dem die
Mathematik handeln soll, ist ja ungeheuer in Bewegung geraten. Nicht zuletzt
durch den Computer: er ist heute nicht nur ein Werkzeug der Mathematik,
vielmehr ist der Computer auch ein Gegenstand der Mathematik. Dies
einzubeziehen haben die erwéhnten drei Ansédtze zur Grundlegungen der

Mathematik nicht geschafft. Nicht dass es an Versuchen fehlte.

Darunter gibt es auch meinen eigenen, mit einer Reduktion der Mathematik

auf die kombinatorische Algebra.

Programme p

gehoren zum selben Datenbereich D
Daten d

p-d Resultat der Anwendung des Programms p
auf die Eingabe d

D = (D, -) ist eine kombinatorische Algebra, falls:

Fiir jeden Ausdruckt(zy,...x,) ezistiert ein Element T in D mat
T-CCl cT9 Ty =t(x1,...,wn).

(“Prinzip der kombinatorischen Abstraktion”)
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Schon von Neumann hat deutlich darauf hingewiesen, dass im Computer die
Daten und die Programme letztlich das gleiche seien, stored bits. Der
Computer wendet ein Programm p auf die Eingabedaten d an. So ist ein
Computer wiederum nichts anderes als eine Rechenmaschine, welche p mit d
gewissermassen “multipliziert”. Ein Bereich D mit einer solchen
Multiplikation ist das, was man eine Struktur im Sinne der Algebra nennt, in
diesem Fall eine kombinatorische Algebra. Kombinatorische Algebren haben
nur gerade ein Grundgesetz, das hier angegebene Prinzip der
kombinatorischen Abstraktion. Man kann es so einrichten, dass diese
mathematische Struktur reich genug ist, so reich, dass sie die Objekte der
klassischen Mathematik, selbst die Mengenlehre, enthilt. Und naturgemass
enthélt sie das Computing; die Struktur selbst ist in gewissem Sinne ein
Computer. Ist die kombinatorische Algebra aber auch ein universelles Gefdss
fuir die gesamte Mathematik? Ein Test dafiir wire die Ausfiihrbarkeit der
Anweisungen des vor vierhundert Jahren geborenen René Descartes (1596 -
1650) fiir die Wissenschaften. In der Formulierung von 1962 unseres

unvergessenen Georg Polya (1887 - 1985) lauten sie:



19

Descartes’s famous “Rules for the Direction of the Mind”

e First, reduce any kind of problem to a mathematical
problem.

e Second, reduce any kind of mathematical problem to
a problem of algebra.

e Third, reduce any problem of algebra to the solution
of a single equation.

Man reduziere alle ungeldsten Probleme der Welt auf Mathematik; dort stelle
man das Problem als ein Gleichungssystem dar, mache daraus eine einzige

Gleichung, die dann zu l6sen wiire.

Mit dem notigen Respekt und den notigen Vorbehalten kann ich aber
durchaus behaupten, dass die kombinatorische Algebra das Cartesische

Programm erfiillt.

Erstens wird das gegebene Problem und dessen mathematischer Kontext in

eine geniigend reichhaltige kombinatorische Algebra tibersetzt.

Das Resultat ist ein Gleichungssystem. Zweitens bringt man dieses
Gleichungssystem mit den Regeln der kombinatorischen Algebra in reduzierte
Form, ndmlich gerade auf eine einzige Gleichung: zu gegebenen a und b

finde man x so,dass a mal x gleich» mal x ist.
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Falls D eine kombinatorische Algebra ist, so ldsst sich
jedes endliche Gleichungssystem reduzieren auf eine ein-
zige Gleichung mit einer Unbekannten:

a-r=b-x

In “geniigend reichen” kombinatorischen Algebren kann
man jede mathematische Struktur treu (isomorph) ein-
betten.

Die Mathematik des Computing als eine Theory of Everything scheint nun
wohl ein bisschen utopisch. Aber durchaus ernst zu nehmende Physiker und
Mathematiker haben in neuester Zeit einen solchen Ansatz mit grossem Elan
verfolgt: Der Oxforder Astrophysiker David Deutsch prisentiert ein starkes
Argument dafiir, dass das Universum als eine Rechenmaschine dargestellt
werden kann, nimlich als Richard Feynmanns quantum computer. Der
Mathematiker Sir Roger Penrose macht in seinen Biichern einen
Erkldrungsversuch fiir das Phinomen des Bewusstseins, ebenfalls basiert auf

einem quantentheoretischen Computermodell.

Wie mein Lehrer Paul Bernays (1888 - 1977) vor 20 Jahren in seinem letzten
Vortrag und im hohem Alter von 88 sagte: “Vieles in der mathematischen
Forschung ist noch unabgeklirt, und wir konnen auf etliches, was wir noch zu

lernen haben, neugierig sein.”



Auch ich werde mich freuen, ob all dem was ich in meinem otium cum
dignitate , der Musse in Wiirde, noch lernen darf, und ich danke dafiir zum

voraus.
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