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KAPITEL 1

Fourierreihen

1. Definition, Darstellungssatz

Sei L eine feste positive Zahl. Fourierreihen sind Reihen der Form

e}
S [P z€R, f,eC.
n=—oo
Konvergiert die Fourierreihe fiir alle € R, so ist die Summe f(z) periodisch mit
Periode L, (L-periodisch):
fl@+ L) = f(x).

Die klassische Theorie der Fourierreihen befasst sich mit der Frage, wann eine peri-
odische Funktion sich als Fourierreihe schreiben lésst. Zuerst zeigen wir, dass wenn
eine Fourierreihe absolut konvergiert, dann kénnen die Koeffizienten aus der Summe
gewonnen werden. Die grundlegende einfache Formel ist:

L ) —
l/ (Hrag, )L =0

SATZ 1.2. Sei{ fn}nez s0, dass ), ;| fn| < 00. Dann konvergiert die Fourier-
reihe

LEMMA 1.1.

fa)= 32 e B

absolut und gleichmdssig fiir alle x € R gegen eine periodische, stetige Funktion f
der Periode L. Weiter gilt

Beweis. Da |fne%me| = |fnl, folgt die absolute Konvergenz. Die Gleichmissigkeit
ergibt sich aus | f(z) =32, 1<n fne TmT| < > inj>n | fnl. Das heisst, die periodische
- 27in

Funktion f ist als gleichméssiger Limes der stetigen Funktionen Zan N
stetig. Bei Gleichméssigkeit konnen Riemannsche Integrale mit Grenzwerten ver-
tauscht werden:

1Y omin 2rim 1 [ o
- - T T _ _ (m—n)x =
L/Oe L E fme T dx—g me/oeL de = f,. O

meZ meZ

x

BEISPIEL 1.1. Fiir |z| < 1 ist die Reihe
Z Z|n|einx
neZ

eine absolut konvergente Fourierreihe mit Periode 27. Thre Summe (geometrische
Reihe) ist
2
1—2zcosx + 22
nez

3



4 1. FOURIERREIHEN

Daraus folgt die Identitéat

2m 2
S / = P
2 Jo 1—2zcosx + 22

2. Riemann—Lebesgue-Lemma, Dirichletkern

Sei jetzt f eine im Riemannschen Sinne integrierbare Funktion auf [0, L]. Fiir
n € Z definiert man den n-ten Fourierkoeffizient von f durch

|,
Ifn= z/) e” L *f(z)dx.

BEMERKUNG 1.1. Ist f die Einschrinkung auf [0, L] einer periodischen Funk-
tion von R — C mit Periode L, dann gilt auch

1 a+L 2min
fn= Z/a e L "f(x)dx.
Va € R, da fiir beliebige (auf [0, L] integrierbare) L-periodische Funktionen g gilt

/aﬁLg(x)dx:/aog(a:)dx+/OLg(x)der/aHg(x)dx:/OLg(a:)dx.

L

SATZ 1.3. (Riemann—Lebesqgue Lemma fiir stetige Funktionen) Sei f : R — C
stetig und L-periodisch. Dann gilt

fn=0 (In] = o0)

Beweis.
1 (Y onin, TR T,
I = I e_%lf(x)dm =71, e_QT’”f(gc)dm
0 b
z—ax+L/2n 1 L 2mwin . L
= Z/ e L YT x4+ 2n> dz
0
1 [ nin L
0 2n
Also gilt

L onin L

Da f stetig auf dem kompakten Intervall [—L/2|n|, L+ L/2|n|] ist, ist f gleichméssig
stetig. Ve > 0, AN so, dass fiir [n| > N |f(z) — f(z + £)| < ¢, Va € [0, L]. Daraus
folgt

x

1 [ e
fal < = / B
" 2L )y ~——

€
d —. 0
:c<2

f@) =1 (a+ 55)

<e

BEMERKUNG 1.2. Mit fortgeschnittener Technologie (stetige Funktionen sind
dicht in L') kann man zeigen, dass die Behauptung des Satzes von Riemann—
Lebesgue fiir auf [0, L] Lebesgue-integrierbare Funktionen gilt (S. Satz [2.21)).

KOROLLAR 1.4. Sei f € C*(R/LZ) (d.h. f k-mal stetig differenzierbar und
L-periodisch), und seien f, die Fourierkoeffizienten von f. Dann gilt

[l fal =0 (In] = o)



2. RIEMANN-LEBESGUE-LEMMA, DIRICHLETKERN

Beweis. Wir setzen g := f*) dmk f Dann folgt mittels partieller Integration

1 [f s 1 _2aim L\
L T e R
Lk

_ —k
T @mE I

Mit dem Riemann—Lebesgue Lemma folgt: g, — 0, fiir |n| — oco.
Betrachte nun die Partialsummen sy f der Fourierreihe von f

(sn P Z fuc¥ie = 1 / e Z )

=Dy (%£Y)

DEFINITION 1.1. Die Funktion

N

DN(t): Z 627rint.

n=—N

heisst Dirichlet-Kern.

Der Dirichlet Kern besitzt folgende Eingeschaften:

(') DN(t +1) = Dn(t) = Dn(—t)
(ii) fo Dy (t)dt =1

sin(w(2N+1)t)
Sn@ENEDY g e R\ Z
D~ (t) = sin(7t) ’ ’
(i) Dn(?) { IN+1, teZ

ABBILDUNG 1. Der Dirichlet Kern Dy (t) fur N = 10

Beuweis. (i) ist klar, (ii) folgt aus Lemma[I.1] Fiir (iii) gilt:
N i .
Z 2mint Z 2mint—2miNt 6727riNt e’ N+t _ 1 — Sln(ﬂ(2N+ 1)t)
emit — 1 sin(mt)

([
n=—N

SATz 1.5. Sei f € CYR/LZ), und seien f, die Fourierkoeffizienten von f.
Dann gilt fir alle x € R:

27mn
= lim § fn )
N—)oo



6 1. FOURIERREIHEN

Beweis. Bezeichnen wir wieder die Partialsumme mit sy f(z), so gilt

sut@ - 50) = 4 [ s () ay- 10
1 L

= < / (f(y) - f(2))Dn (””L_y) dy,

1 L r—vy —¥+1 1
7/ DN< >dy/ DN(t)dt:/ Dy (t)dt = 1.
L J L . 0

x
L

denn

Definiere nun die Funktion

f(y)*J:(E) iy g7

L !
—(-rEE 2 — e 7,
Die Funktion F ist stetig nach der I’'Hospital-Regel und 2L-periodisch. Mit Hilfe

dieser Funktion konnen wir nun den Satz beweisen:

swf@) - 5@ = 5 [ - ey (“7Y)
I sin((2N + 1)r2:Y)
= — - d
7, ) fe) Ty
1 2L 1 - (2N+)7 . (2N+1D)7
=L p L [ ) iGN (o)
o J, W3 [e - c }dy
1 L (2N+1)w L (@N+D)w
= 5 {ez L (Fy)angr —e T x(Fz)f2N71} -0 (N —=o0)
nach Riemann-Lebesgue. i

BEMERKUNG 1.3. Der Beweis zeigt, dass die Fourierreihe einer stetigen Funk-
tion f gegen f in allen Punkten konvergiert, wo f differenzierbar ist.

Wir zitieren noch ein allgemeineres Resultat (Dirichlet—Jordan Kriterium) iiber
die Konvergenz von Fourierreihen. Eine Funktion [a, b] — C heisst von beschrinkter
Variation falls es eine Konstante V' gibt, so dass Z?:_()l |f(zig1) — f(zs)| <V fur
alle Einteilungen a = z¢p < z1 < -+- < x, = b. Stiickweise stetig differenzierbare
Funktione sind von beschrénkter Variation mit V = f: |f/(x)|dx + Vi und V;
der Summe der Sprunghéhen. Man kann zeigen, dass an jeder Unstetigkeitsstelle a
einer Funktion von beschrinkter Variation beide einseitigen Grenzwerte f(a+0) :=
lim,_, .+ f(z) existieren.

SATZ 1.6. Sei f L-periodisch und von beschrinkter Variation auf [0, L], und
snf(z) = ZnN:_N frnexp(2minz /L) die N-te Partialsumme ihrer Fourierreihe.
Dann gilt

(i) Hmy oo sy f(x) = 2(f(z +0) + f(z — 0)). Insbesondere konvergiert die
Fourierreihe gegen f(x) an allen Punkten x wo [ stetig ist.

(ii) Die Konvergenz ist gleichmdssig auf jedem abgeschlossenen Intervall I C
R, wenn f in allen Punkten von I stetig z'stE|

Den Beweis findet man in A. Zygmund, Trigonometric Series, Cambridge Uni-
versity Press, Kap. I1,§8.

Allerdings konvergiert die Fourierreihe einer Funktion in der Néhe einer Sprung-
stelle nicht gleichméissig: Nach dem Gibbs-Phdnomen erreichen die Partialsummen

IDas heisst hier, Funktionen, die stetig differenzierbar sind bis auf endlich viele Sprungstellen,
und in den Sprungstellen existieren die rechts- und linksseitigen Limites von f’.
2Achtung: Dies ist eine stérkere Bedingung als die Stetigkeit der Einschriankung von f auf I.
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sy f fur beliebig grosse N in der N#he einer Sprungstelle einen Wert, der sich
um ca. 9% der Sprunghéhe vom einseitigen Grenzwert unterscheidet. Diese “Uber-
schwingungen” spielen in der Technik eine wichtige Rolle: Sendet man ein Signal
mit Sprungstellen durch einen Kanal und werden héhere Fourierkoeffizienten in der
Ubertragung durch Verluste unterdriickt, so ensteht ein Signal, das héhere Ampli-
tude als der Ausgangsignal hat. Der Kanal muss diese also ertragen kénnen.

0.4

0.2

-0.2r

—04ft

0.6
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-021
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ABBILDUNG 2. Die N-te Partialsumme (N = 5,20,50) der Fou-
rierreihe der Funktion f(z) = 1/2 — z, € [0,1), 1-periodisch
fortgesetzt

Das Gibbs-Phénomen lésst sich quantitativ beschreiben fiir die Sdgezahnfunk-
tion f(x), also die 1-periodische Funktion so dass
1
f(m)zi—m, 0<zr <1,

(Abb. . Wir suchen die erste positive lokale Maximumstelle der Differenz zwischen
der Partialsumme und dem Limes
N

sf@) - S = Y e (ea)

n=—N,n#0
fiir x > 0. Die Ableitung ist der Dirichlet-Kern
sin(m(2N + 1))

sin rx

N
(snf)(z) — f'(z) = Z p2mine _
n=—N
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Sie verschwindet im Intervall [0, L] fiir = j/(2N + 1), j = 1,...,2N. Die erste
Uberschwingung ist bei der ersten Extremalstelle x; = 1/(2N + 1). Der Wert von
sy f(z) — f(z) an dieser Stelle ist, nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung,
der rechte Grenzwert lim, o4+ sy f(x) — f(z) = —1/2 an der Stelle 0 plus das
Integral der Ableitung von 0 bis z1:

snf(x1) = fla1) = -

+

/2N1+1 sin(m(2N + 1)x) de
0 sin T
! sin(7y)
/0 (2N + 1) sin(my/(2N + 1))
/1 sin(my)  aNeT dy
o T sin (217\711)

1 ! sin(my)

~ 0.08948987224 + O(1/N)

_|_

dy

NI= NI= N =

+

Also ist das lokale Maximum der Partialsumme fiir beliebig grosse N ungeféhr 0.09
héher als der rechte Grenzwert 1/2 der Funktion f. Also ist der Sprung der Parti-
alsumme (Differenz zwischen Maximum und Minimum in einer kleinen Umgebung
einer Sprungstelle) ca. 18% hoher als der Sprung des Grenzwertes. Dasselbe gilt
bei jeder Sprungstelle einer allgemeinen Funktion mit beschrénkter Variation, die
endlich viele Sprungstelle hat in einer Periode. Eine solche Funktion kann man
schreiben als die Summe einer stetige Funktion beschrénkter Variation und eine
Linearkombination von verschobenen Sigezahnfunktionen f(x — a;), einer fiir jede
Sprungstelle a;. Die Fourierreihe des stetigen Anteil konvergiert gleichméssig und
das Gibbs-Phénomen kommt von den Ségezahnfunktionen.

3. Reellwertige Darstellung der Fourierreihen

Ist f eine reellwertige Funktion in C1(R/LZ)

Fa) = fae T,

neZ

2win

dann ist f, = %fOL f(z)e" 2 *dx = f_,. Definiere a,,b, € R durch

1
fnzi(an_ibn), n > 0.
Dann folgt
_ 1 )
f_”:fnzi(a”_Fan)a n207

und f kann in eine reelle Fourierreihe entwickelt werden:
1 1 — 2 9
flz) = §a0 + 5 nz_:l(an — iby) <cos %nx + isin an>

1 2 2
t5 ;(an + iby) (cos %nac —isin T:}:)

1 > 2mn . 2mn
= §ao + ; (an cos (Lx> + b, sin (Lx>> .
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Die Koeffizienten a,,, b, gewinnt man durch

2Re f, = / flx < ) dx,
—2Im f, = Z/o f(x)sin (T:c) dz.

4. Poisson’sche Summationsformel

Sei f € CY(R), |f],|f'| <C/(1+2?), C >0, und sei
¥) = flw+kL),
k€EZ

g € CYR), g(x + L) = g(z). Die obige Reihe fiir die Funktion g konvergiert
gleichmiissig auf [0, L], da fiir den Rest der Summe gilt:

C C
< —_ < R
S s ¥ lane ¥ 10

|k|>N |k|>N |k|>N

an

bn

gleichméssig fiir N — oo. Dasselbe gilt fiir die Ableitung von g. Also ist g €
C(R/LZ). Die Fourierkoeffizienten von g sind:

gn = /Zfaﬂ—kL Sty =) /fx+kL —EE gy
0

kEZL kGZ
(k+1)L 27r1n 27r1n
- > swe / e
kez kL

DEFINITION 1.2. Die Fouriertransformation einer Funktion f mit fR |fldx < 0o

ist die Funktion auf R -
= / f(z)e~**dz.

Nun kénnen wir g folgendermassen schreiben:

= Zf(l‘—l—nL) = Zgnegﬂfnx = Z %f (T) P

nez neZ nez

Setzen wir nun x = 0, so bekommen wir die Poisson’sche Formel:

S fur) - sz<27m)

neEZ

Man kann zeigen dass diese Formel unter recht allgemeinen Voraussetzun-
gen gilt: Sie gilt z. B. wenn f stetig und von beschrinkter Variation ist und
75 1 f(@)|de < oo (S. Zygmund, Kap. IT §13).

5. Wirmeleitungsgleichung auf einem Ring

Wir betrachten einen wérmeleitenden Ring mit Umfang L. Die Temperatur-
verteilung zur Zeit ¢ sei durch die Funktion u(z,t) gegeben, wobei 0 < z < L,
u(L,t) = u(0,t) gelten soll. Wir setzen u(-,t) periodisch auf ganz R fort durch
u(z + L,t) = u(x,t). Die Funktion u erfiillt die Wérmeleitungsgleichung

du 82u
Swt) = Do (1),
dabei ist D eine positive Konstante. Weiter sei folgende Anfangsbedingung zur Zeit
t = 0 vorgegeben:
u(z,0) = f(z).
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Wir wollen nun die Wiarmeleitungsgleichung fiir den Ring mit der angegebenen
Anfangsbedingung lésen. Zuerst bringen wir durch eine Streckung von x, ¢ die Kon-
stanten D, L auf eine angenehme Form, d.h. D = 1, L = 27. Das Problem welches
wir 16sen wollen lautet also:

{ %u(w,t) = aa—;u(x,t), reR, t>0,
u(z,0) = f(z).

Wir nehmen an, dass f € C*°(R/27Z) ist. Sei nun u eine C*°-Loésung. Kann u
durch f ausgedriickt werden? Dazu entwickeln wir u in eine Fourierreihe, d.h.

u(x,t) = Z Uy (t)e™®

neE”Z

mit Fourierkoeffizienten
1 2 .
un(t) = %/0 u(z,t)e” """ dx.

Falls nun u(z,t) fiir t — 0 gleichméssig gegen f konvergiert, ist

1 2 )

0O = f =g [ s

Jeder Fourierkoeffizient u,(t) erfiillt dann eine gewohnliche Differenzialgleichung;:
Nach zweimaliger partieller Integration finden wir

d 1 [?™d 1 2" 92

- t) = — I t 7inmd —_ t 7inmd
8tu"() 27 Jo 8tu(x’ Je T on 0 8x2u(x’ Je v
1 [ ,
=5 ; u(z,t)(—in)?e” " dr = —n2uy,(t),

(da u glatt ist, darf man unter dem Integral differenzieren). Also ergibt sich

Up (t) = e_"ztfn
und somit
(1) 'LL((E,t) _ Z e—n%-‘rinm‘fn.
nez
Umgekehrt behaupten wir, dass eine C*°-Losung unseres Wiarmeleitungspro-
blems definiert. Denn es gilt:

(1) Die Funktion u(z,t) ist unendlich oft differenzierbar fiir z € R, ¢ € (0, 00),
und die partiellen Ableitungen ergeben sich durch Differenzieren unter
dem Summenzeichen:

0l Ou(a,t) = Y (~n?) (in)te I,
neZ

Dies kann wie folgt induktiv bewiesen werden. Die Ableitung nach ¢ dieser
Reihe ist

lim 7(_n2)j(in)kefn2t+inzfn

und da [e=""" — 1| < n2|h|e”"t/2 fir |h| < t/2, konvergieren die Par-
tialsummen gleichmissig in der Variable h, und wir diirfen Limes und
Summationszeichen vertauschen. Eine dhnliche Uberlegung gilt fiir Ablei-
tungen nach z.

(2) Opu =3, cp(—nP)e " HinT [ = 92u

(3) fu(z,t) = f(2)] <,z |e_"2t —1|fn] = 0 fiir ¢ — 0.
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Wir kénnen noch ein wenig umformen:
. 1 2m ) 1 2m o
’U,(l‘,t) — Z e~ tHine f(y)e—mydy — 7/ Z e t+m,(rc—y)f(y)dy.
—~ 2m Jo 2m J =
Wir haben also folgendes Resultat bewiesen.

SAaTz 1.7. Sei f € C*(R/27Z) und firz € R, t >0
K.t = Y eretine

nez
Dann ist
1 27
u(@,t) = o | Kz -y, 1)f(y)dy
T Jo
eine C*°(R/27Z x (0,00)) Lisung der Wirmeleitungsgleichung
0 02
ﬁu(x,t) = @u(xﬁ)

die gleichmiissig gegen f fiir t — 0% konvergiert, d.h.
Jim u(z, ) = f(z).
BEMERKUNG 1.4. Wir haben auch gezeigt, dass jede C'*°-Losung mit der An-
fangsbedingung f mit u iibereinstimmt, also ist die Losung eindeutig.
BEMERKUNG 1.5. K(z,t) heisst Jacobische Theta-Funktion.
Die Theta-Funktion hat noch eine andere Darstellung welche wir jetzt mit Hilfe

der Poisson’schen Summationsformel beweisen wollen. Dazu benétigen wir folgendes
Lemma.

2
LEMMA 1.8. (Gauss) Sei f(x) = e7ar . Dann gilt
R o 22 .
f(k) = / e~ iR gy — /ixte kL
Beweis. Mit quadratischem Ergénzen folgt

o 22 > 1 N2 .2
e—ﬂ—zkmdx — e—ﬂ(m+2zkt) —k tdr
— 00

— 00

= \/éﬂefktzt/ enydy

= V4nt e*th,
wobei die Substitution y = %\/ﬁkt vorgenommen wurde. Die mit dieser Substitution

erforderliche Verschiebung im Komplexen des Integrationsweges erfolgt mit dem
Satz von Cauchy. Wir werden spéter einen zweiten Beweis sehen, der die komplexe
Analysis nicht verwendet. O
Nun koénnen wir folgende Darstellung fiir den Wéarmeleitungskern herleiten:

K(z,t) = 567%.

w0=3 e

Aus dieser Darstellung ist es ersichtlich, dass K (x,t) > 0. Es folgt, dass die Losung
zu positiven Anfangsbedingungen positiv ist, eine fiir die physikalische Interpreta-
tion von u als Temperatur oder als Dichte wichtige Eigenschaft. Die Anwendung
der Poisson’schen Formel

Zf(x+nL)iZf<27£n>ezwL%

neZ nez
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-0.4 -0.2 0.2 0.4
ABBILDUNG 3. Der Fejérsche Kern Ky (t) fir N =5

_z2
fiir f(z) =ear , L = 2m, ergibt némlich

E e~ (z—2mn)? 27”7) \/>§ 7n t+znz

neEZ nez
Aus der Positivitidt der Theta-Funktion folgt auch diejenige von u(zx,t), falls f >0

ist.
6. Satz von Fejér

Die Frage welche wir hier beantworten wollen ist, ob man eine stetige peri-
odische Funktion aus ihren Fourierkoeffizienten gewinnen kann. Sei f eine stetige
Funktion mit Periode 1. Der Fall der allgemeinen Periode kann durch Streckung
von x auf diesen Fall zurﬁckgeﬁihrt werden. Die Partialsummen

st Z f e2minT / f DN .T— )d

sind im allgemeinen dlvergent.

DEFINITION 1.3. Die Fejérschen Summen sind arithmetische Mittel von Fourier
Partialsummen:

N-1
1
(onf)(2) = & > (saf)(@).
n=0
Also ist on f(x fo y)Kn(z — y)dy, wobei der Fejérsche Kern Ky durch

1 Nl
= N Z Dn(t)
n=0
gegeben ist.

Der Fejérsche Kern hat folgende Eigenschaften:

(') KN( )=Kn(-t)=Kpn(+1)
(ii) fo Ky(t)dt =1

2
[ ]” teRr\Z,

1
(i) Ky(t) =4 N
N telZ.
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Also ist Ky > 0.
Beweis. Die ersten beiden Behauptungen folgen aus den entsprechenden Eigenschaf-
ten des Dirichletkern. Zu zeigen bleibt (iii):

N-1

sin((2n 4 1)) 1 ;
Kn(t — I (2n+1)int
() N Z sin(7rt) ~ Nsin(rt) m nz:;) ¢
_ 1 - 62]Y1ﬂt _ 1ei7rt _ 1 - eN'L'ﬂ't eN’L:TK't _ e—J-ViTrt
N sin(mt) eZimt — 1 N sin(nt) eimt — g—imt

: . 2
B ‘1 L Nt 511.1(77Nt) _ 1 sin(Nwt) 0
N sin(7t) sin(mt) N

sin(7t)

SaTz 1.9. (Fejér) Sei f : R — C stetig, L-periodisch mit Fourierkoeffizienten
fn- Sei on f die Nte Fejérsche Summe

i@ =L S g

n=0 m=—n
Dann gqilt
Jim (o f)(x) = f(x)

— 00

mit gleichmdssiger Konvergenz.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass L = 1 ist. Mit
der Substitution ¢ = y — x kénnen wir schreiben:

onf(x /f VKn(z—y dy—/f:c—i-tKN()d

Da fo Ky (t)dt =1 folgt

1/2
um»aNﬂx>|/ umﬂf@+t»KNam4

—1/2

1/2
g/ F(@) = flo+ B Kn(t)dt

—1/2
—Lkgﬂmfm+wmwwﬁ
+/ (@) — fla+ 0Ky (t)dt

1/2>¢>6

Sei € > 0 vorgegeben. Wihle 6 > 0 so, dass |f(z) — f(x 4+ t)| < €/2 fiir |t| < € und
fiir alle 2. In der Region |t| > ¢ schiitzen wir K ab mittels

1
| sint| > 2t, [t] < 7
Also 11
K
N < 5
Wir erhalten dann folgende Abschéitzungen
1/2
[ 1@ - s olkn@ie < [ K=
It|<6 2)

11
/mﬂpgﬂm—fw+wmwwﬁ<2%%umn[mND&NM2

€
<2 tf —
< Ig]ﬁngﬂ}g{|f(x)|cons N§< 5
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fiir N gross genug (~ 1/4). Also
[f(z) —onf(z)] <e. O

DEFINITION 1.4. Ein trigonometrisches Polynom ist eine endliche Linearkom-
bination
N .
Z cne T
n=—N

KOROLLAR 1.10. Jede stetige periodische Funktion f kann gleichmdssig durch
trigonometrische Polynome beliebig gut approzimiert werden.

Beweis. Die Fejérschen Summen sind eben trigonometrische Polynome

(onf)@) = 5 LS e N Z = [nl)fue”

n=0 j=—n —N+1

O

KOROLLAR 1.11. Seien f,g stetige, L-periodische Funktionen. Dann gilt:

i) fa=g=f=gy, ‘
(i) Ypezlfal <00 = f@) =X, cp fne™ ™"
Beweis. (i) folgt unmittelbar aus Satz Nach Satz definiert

=> foe T

nez

x

eine stetige Funktion mit f,, = f,. Also nach (i) f = f. (ii) ist somit auch bewiesen.
O



KAPITEL 2

Fouriertransformationen

1. Definition und elementare Eigenschaften

Sei f € L'(R"). Die Fouriertransformierte von f ist die Funktion auf R"
fky= | flx)e ™ *da,
R’ﬂ,
wobei k- x = Z?:l k;x;. Die inverse Fouriertransformierte von f ist

< 1
fe) = (2m)™ Jgn

LEMMA 2.1. Sei f € LY(R™). Dann sind die Funktionen f,f gleichmdssig ste-
tig, und fiir alle z,k € R™ gilt [f (k)| < [[fllx, |f(z)] < @m)7" (| f]1-

Beweis. Sei B = {z € R"||z| < R}. Dann gilt |f(z)xs,(z)| < |f(z)] € L'. Also
nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz

lim / f(z)dx = - f(x)dx

R—oo Jp

f(k)e*edk.

Sei € > 0 vorgegeben, und R so gross , dass fR,,L\BR f(z)dz < €/4. Dann

I L B R |
Br R"\BR N
<2
ik i1 S k—1 k—1 €
< TR (o7 T ol ) | e —
< [ il (c 45 o+ &

dr + -

n k-l
° 2
—_——

- 2/BR (@)
<L lig|

€
< E—URIfl+ 5 <e

fiir |k — 1| < €/2R||f|lx falls ||f|lx # 0. Fiir ||f||1 = 0 ist nichts zu beweisen. Offen-
sichtlich |f (k)| < ||f|l1. Die inverse Fouriertransformierte wird analog behandelt.

Elementare Eigenschaften. (Ubung). Seien f,g € L', a, 8 € C
(i) of +Bg = of + 83 A
(ii) A e R\ {0} = FOV)(R) = (A" f(k/)
(i) fy(k) = f(k)e~ ™Y, wobei f,(z) = f(z —y)
(iv) f§,fg € L' und f]Rn fgdx = Jon fGdx
) 7k = f=k) o
i) feCYR") und f,0;f € L'(R ) = 8Jf =ik;f. Ebenso 1 f,...,xnf, f €
LY'(R") = f € CY(R") und 0;f =(— zajj)

15
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2. Fouriertransformierte von Gaussschen Funktionen

Wir wollen die Fouriertransformierte der Funktion f(z) = e~1#I"/2 |z[2 = 22 +
...+ 22, berechnen. Wir betrachten zuerst den Fall n = 1 und leiten unter dem
Integralzeichen nach £ ab:

fay = [ et
d a o0 2 . o0 d 2 .
_ —x%/2( . —ikx _ : —z%/2 —tkx
dkf(k) [me (—ix)e " dx /ool(dl’e )e dx

DL _/Oo ie—z2/2(_ik)e—ik$dx = —kf(k)
fo) = /jo e 2dx = /2.

Also erhalten wir f (k) als Losung der gewohnlichen Differenzialgleichung f’(k) =
—kf(k) mit der Anfangsbedingung f(0) = v/2.
flk) = e ¥ /2f(0) = Vame /2,
Die Vertauschbarkeit von Ableitung und Integral soll noch nachgewiesen werden:
SATZ 2.2. (Vertauschen von Ableitung und Integral)
Sei f: (a,b) x R™ — C eine Funktion so dass
(1) Die Funktion x — f(t,x) ist integrierbar fiir alle t € (a,b).
(2) Die partielle Ableitung fi(t,x) existiert fiir alle (t,z) € (a,b) x R™.
(3) Es gibt eine integrierbare Funktion g auf R™ so dass
|fe(t,x)| < g(x) fir alle (t,z) € (a,b) x R™.

Dann ist I(t) = [, f(t, z)dz differenzierbar fir t € (a,b) und es gilt

dI(t)
— = t,x)dx.
Tl MRACR
Beweis. Nach Definition der Ableitung und wegen der Linearitét des Integrals gilt
(falls der Limes existiert):

M:hm f(thh,.Z‘)*f(t,.T)

dt h—0 Rn h

dx.

Wir benutzen den Mittelwertsatz der Differenzialrechung fiir die differenzierbare
Funktion t — f(t,x) bei festem a:

fit+h,z)— f(t,x)

; — fu(r.2)| < g(a)

flir ein gewisses 7 zwischen ¢ und ¢ + h. Also fiir eine beliebige Nullfolge h,, — 0
bilden die Differenzenquotienten im Integral eine von einer integrierbaren Funktion
dominierte Folge. Der Satz der dominierten Konvergenz (Anhang , Satz
kann also angewendet werden, um den Limes unter dem Integral zu berechnen. Die
Funktion  — f;(¢, x) ist also integrierbar und wir erhalten

h—0 Jrn h

dx = fi(t, x)dx
RTL

O
Es ist klar, dass f(k,x) = exp(—|z|?/2 + ikx) die Annahme des Satzes erfiillt.
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Sei nun n beliebig. In diesem Fall kann das Integral auf dem Fall n = 1 zuriick-
gefithrt werden. Néamlich:

f(k) = / e—|w\2/2—ik-xdx _ / H e—w?/2—ik:ja:jdx
n e}

[e'e) n
H (/ e_”“'?_ikf’“'fdxj) = H \/%e_k?/2 = (27r)"/2€_|k|2/2.
oo jaie

j=1

Als Resultat bekommt man also
f(k?) _ (27{.)n/2€—|k|2/2.
Mit (ii) folgt auch fiir A > 0

n/2
(e*MiIQ/?)A _ (2“) P e
A
—1(Az,x)

Sei nun A = AT eine symmetrische, positive n x n Matrix, f(z) = e~ 2( ,
wobei (Az,z) = Az -z =3, ; Ajjz;x;. Dann ist f € L' und

LG )

(det A)172
Beweis. Es gibt eine orthogonale Matrix R so dass
A1
RTAR = =: A.

An
Mit der Substitution £ = Ry bekommt man dann

f(k) _ / e—%(AJ;,x)—i(k,a:)dm — / e—%(ARy,Ry)—i(k,Ry) dethy
" " —~—

=1

_ /e—%(Ay,y)—i(RThy)dy:/ e~ Xia1 Xy~ X (RTR)5 gy

i > 1 2 pT i 2T 1/2 1 T1\2y—1
_ H/ e 3Ny —i(R k)jyjdyj _ H (}\) e~ 3 (RTR)IA;
j=1"70%° j=1

J
_ (2m)"/? o~ HATRTRETR) _ (2m)"/? oA k)
(Il A2 (det A)1/2 ’
denn RA~'RT = R(RTAR)"'RT = A1, 0

3. Weitere Beispiele (n = 1)

BEISPIEL 2.1. Fouriertransformierte der charakteristischen Funktion fiir das
Intervall [—1, 1]

[e%s} 1 1
~ —ikx —ikx 1 —ikx
Xi-1,(k) = / Xj—1,1)(x)e” ™" dl’:/ e My = ——e

— 00 -1 —ik 1

_ 2sink
= T

Diese Funktion ist nicht in L'. Sie ist die Einschrinkung auf R einer ganzen holo-
morphe Funktion von k € C.
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BEISPIEL 2.2. Fouriertransformierte von e~

A oo ) oo ) 0 )
(efm\z\) — / €7m‘w‘7lkzd5€=/ efmzflkxdx_i_/ emmfzkmdx
—o00 0

1 n 1 2m
m+ik  m—ik m?24 k2
Diese Funktion hat eine holomorphe Fortsetzung fiir £ komplex mit Im k| < m. Wir

werden sehen (Abschn. , dass es eine Beziehung zwischen Abfall-Eigenschaften
einer Funktion und der holomorphen Eigenschaften ihrer Fouriertransformierten.

€ L'(R).

BEISPIEL 2.3. Sei ho(z) = e~ Wir haben gesehen, dass ho(k) = (2m)2 ho(k),
d.h. hg ist ein Eigenvektor des linearen Operators F : f — f. Definiere hy,(z) =
(—1)"6%’32 (d/d;zc)”e_ajz7 n =0,1,2,... (Hermite-Funktionen). Die Funktion h,, ist
das Produkt eines Polynoms vom Grade n mit hg:

hn(z) = Hn(ac)e_%xz, Ho=1, Hi(x)=2z, Hy(x)=42>-2,...

Diese Polynome heissen Hermite-Polynome (S. auch Abschn. 4] im Kapitel . Wir
behaupten, dass Hermite-Funktionen Eigenvektoren fiir die Fouriertransformation
sind:

ha(k) = (=) (2m)' 21 (k).

Beweis.
. ° dm , o dm ,
hm(k) = /700(—1)7”6%# (dxmez2> e~ the gy B /700 e —dxmeéﬁﬂkzdx
1 o0 am . o am i,
= e /_Oo e dxme%(w_m)de:ime%kg/me_w2 dkmef(gj_m)zdaﬁ
_ omik? ar /OO —a®+ga?—ike—gk? g0 m %kZ\/T am LI L
= imert oo _Ooe x=1i"e o €
2 d™ 2
= i"™\2re2k dk—mefk = (—i)™V2rhn,(k). O
4. Umkehrsatz fiir L!-Funktionen
Wir bentitzen folgende Notationen:
Br = {zeR"|z|<R}, R>0,
Co(R") = {f:R" — C stetig, {z|f(z) # 0} beschrénkt}

Wir wissen, dass Co(R™) dicht in L'(R") liegt, d.h. Vf € L', e > 0 3g € Co(R™)
mit || f — gl <e.

SATZ 2.3.

() f,fell ==y

(i) f,fell=f""=f
BEMERKUNG 2.1. Die Gleichheit gilt in L*(R™). Also bedeutet z.B. (i)

1
(271')” Rn
fiir fast alle x € R™. Fiir stetige Funktionen f kann man mehr sagen. Die Funktion
fNV ist stetig nach Lemma [2.1] Ist also f stetig, so ist g = f — f"Y = 0 f.ii. und
stetig. Wir wollen zeigen, dass g identisch verschwindet. Ist ¢ in einem Punkt nicht
Null, so auch in einer kleinen Kugel um diesen Punkt. Da jede Kugel positives Mass

hat, ist das ein Widerspruch. Es folgt, dass fiir stetige Funktionen f, fir alle x
gilt.

(2) f,fel'= flx)= f(k)e* = dk,
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BEMERKUNG 2.2. Aus Beispiel 3] (b) folgt die Identitiit

> 1 ikx _ T _mz]
/, gt k= e

BEMERKUNG 2.3. Den Faktor (27)" kann man auf ”, ¥ verteilen. Oft findet
man die Konvention

f(k):W/"" f(x):W/...

Beweis von Satz[2.3 (i)[(ii) analog]. Die naive Rechnung (mit unberechtigter Ver-
tauschung der Integrale) fiihrt auf Schwierigkeiten:

@) = e [ ] [ e e ay

gL

Trick: Wir fiihren einen konvergenzerzeugenden Faktor ein. Sei § > 0. Da

|f(R)e= 2] < | F(k)),

gilt nach dem Lebesgueschen Satz der dominierten Konvergenz:

1 2 )
AV _ lim —4k| /2+zk-xdk
(@) 8. flke
— —5|k\2/2+ik-(w—y)d dk
6%0+ 27‘&' /71 /n 4
Fubini hm / fly)®s(x — y)dy,
wobei
1 2 ) 1 2 oL so1)2
P (t _ —5|k| /2+'Lk)-tdk: 5—n/2/ —|k|*/2+ik-to dk
0 = o ¢ 2n)"
= 6720 (t/V5) = (2m8) T2/,
Also:

FV(z) = lim f(a:—ft)@l()

Sei zuerst f € Cp(R™). Dann ist f beschriinkt und | f(z—+/6t)|®;(t) < const &, (t) €
LY(R™). Also mit dem Lebesgueschen Konvergenzsatz

V) = [ dim pla = V@@= [ f@@u0i = fw)

n 6—0 Rn

Der Satz ist fiir f € Co(R™) mit f € L'(R™) bewiesen.

Sei jetzt f beliebig in L'. Notation: f,(z) = f(z —y), ¢s(x) = [ f(z —
V/6t)®; (t)dt. Wir miissen zeigen, dass fiir fast alle z, p5(x) gegen f(z) konvergiert.
Wir schiitzen zuerst die L' Norm |[|ps — f||1 ab. Sei g € Co(R") so, dass ||g — f[l1 <
€/3, und sei R so dass g(x) = 0 fiir [z| > R. Dann ist auch ||g, — fy|l1 = [g. [9(x —
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y) — flz —y)ldz = [|g — fll1 <¢/3 und

lps — £lls = / (Ful) — @)1 (0|

/n/|ﬂﬂ ()| @1 (t)dtdx

Fubini
2 [ s flaa (o
I fse — fll < f s — 95l + gz — 9l + llg — £l

6 0
logze =gl = [ lays(e) = gfe)de =

Der Satz von Lebesgue ist anwendbar, denn |g 5,(z) — g(z)| < 2max, [g(y)| -
XBpy .y () € LY, fiir § < 1. Also, fiir § > 0 klein genug

€ €
los =7l < [ o+ [ g - glhtawdr+ [ Sornd<e
R™ R™

R’!‘L
Fiir den mittleren Term benutzen wir wieder den Satz von Lebesgue, deren Vor-
aussetzung wegen [lg 5, — gll1®1(t) < 2\gll1®1(¢) € L' erfiillt ist.
Wir haben gezeigt, dass

ws — fin LY. (1)
Anderseits wissen wir, dass

ps(x) = [ (2).  (2)
Die niichste Idee ist, die Konvergenz in L' auch fiir (2) zu zeigen, da daraus die
Behauptung des Umkehrsatzes aus der Eindeutigkeit der Grenzwerte folgt. Diese
Konvergenz zeigen wir nach Multiplikation mit der charakteristischen Funktion
einer beliebig grossen Kugel Bpg.
Die Funktionen ¢s, fV sind beschriinkt, gleichméssig in d.

[(FR)e72) ()] < <271r>n / W)l M2k < | f]ly < oo,

1111 < oo,

lps ()]
| ()]

also ist VR > 0
los(x)XBr () = [V (@) xBs ()] < 2] flixBs(2) € L'(R™)

und aus (2), mit Lebesgue,

IN

5 O
HSOtsXBR f XBRHI 3

Wegen (1) ist aber

620
lesxzr = FxBall < s = fl =

Nach der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt fxp, = f"VxB, in L, d.h. f(z)
fAV(z) f.ii. auf Bg. Da R beliebig ist, folgt die Behauptung.

Ol

KOROLLAR 2.4.

(i) feL'R"), f=0=f=0 (fi)
(i) fe LY(R"), f=0= f=0 (fi.)
d.h. N : LYR™) — C(R™) ist injektiv, ebenso v

KOROLLAR 2.5. f,f e LY(R™) = f™M(z) = 2n)"f(—x) (f.i.)
Beweis. f"\(x) = [y, f(k)e=™*edk = (2m)" fAY (—z) = (27)" f(~). O
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KOROLLAR 2.6. f,f € LY(R") = f € L'(R")
Beweis. Setze f(@):= f(=z). f,f e L' = f™ = 2n)"f € L' = f™" € L', usw.
Also (2m)?" f(x) = f"(z) € L.
SaTz 2.7. f,f € LY(R") = f, f € L*(R™) und es gilt
£l = 2m) "2 fll.  (Plancherel-Formel)

Beweis.

a) 1F13 = Jan 1F(R) Pk < fo 1 FILIFGR) R < | FILIF Il < oo
b) 1£113 = HfVAII < 11l £l < oo

c) ||f||2 Jn F@)f (& dl?ffw (2m) "fM( fﬂ) (z)d T o f(—2) fla)da
wa z) f(—x)dr = T fan f(2) f(2)d. D
5. Der Schwartzraum .7 (R")
DEFINITION 2.1. Ein Multiindez ist ein Element a = (a,...,a,) € N*, (N =
{0,1,2,...}).
Wir beniitzen folgende Notationen fiir ein Multiindex o € N™:
=t xon, la] = a1 + ...+ ag, al = ol ap!,
) olel
0; = , 0% =01" 0" = a7 an
ox; 1 " Ozt - - - Qxp
Fiir X C R” setze C'(X) = {f : X — C stetig }. Fiir 2 C R” offen definiere
c*Q) = {f:Q—=Clo“f € C(Q),YacN", |a| <k},

c=@) = [)CM®
k=0
Mit diesen Notationen heisst z.B. der Taylorsche Satz fiir f € C*(Q), x € Q

=Y ooy Yo(lt])  (t— o).

|lal<k

DEFINITION 2.2. Fiir ¢ € C*°(R") und «a, § € N”, definieren wir die Grossen
l¢lla,s = sup,ern [£¥0P(x)|. Der Schwartzraum ist der komplexe Vektorraum

F®") = {o e C*®")|I¢llas <00 Va,8eN"}.

Die Grossen ||¢||q,s sind keine Normerﬂ (es gilt z.B. ||1||o,g = 0 falls § # 0).
Man hat aber das Resultat:

LeEMMA 2.8. Vk,l € N ist

1l = max

e

eine Norm auf dem Vektorraum 7 (R™).

BEISPIELE:
(1) e~alel® ¢ Z(R™) Va >0, denn
2P emalzl® = P(x)efamg,
P ein Polynom in z1,...,z,.

(ii) el*l, (1 +[a]*)™* ¢ S (R™).

Hier ist gemeint: keine Normen auf (ihrem Definitionsbereich in) C'°°(R™). Die ||¢||a,s sind
allerdings Normen auf dem Schwartzraum (Ubung).
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BEMERKUNG 2.4. Sei ¢ € .7(R™). Dann ist auch Vo, 8 € N*, 249 ¢ € .7 (R").
Ebenso P(z)Q(0)¢ € .#(R™), fiir alle Polynome P, Q.

LEMMA 2.9. Seien ¢ € ./(R"), 8 € N*, k € N. Dann ezistiert eine Konstante
cgk = cgk(p) so dass

0% ()| <
(14 Ja[?)*
Beweis. Fiir alle Polynome P ist P(2)0%¢(z) € .7 (R™), d.h. |P(2)0°¢(x)| < const.
Fiir P(x) = (1 + 2% + - -+ 22)*, erhilt man die gewiinschte Ungleichung. O
KOROLLAR 2.10. .(R™) C LP(R"), Vp € [1,00[.
Beweis.
/ lo(x)|Pdx < / Ldm < oo
g = Jon (L4 |22)kP
falls z.B. k = [n/2] + 1. O

DEFINITION 2.3. Eine Folge ¢; in .#(R™) konvergiert gegen ¢ € (R™) falls
lim [jp; — ¢l =0 fiir alle k,1 € N.
J*)OO
Man schreibt dann

p=S—lim p; oder ©; =X v (j = ).
Jj—o0

Eine dquivalente Bedingung ist lim;_,o [|¢; — ¢lla,s = O fiir alle «, § € N™.

DEFINITION 2.4. Eine lineare Abbildung F : . (R") — . (R") ist stetig, falls
fiir alle konvergenten Folgen gilt

0 % 0= Flg) 5 Flo).
Wir werden zeigen, dass " : Z(R") — . (R") stetig und bijektiv ist.
LEMMA 2.11. Sei ¢ € Z(R™). Dann gilt:
(i) (3#)) (k) = ika@(’f)

(it) 0;0(k) = 5= @(k) = (~izj )" (k)
(iif) ( )" (k) = —ik;p(k)
( v) 0J¢( ) = (izj)" (k)

:/R {/R <£w(x)) e—ikwdxj}dxl...d:cj1dxj+1...dxm
n—1 j
{. . } = p(z)e k@ e

0 4
- Z_eikTgy,.
- Aw@@%e ”

Da ¢ eine Funktion im Schwartzraum ist, verschwinden die Randterme im Unendli-
chen. Durch Einsetzen erhalten wir:

Oy o) == [ ola) e = ity o)

(i)
88]%¢(k) = 52] /Rn <p(x)e*ik'””d:c = /n(fixj)go(x)e*ik“d:c = (fi:nga)/\(k).

Die Vertauschung von Ableitung und Integral ist erlaubt nach Satz der Inte-
grand ist eine integrierbare Funktion von = € R", seine partielle Ableitung nach
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k; ist definiert und im Betrag durch die integrierbare, k-unabhéngige Funktion
|zj¢(x)| abgeschitzt.
(iii),(iv) analog. O

LEMMA 2.12. p € S (R") = $, 9 € L (R™).

Beweis.
k0P p(k) = k*[(—iz)’@]" = [(—i0)*(—ix) ] (k),
BoPe)] = |02 B < [ 19°) () lda,
RN N ——
csCLt
supy, |k20°p(k)| < co Vo, B € N™ also 4 € .7(R™). Analog ¢ € .7 (R"). O

SATZ 2.13. Die lineare Abbildung
F: SR 5 S®Y), o,
ist bijektiv und stetig. Ihre Inverse
FL SR = S (RY), ¢,
ist ebenfalls stetig.
Beweis. Bijektivitit folgt aus dem Umkehrsatz und Lemma [2.12
(a) Stetigkeit in 0. Sei ; 2 0. Dann ist

1o5lke = max sup [k*07¢;(k)| < max/ 027 p;(x)|dx
la|<k peRrn la|<k Jpn
B EE
_ A+ =)™ e s
= m%/miﬂﬁwwx%wwx
1811
< max sup (14 )"0 o) [y
1<k weRrn re (14 [y[*)™
m>n/2 ’ ’
< const max sup |27 0% p;(x)|
lo/ <k geRn
87| <Ut2m
< const]lg;lizm s 750,
(b) Stetigkeit:@j§¢<:>@j—gpzwj5>0:>zﬁjz>O:>gij>¢. O

BEMERKUNG 2.5. In unendlichen Dimensionen betrachtet man Vektorrdume
praktisch immer mit einer kompatiblen Topologie, das heisst, einer Topologie beziiglich
derer die Vektoraddition und Skalarmultiplikation stetig sind. Die meisten solcher
topologischen Vektorrdume fallen in eine der folgenden Klassen.

e Skalarproduktriume, das heisst Vektorrdume V' mit einem Skalarprodukt
(,). Sind diese zusétzlich vollstindig, so nennt man sie Hilbertridume (s.
spéter).

e Normierte Vektorrdume, das heisst Vektorrdume V' mit einer Norm || - ||.
Sind diese zusétzlich vollstédndig, so nennt man sie Banachrdume. Normier-
te Vektorrdume sind immer metrische Raume mit der Metrik d(u,v) =
|lu — v]||. Es gelten also die in der Analysis IT gezeigten Eigenschaften von
metrischen Riumen, z.B. die Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetig-
keit. Skalarproduktrdume sind Spezialfille von normierten Vektorrdumen
mit Norm |[|v]| := 1/ (v,v).
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e Lokalkonvexe Vektorrdume sind Vektorrdume mit einer Familie von Halb-
normen (|| - ||la)acs- Diese erzeugen eine Topologie, so dass eine Umge-
bungsbasis von v € V' durch die Mengen

Urcw)={z eV ||z —v|o <eVael}

gegeben ist, wobei I C J eine endliche Untermenge ist und ¢ > 0. Eine
Folge (vy,) in V konvergiert gegen v € V' genau dann wenn fiir jedes o € J
gilt, dass ||v, — v]|a — 0. Wir werden zusétzlich annehmen, dass in allen
betrachteten lokalkonvexen Raumen gilt ||v]|o = 0Va € J = v =0.

Ist die Indexmenge J hochstens abzéhlbar, sagen wir J = N, so ist
der lokalkonvexe Raum metrisierbar, mit Metrik

oo

duv0) = 3 gk A=l

2% T lu— ol

Der Schwartzraum . (R™) mit der abzdhlbaren Familie von Halbnormen
|| ||o. féllt in diese Kategorie. Fiir ihn gelten also insbesondere alle aus der
Analysis IT bekannten Eigenschaften von metrischen Ridumen. Allgemeine
lokalkonvexe Réume sind dagegen nicht metrisierbar, und im allgemeinen
ist z.B. Folgenstetigkeit nicht dquivalent zu Stetigkeit.

Ist ein lokalkonvexer Raum zusétzlich vollstdndig, so nennt man ihn
Fréchetraum. Der Schwartzraum . (R™) ist beispielsweise ein Fréchetraum
(s. Ubung).

6. Fouriertransformation von rotationsinvarianten Funktionen

Eine rotationsinvariante Funktion g : R™ — C ist eine Funktion mit der Eigen-
schaft, dass

g(Rz) = g(x) VR orthogonal (RTR =1).

LEMMA 2.14. FEine Funktion g ist genau dann rotationsinvariant wenn sie die
Form

gl@) = f(lz]),  Jal=/2?+.. a2
hat.

Beweis. Ist g von dieser Form dann ist g rotationsinvariant, denn |Rz| = |z|. Um-
gekehrt sei g rotationsinvariant, f(r) := g(r,0,...,0). Da Vz € R"™ eine orthogonale
Matrix R existiert mit Rz = (|z|,0,...,0), folgt g(x) = g(|z],0,...,0) = f(|z|). O

Wir fithren neue Koordinaten auf R" ein. Jedes z € R™, x # 0 kann eindeutig als
x = ry geschrieben werden, wobei r > 0 und |y| = 1. Die n— 1 dimensionale Sphére
|yl = 1 besteht aus den zwei Halbsphiren y; > 0, y; < 0. Diese parametrisieren
wir durch die Koordinaten ys, ..., y,. Es ergibt sich die Parametrisierung von
{z € R"|x1 > 0} bzw. {x € R™|z; < 0}, je nach Vorzeichen:

ir\/l—yg—...—y%
Y2

T

Tro =

Tn = TYn, r € (0,00), y? < 1.
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Die Jacobische Determinante ist dann (@ = /1 —y3 — ... — y2)
+ta Frys/a Frys/a ... Fryn/a
Y2 r 0 e 0
Ox1,.. . &y .
det O, wn) = det| w3 0 r
a(rvyZa"wyn) . .
: : 0
Yn 0 e 0 r

2 2 2
= + (aTn—l _~_y727ﬂn—1 _,'_yiSTn—l _’_.“_’_yrtrn—l)
a a a
1 n—1/_ 2 2 2 1 n—1
= igr (a +y2+...+yn):igr ,

woraus folgt
1
g

wobei d€)(y) = Integrationsmass auf der Einheitssphire.

dxy - dx, =" tdr dys - - dy, = " drdQ(y),

LEMMA 2.15. Die “Oberfliche” der (n—1)-dimensionale Einheitssphire S~ =
{y € R"||y| = 1} ist gegeben durch

2m/2 2t — 9k gerade,
571 = / i) = o= 0D §
gn-1 ['(n/2) “mr— n=2k+1 ungerade.

Die hier vorkommende Euler Gamma Funktion ist bekanntlich fiir Re(s) >
0 als I'(s) = [;°t*"'e~" dt definiert, und hat vermége der Funktionalgleichung
I'(s 4 1) = sI'(s) eine meromorphe Fortsetzung auf C, mit einfachen Polen in den
nicht positiven ganzen Zahlen. Fiir n € N ist I'(n 4+ 1) = n!, und I'(1/2) = /7.

Beweis.
= / 67|“"‘2dz:/ efrzrnfldr/ dQ(y)
n 0 S’n,fl
—r2 1 [ n 1 _/n
S:T Sn—l - —s 5_1d _ Sn—l T (7) .
575 [ et tas =15 e

Die zweite Formel folgt aus der Funktionalgleichung und T'(1) = 1, T'(1/2) = /7.
([
2m3/2 272

BEISPIELE: |S!| = —— =2 5% = =4 S3| = — =272

Sei g € L' rotationsinvariant. Dann ist § ebenfalls rotationsinvariant, denn fiir
jede orthogonale Matrix R,

21

a(BK) = [ glo)e Wrdn [ ga)e R — g,
Fourierintegrale von rotationsinvarianten Funktionen kénnen auf eindimensionale
Integrale zuriickgefiihrt werden. Sei g(z) = g(|z|) rotationsinvariant und integrier-
bar auf R, n > 2 (zur Erleichterung der Notation soll hier nicht zwischen g und f
unterschieden werden). In den Koordinaten r,y hat man

® o= [ aleheran= [Ta| [ e raa]|iman
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Da g(k) = g(|k|,0,...,0), folgt die Formel
a(k) = / o(r)Gn([klr)r™~Ldr,
0

Gule) = [ o)

Die Funktion G, hidngt nur noch von der Dimension n ab. Wir wollen sie nidher
untersuchen.

LEMMA 2.16.

(i) Gy, ist die Einschrinkung auf Ry C C einer ganzen holomorphen Funkti-
on.

(ii) Fir alle k € R™ gilt
/ e” " d0(y) = Gu(|k])
Sn—1

Beweis. (i) Die Definition von G,,(p) macht fiir beliebige p € C einen Sinn. Um zu
zeigen, dass die komplexe Ableitung existiert, beniitzen wir den Satz von Lebesgue:
Sei u; eine beliebige Nullfolge in C und p € C beliebig. Dann ist u;l[Gn(p +
u;) — Gp(p)] = [guor e u;l(e_i”“j — 1)dQ(y). Der Integrand ist beschrinkt,
gleichméssig in j, und der Limes j — oo kann unter dem Integral ausgefiihrt werden,
die komplexe Ableitung existiert und die Funktion ist holomorph.

(i) Wahle g(z) = ge(z) = 3 X(1—e14¢(|7]). Dann konvergiert g.(k) in
gegen fsn,l exp(—ik - y)dQ(y) fiir € — 0. Da g, fur alle € > 0 rotationsinvariant ist,
folgt die Behauptung. O

Wir wollen noch einen zweiten, etwas eleganteren Beweis der ersten Aussage
besprechen, unter Benutzung des folgenden Satzes aus der komplexen Analysis.

SATZ 2.17 (Satz von Morera). Sei D C C eine offene Teilmenge und f : D — C

stetig. Gilt
7{ f(z)dz=0
¥

fiir jede geschlossene stiickweise C' Kurve v C C, dann ist f holomorph.
Daraus folgt direkt:

KOROLLAR 2.18. Sei D C C offen, K C R™ kompakt. Sei F' : D x K — C
stetig. Ist in jedem y € k die Funktion z — F(z,y) holomorph, so ist auch die
Funktion

f:D—=C

2z f(z) = /KF(%y)dy
holomorph.

Beweis. Nach dem Satz von Morera miissen wir zeigen, dass f stetig ist und dass
fv f(2)dz = 0 fiir alle Kurven v C D wie im Satz.

Stetigkeit: Sei z € D und betrachte eine kompakt Umgebung U C D von z.
Dann ist F als stetige Funktion auf dem Kompaktum U x K beschrankt. Also
kann man (mit konstanter Majorante) den Satz von Lebesgue (DCT) anwenden
und erhélt

lim f(w) = lim F(w,y)dy DgT/ lim F(w,y)dy = / F(z,y)dy = f(2),
K K

w—rz w—rz K w—z

also die Stetigkeit von f in z.
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Holomorphie: Es gilt mit Fubini

ﬁf(z)dz = jg/KF(z,y)dydz = /KjiF(z,y)dzdy =0.

Wir integrieren eine stetige Funktion iiber ein Kompaktum, also ist Fubini anwend-
bar. Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass F'(z,y) holomorph in z ist, also
nach dem Satz von Cauchy das Kurvenintegral verschwindet. O

Das Korollar gilt auch fiir den Fall, dass die kompakte Teilmenge K C R”™
durch eine kompakte Mannigfaltigkeit ersetzt wird, da man letztere mit endlich
vielen kompakten Kartengebieten iiberdecken kann. Insbesondere folgt aus dem
Korollar direkt, dass die Funktion G,,(z) holomorph ist, und damit ein Beweis von

Teil (i) von Lemma

In der Praxis kann man auch oft die kompakte Menge K im Korollar durch
eine nicht kompakte ersetzen, man muss nur priifen, dass die Voraussetzungen vom
Satz von Lebesgue in einer Umgebung von jedem z € D und die des Satzes von
Fubini auf v x K erfiillt sind. Man muss also insbesondere keine Abschétzung fiir
die Ableitung von F' treffen.

Wir kehren nun zuriick zur Diskussion der Funktionen G,,.

DEFINITION 2.5. Sei a € C\{—1,—2,...}. Die Besselfunktion (erster Gattung)
der Ordnung « ist die durch die konvergente Potenzreihe

- e (—1)7 2\ a+2j
Talz) = j; TG +a+1) (5)

definierte Funktion der komplexen Variable z.

Ubung. Zeigen Sie, dass J; jo(2) = /-2 sin(z).

SATZ 2.19. Sein > 2. Dann gilt

(i) Gulp) = (2m)"2p1 /215 1 (p).
(ii) Flir integrierbare rotationsinvariante Funktionen g gilt

o0
g(k’) = (2W)5|k|1—?/ g(r)J%71(|k‘T)Tde.
0
In drei Dimensionen gilt also insbesondere

4 [

90 =1 | 90y sin(lelr)ar

Beweis von Satz[2.19 Es muss nur noch (i) bewiesen werden. Sei

0? 0?
A_aik%—i_.“—‘r@

der Laplace-Operator. G, (|k|) erfiillt die partielle Differenzialgleichung

A@mw:/ (—42 =~ g2)e V() = ~Go(|K])

ly|=1
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Wir werden die Formel fiir G,, durch 16sen dieser Gleichung finden.

ks

Oilk| = 0;\/k} + k;?—m

NG, = Y 0:0,Gy Za (’; dG)
i=1

_ ndG, ki ki Gy, ki ki d

T opdp _; 2o dp 1;; >
PG,  n—1dG,
dp? p dp

Zu 16sen ist also die gewohnliche Differenzialgleichung

d*G n—1dG
a7 (p) + o dp () + Gn(p) =0,
welche zwei linear unabhéngige Losungen in (0, 00) besitzt. Nach Lemma su-
chen wir eine holomorphe Lésung. Wir machen also den Ansatz

Gol) =P Y s a0 £0.
=0

Dann
Grlp) = D 0+N+A=Da' >,
=0
1 o0
Gl = U+ Nap' >,
=0

Gn(p) = Zal,2p172+>‘.

Nach Einsetzen dieser Ausdriicke in die Differenzialgleichung, erhilt man durch
Koeffizientenvergleich folgende Beziehungen zwischen den Koeflizienten.

I+N0+A=1+n—-1Na+a,2=0, 1 >2
(1+ANA+n—-1a =0, =1
AA+n—2)ag =0, [=0.
Aus ag # 0 folgt dann entweder A = 0 oder, fiir n > 2, A = 2 — n. Die zweite
Moglichkeit enspricht einem in 0 singuldren Ansatz, und wird deshalb ausgeschlos-
sen. Sei also A = 0. Da n > 2 folgt aus der zweiten Gleichung, dass a; = 0. Somit
verschwinden nach der ersten Gleichung alle a; mit ungeradem j. Die geraden Ko-
effizienten gewinnt man durch iteratives Losen der Rekursionsrelation
ag = —;a = —;a
2 = A2 +n—2) A-2= (l T 1) 2(1—1)
(=1)! I'(n/2)
agp -
ai-1)---2-1(1+5-1)(1+32-2)---(+5-1)  TI(n/2

)
= gyt (5)w

Der Koeffizient ag wird aus dem Wert von G,, im Ursprung bestimmt:

7.rn/2
G0 = [ a9 = s = .
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Es folgt, dass I'(n/2)ag = 27"/? und somit

_ n - (_l)l(p/2)2l _ n 1 )
Gn(p) =2m /zlz:; m = (2m) /zp%_l J%*l(p)' O

Die Differenzialgleichung fiir G,, kann als Differenzialgleichung fiir J, mit o =
n/2 — 1 umgeschrieben werden. Man erhiilt die Besselsche Differenzialgleichung

J// 1 !/ a2 _
S(x) + EJa(x) + <1 - xz> Jo(z) =0.
In dieser Gleichung kommt nur a? vor, also ist mit .J, auch J_,(z) ebenfalls ei-
ne Losung. Die Losungen J, und J_, sind linear unabhingig falls o ¢ Z, wie
aus dem Verhalten fiir  — 0 ersichtlich ist: Jin(z) = corz™(1 + O(z?)) mit
co # 0. Also ist C1J,(z) + CoJ_s(x) die allgemeine Losung der Besselschen Dif-
ferenzialgleichung falls a € Z. Wenn —n € Z.g dann existiert der Grenzwert
J_n(z) = limg—s—p, Jo(x). Allerdings gilt J_,,(z) = (=1)"J,(z) also sind J,, J_,
linear abhingig. Eine Basis des Losungsraum fiir alle  erhélt man wenn man J_,,
durch die Bessel-Funktion 2. Gattung oder Neumann-Funktion

cos(ma)Jo(x) — J_o(x)
sin(ra)

Ny (z) =

ersetzt. Diese Funktionen sind fiir alle o definiert, wobei N, (z) fir n € Z als
Grenzwert lim,_,,, N, () zu verstehen ist. Die Funktionen J,, (x), Ny (z) bilden eine
Basis des Losungsraum fiir alle o € C (S. Courant—Hilbert Kap. VII, Abschn. 9).

7. Regularitidt und Abfalleigenschaften

Die Regularitit (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Analytizitit,...) einer Funkti-
on entspricht den Abfalleigenschaften ihrer Fouriertransformierte. Diese Tatsache
hat verschiedene mathematische Verkorperungen. Einige Resultate dieser Art sollen
hier diskutiert werden.

SATZ 2.20. Sei f € C§(R™) = { Funktionen mit kompaktem Triger, s mal stetig
differenzierbar}. Dann existiert eine Konstante ¢ mit

|f (k)] <

(L+ kD

Beweis. Ubung. (]
SATz 2.21. (Riemann-Lebesgue) f € L*(R™) = klim f(k) =o0.
ede el

Beweis. Es gilt

£ —ik-x k —ik-z+im
f(k) Rnf(x)e k dac:/nf(x—k];)e keatim g

km .
= — f (x — ) e FT g,
/]R" |[?

fw =3 [ [re-s (o= 25| e e

Sei vorerst f € Co(R™). Es gibt dann ein R > 0 so, dass f(z) = 0 fiir |z] > R.
Wir berechnen den Limes k — oo mit Hilfe des Lebesgueschen Konvergenzsatzes.
Beachte dazu, dass fiir |z| > 2R und |k| > 7/R, |z — kn/|k|?| > R und der Inte-
grand verschwindet. Wir haben somit die Abschitzung |f(z) — f(x — kr/|k|?)| <

woraus folgt
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2x2r(z) max |f| € L', wobei yar die charakteristische Funktion der Kugel um 0
mit Radius 2R ist. Man hat also
lim f

Lebebgue 1 . km .
k—ro0 (k) 2 /Rn klggo <f($) -7 <x |kz2>> dw =0.

Fiir f € Cp(R") ist die Behauptung also bewiesen worden. Sei nun f € L'(R").
Dann gibt es ein g € Co(R™) mit ||f — g|l1 < €/2. Daraus folgt, fiir |k| geniigend
gross , mit Lemma [2.1]

p 5 . . . € €

[F(R) < 1f(k) = g(R)| +1g(R)| < [If =gl +1g(k)| < 5 + 5 =e O
SATZ 2.22.
(i) Sei f:R — C messbar, C,m >0 so dass
|f(z)| < Ce™™l vz ¢ R
Dann hat f eine holomorphe Fortsetzung auf dem Streifen {{Imk| < m}.

Ebenso f.

(ii) Sei m > 0, f : {z|Imz] < m} — C holomorph und es gelte fiir alle
n| <m
(A) f(-+1n) € LY,

(B) max |f(z+in) "370.
[n’1<[nl
Dann ezistiert zu jedem m' < m eine Konstante C’', so dass
|[f(B)] < Clemm M,
Dasselbe gilt fiir f.
Beweis. (i) Fiir |n| < m definiere

f(k+i77):/Rf(x)e_i(k“")”’dx:/H{f(x)e_ikxenxdx.

Da |f(z)e"®| < Ce~™lel+nlzl ¢ L1 ist das Integral wohldefiniert. Die komplexe
Ableitung existiert:

. f(z + h) Z Lebebgue ,-
1 1Zx .

Ao b f de
Die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integral erglbt sich aus folgender Ab-
schétzung: Sei h; eine Nullfolge in C. Wir diirfen annehmen, dass |h;| < §, wobei
d eine zu wihlende positive Zahl ist. Mit der Ungleichung |e¥ — 1] < |y|e|Rey|
erhalten wir fiir |Im z| < m,

e—i(z+hj)9: _
h;

/()

< C‘x|e(—m+\lmz\+6)|w\ e Ll(R),

falls § klein genug ist.
(ii) Sei m’ <0, k < 0. Da |x(—g g f| < |f], gilt, nach dem Satz von Lebesgue,

= lim / f(z _””dx

R—o

Nach den Satz von Cauchy kann man den Integrationsweg in die komplexen Ebene

deformieren:
R
/ f(x)e *@de = </ +/ +/ ) f(z)e *@dz,
-R oG Y2 V3

Die Integrationswege sind in Fig. |1| gezeichnet. Es gilt f% + f7

R~>oo

0, denn

1 1 1
2lev — 1] = I 5 %etydﬂ < [y lyl - let¥]dt < fy ly| etlRevldt < |ylelRey|.
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%

ABBILDUNG 1. Die Integrationswege -;

max|, < |f(ER 4 i1)| strebt gegen 0 fiir R — oo.

lim (z)e~*@dx
R—o00
72

= ‘/OO f(erim’)e*ik(IHm’)da:

17+ im)] |
(- im) e Fm

Fiir £ > 0 wird der Integrationsweg in die untere Halbebene deformiert und man
erhilt die Abschétzung

IN

Fk) < |IFC = im/)|lre”™™ O

Wir wollen jetzt zwei Anwendungen der Fouriertransformationen auf partiellen
Differenzialgleichungen diskutieren. Im Allgemeinen ist die Fouriertransformation
fiir partielle Differenzialgleichungen auf R™ mit konstanten Koeffizienten niitzlich,
da Ableitungen zu Operatoren der Multiplikation mit einer Variablen werden. Wir
beniitzen die Notation d; fiir die partielle Ableitung 9/t nach t.

8. Wellengleichung

Die Wellengleichung ist
1092
29 Au= 0,
wobei u = u(z,t) eine Funktion von € R™ und ¢ € R ist. Diese Gleichung erfiillen
z.B. die Komponenten des elektrischen und magnetischen Feldes im Vakuum. Das
Anfangswertproblem (Cauchy-Problem) fiir die Wellengleichung ist: Gegeben f, g
Funktionen auf R" finde u(z,t) € C?*(R™ x R, ), so dass

c%afu—Auzo, reR"™ t>0,

u(x,O) = f($),
dyu(x,0) = g(),

Um eine Formel fiir die Losung dieses Anfangswertproblems zu finden, benutzen
wir die Fouriertransformation in x.

ik, 1) = / w(z, e~ * 2z,

Die Gleichung fiir @, welche man aus der Wellengleichung bekommt (zunéchst ohne
Beriicksichtigung der Konvergenz), ist

Lo

n

Au(z, t)e *dy s / uw(z, t)Ne 0 dy = —k2u(k, t).
R’”
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Dabei wurde angenommen, dass u — 0 wenn 2 — oo. Die Losung dieser (bei festem
k) gewshnlichen Differenzialgleichung ist

u(k,t) = A(k) cos(|k|ct) + B(k) sin(|k|ct).

Die Anfangsbedingungen fiir @ sind 4(k, 0) = f(k), dsti(k,0) = g(k). Also

al,t) = F0k) cos((klet) + 2% Gin(len)

|k|c
und wir erhalten die (formale) Losung
u(z,t) = ﬁ /n {f(k) cos(|k|ct) + !Tli]rc) Sin(|kct)} ok g

Sind f,g € C5(R™), so gilt f(k),§(k) < const (1+]|k|)~* und fiir s gross genug (z.B.
> n + 2) kann man unter dem Integral ableiten. Dies zeigt, dass u eine C2-Losung
ist.

Diese Losung kann expliziter beschrieben werden, so dass qualitative Eigen-
schaften ersichtlich werdlgn. Wir machen das in n < 3 Dimensionen, wobei der
eindimensionale Fall als Ubung empfohlen wird.

In drei Dimensionen benutzen wir die Identitit

sin(|k|R) 1

ik-x
= dQ .
K[R— 4nR? J,_p" ()

Beweis. Wir benutzen Kugelkoordinaten mit z-Achse langs k:

g 2m 1
/ eFrdy = / / ellklficosV p2 gin Ydyde ©50=% 9n R? / ellkIRz g,
|z|=R o Jo -1

ellkIR _ g—ilk|R sin(|k|R)
= MR ——— —4xR* 2 [
i ilk[R " TRIR
Mit R = ct erhélt man
1 / (k) . " 1t / / itk

sin(|k|ct)e™ T dk = —— ——— G(k)e TRy drdQ(y
(27’()3 R3 |k‘C (| | ) (27T)3 47T62t2 R3 J|y|=ct ( ) (>

1
4wt

[ st vt

Analog

5 [ e = g [ fwSEeetear

(27)3 Jps
0 1
- = (m /Iy_ctf(ery)dQ(y)) .

Wir erhalten die Losung des Cauchy-Problems in n = 3 Dimensionen:

4) u(z,t) = ﬁ [gt (Cit /lylctf(ﬁy)d@(y)) + cit/lyctg(wry)dﬂ(y)]

Die Losung des zweidimensionalen Problems kann nach Hadamard aus der Losung
des dreidimensionalen Problems hergeleitet werden: Sind die Anfangsbedingungen
f, g unabhingig von x3, so ist auch u(x,t) in unabhéngig von x3 und 16st also
die zweidimensionale Wellengleichung

Lo 0PN =0
2o 97 ox3) TV T
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Die Formel kann also iibernommen werden, wobei fiir f und g die Anfangs-
bedingungen des zweidimensionalen Problems eingesetzt werden. Wir parametri-
sieren die obere (untere) Halbsphiire durch die Projektion (yi,y2) auf die Ebene:
2

ys = ++/c2t2 — y? — y3. Dann ist

ctdy,dys

Ve —yt —y3

dQ(y) =

und die Losung ist

1 s
u@t) = 27e l@t </|y|§ct f@+y) 22 — |y|2>

dy1dys
T —— n=2
+/y|<ctg( ) Vet — Iylzl ( )
Der Faktor 2 folgt, da die zwei Halbsphéren denselbe Beitrag geben.

Das Phédnomen der endliche Propagationsgeschwindigkeit der Signale ist fiir
n = 2,3 ersichtlich: Verschwinden f, g ausserhalb einer Region von R3, die in einer
Kugel von Radius R liegt, so verschwindet u(-,t) fiir ¢ > 0 ausserhalb einer Kugel
von Radius R + ct. Umgekehrt ist der Wert w(z,t) von u im Punkt (z,t) allein
durch die Werte von f und g im einer Kugel von Radius ct bestimmt.

Der Vergleich zwischen den Lésungen in 2 und 3 Dimensionen zeigt aber den
wesentlichen Unterschied zwischen Wellen in 2 und 3 Dimensionen: In 3 Dimen-
sionen wird iiber eine Kugeloberfliche |y| = ¢t vom Radius ct integriert, in 2 Di-
mensionen dagegen iiber die ganze Kreisscheibe |y| < ct. Ein Anfangssignal f, g
mit kompaktem Tréger gibt in 3 Dimensionen eine Losung u(z,t), die bei festem ¢
ausserhalb einer Kugelschale verschwindet (Huygensprinzip), und in 2 Dimensionen
eine Losung, die nur in einer Kreisscheibe vom Radius ¢t nicht verschwindet.

Man kann zeigen, dass das Huygensprinzip in allen ungeraden Dimensionen
> 3 gilt: Verschwinden f und g ausserhalb einer Kugel von Radius € um zg, so
verschwindet u(-,t) ausserhalb der Kugelschale {z € R"|ct — € < |z — z¢| < ct + €}

Ubung: Man werfe einen Stein ins Wasser.

9. Wirmeleitungsgleichung

Die Wirmeleitungsgleichung 0;u = DAwu beschreibt die Zeit- und Ortsabhéng-
igkeit der Temperatur u(z,t) zur Zeit ¢t im Punkt z € R™ in einem homogenen
warmeleidenden Medium. Die physikalische Konstante D > 0 kann durch passender
Wahl der Zeit oder Langeneinheiten als 1 angenommen werden.

Das Anfangswertproblem lautet

{ ou(z,t) — Au(z,t) =0, t>0,z€R"”
u(z,0) = f(x).

Gesucht wird eine Losung u € C?(R"x]0, 0o[) N C(R™ x [0, 00[) (wir wollen nicht-

differenzierbare Anfangsbedingungen f € C(R™) zulassen). Wir nehmen zundchst

an, dass f € .(R™). Die Fouriertransformation

a(k,t) = /u(m,t)e_ik’xdx

fk) = flz)e™**de
RW,
fithrt auf die gewohnliche Differenzialgleichung
%ﬂ(k,t) = —K*u(k,t)

a(k,0) = f(k)
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mit Losung
a(k,t) = e F 1 f (k).
Die Riicktransformation liefert die formale Losung
u(,t) = A Ki(z —y)f(y)dy
wobei K der Wéarmeleitungskern ist:
(=) _ 1 —|z|?/4t
Ki(x) = (e ) (x) = (47Tt)”/2€ .
SATZ 2.23. Sei f stetig und beschrinkt auf R™. Dann ist
u(z,t) = A Ki(z —y)f(y)dy
eine Losung der Wirmeleitungsgleichung in C*°(R™x]0,00[) und fir alle x € R™
gilt limy o+ u(z, t) = f(x).

Beweis. Die Funktion Ky (z) ist C* in « und ¢ fiir ¢ > 0. Die Ableitungen von Ky (x)
haben die Gestalt

81 0° Ky () = t— 3 ~2-1el p(g, t)elo*/4t,

wobei P ein Polynom ist (Induktion nach j + |a|). Also solange ¢t > 0 fallen alle
Ableitungen von K;(x) exponentiell fiir |z| — oo ab. Daraus folgt dass fiir ¢ > 0
unter dem Integral abgeleitet werden darf, und dass u € C*°(R™x]0, oo[) ist. Dass
u(x,t) die Wirmeleitungsgleichung erfiillt folgt also aus der Identitéit 0, K(x) —
AKi(x) =0 (t > 0). Es bleibt zu zeigen, dass lim;_,o u(z,t) = f(z). Wir benutzen
die Identitit (Gausssches Integral)

Kt(x - y)dy = 17
RTI,

woraus folgt

u(z,t) = f(z) = | Kilz—y)(fy) - f(2))dy.

R'n,
Sei M = sup,cgn |[f(y)|, und d so klein, dass |f(y) — f(x)] < €/2 fiir alle y mit
ly — x| < 6. Wir haben dann die Abschétzung

et~ @ < [ Kbl - Sl

" /ac—y|>5 Kz — y)|f(y) - f($)|dy

IN

€
[ Kie-yayg+am Ko = y)dy.
|lz—y|<d

le—y|>6

<1
Fiir t > 0 klein genug gilt

u=(z—y)/Vt 1 _lul?/4 €
Ki(x —y)dy = / el A gy <« — .
/|xy|>5 (4m)/2 Jiuss/vi 4M

Nach Einsetzen sieht man, dass zu jedem e > 0 ein tg = tg(e) existiert, so dass
lu(z,t) — f(x)] < e filr 0 <t <to. O
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BEMERKUNG 2.6. Leider hat das Anfangswertproblem fiir die Wérmeleitung
keine eindeutige Losung. Tychonoff hat 1935 gezeigt, dass es unendlich viele ,,un-
physikalische” Lésungen u(x, t) gibt, die die Anfangsbedingung u(z,0) =0, x € R™
erfiillen. Diese Losungen wachsen sehr schnell fiir |x| — oo und konnen ausge-
schlossen werden, wenn das Wachstum von u in der Problemstellung eingeschrankt
wird. Wenn beispielsweise f beschrénkt ist, dann gibt es eine eindeutige beschrinkte
Losung der Warmeleitungsgleichung mit Anfangstemperatur f.






KAPITEL 3

Orthogonale Funktionensysteme, Hilbertriume,
Eigenwertprobleme

Sei V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ),
A eine hermitesche lineare Abbildung von V nach V. Wir wissen dann, dass eine
orthonormierte Basis {¢,} von V existiert, so dass

A‘pn = )\n(pny )\n S R7 ((Pny (pm) = 6nm7

wobei A, die Eigenwerte von A sind. Jeder Vektor in V' kann in dieser Basis ausge-
driickt werden

N
0= anpn, N=dimV,
1=1

und die Koeffizienten a,, werden durch die Formel a,, = (5, ¢) gegeben.

Wir wollen unendlichdimensionale Verallgemeinerungen betrachten. In unseren
Anwendungen ist A ein Differenzialoperator und V' ein Raum von Funktionen. Die
Eigenvektoren von A werden oft entprechend Eigenfunktionen genannt.

1. Beispiel: Die schwingende Saite

Die Bewegungsgleichung der schwingende Saite lautet

1 0%u(t,x) 0?u(t, )
o = 2 A L t>
2 o2 dz2 vel0.L], =0,
u(t,0) = w(t,L)=0,
mit Anfangsbedingungen
u(0,2) = wv(z),
gu(() x) = w(x)
ot T '

Wir benutzen die Methode der Separation der Variablen: man sucht zuerst Losun-
gen der Form f(t)g(z) und versucht die allgemeine Losung als (moglicherweise
unendliche) Summe solcher Losungen zu konstruieren.

(a) Losungen der Form wu(t, z) = f(t)g(x)
21" (0g(a) = F(0)g' (@)

2
Also héngt ! ;((t’;) = gg”(gf)) nicht von ¢ und nicht von z ab, und ist deshalb

gleich einer Konstante A. Wir haben somit das Eigenwertproblem

d2
@g(x) = Mg(x), x € [0, L],
9(0) = g(L)=0.
Die Losung ist
2
gAx)zsin(%x), )\n:—(%) , n=12,3,...

37
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Die Gleichung fiir f ist
f// — )\CQf

welche die allgemeine Losung f(t) = acoswt + bsinwt besitzt, mit w =
vV —c?X. Die allgemeinste Losung der Form f(t)g(x) ist also

w
(an coswyt + by, sinwy,t) sin (—nx) ,
c

wobei w, = T, n=1,2,....

(b) Da die Gleichung linear ist, ist auch jede Superposition

oo
w
E (an, coswpt + by, sinw,t) sin (—"33)
c
n=1

eine Losung (falls die a,, b, schnell genug fiir n — oo abfallen). Die
Koeffizienten a,,, b, werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt

S agsin (Z2z) = v(z)
Son  wiby sin (Z22) = w(z).

Die Kreisfrequenzen w, heissen Figenkreisfrequenzen. Die FEigenfrequenzen v, =
wr/(27) sind die Frequenzen (inverse Zeitperioden) mit welcher die Saite schwingen
kann.

Kann jede “beliebige” Anfangsbedingung v(z), w(x) in der Basis sin(7x) der
Eigenvektoren von d?/dxz? entwickelt werden?

Aus der Theorie der Fourierreihen wissen wir, dass das z.B. fiir stetig differen-
zierbare v(z), w(z) moglich ist. Die Koeffizienten sind

o L
an = Z/o v(ac)sin(%az)dm7

2 L
b, = wnL/o w(x)sin(%z)dz

(setze v, w auf [—L, L] fort durch v(—z) = —v(z) und w(—z) = —w(x)).

2. Orthogonale Systeme, Hilbertrdume

Sei V' ein komplexer oder reeller Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ), d.h.
eine Abbildung V x V' — C (oder R) mit (i) (f,g9) = (g, f), (ii) (f, Ag + ph) =
A(f,9) + p(f,h) und (iii) (f, f) >0, (f,f)=0s f=0, f,g,h € V, A\, u € C (oder
R). Dann definiert || f|| = /(f, f) eine Norm auf V.

BEISPIELE:
(a) V.=C" (f,9) =X figi, f,.9 € C".
(b) V = L?*(E), E C R™ messbar, (f,g) = / flx)g(z)de.
B

© V= ®), (f9) = [ Fagta)da.
(d) V = ¢ = {Folgen (&);ex in C mit 7, |6 < oo}, (€,1) = 3, &m.

Das Integral in (b) ist wohldefiniert, denn mit Hilfe der elementaren Ungleichung
lab] < (|a|® + |b]?)/2 zeigt man, dass

— 1
[ @it < 5 ([ 1r@rars [la@Par) <o
E E E
also fg € L'. Analog in (d), hat man die Ungleichung Y |&ni| < (X |62 +

> |nil?). Also ist die Reihe die das Skalarprodukt definiert absolut konvergent.
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LEMMA 3.1. (Schwarzsche Ungleichung) Sei V' ein Vektorraum mit Skalarpro-
dukt ( , ) und f,g € V. Dann gilt

(£l < 1 f gl

mit Gleichheit genau dann, wenn f und g linear abhingig sind.
Beweis. Die Behauptung ist trivial fiir ¢ = 0. Also sei g # 0. Fiir alle A € C(R) gilt
0= (f=Ag.f=Xg) = (f. /) = A(f,9) = Ag. ) + [A\*(9. 9)-
Wihle A = (f,9)/(g, g). Es folgt
(f,9)I
0<(f, f)— .

Gleichheit gilt nur wenn f — Ag = 0. O

DEFINITION 3.1. Eine Folge (f,)52; in einem Vektorraum mit Skalarprodukt
V' konvergiert gegen f € V falls

Wir schreiben dann lim,,_, o, f, = f oder f, — f fiir n = oo.

LEMMA 3.2. Sei ()52, C V eine Folge, welche gegen f € V konvergiert.
Dann gilt fir alle g e V

(i) (fn,9) = (f19),
(i) (g, fn) = (9. f),
(iii) [[fnll = LFII-
In anderen Worten, Skalarprodukt und Norm sind stetig.

Beweis. (i) Nach Lemma|(fn—f, D < fa=Ffllllgll = 0, also (frn,9)—(f,g) = 0
(ii) analog. (iii) Nach der Dreiecksungleichung gilt

W fall = 1] < 1w = FIl 0. O

DEFINITION 3.2. Eine (endliche oder unendliche) Familie (¢;);jes von nicht-
verschwindenden Vektoren in V heisst orthogonal (oder orthogonales System) falls
(pj, k) = 0 fir alle j # k, orthonormiert (oder orthonormiertes System) falls
zusétzlich (¢;,¢;) = 1 fir alle j € I. Ein ortogonales System (¢;);er heisst
vollstindig (oder mazimal) falls fiir alle f € V

(@5, f) =0Vj=f=0.
Die Indexmenge I wird in unseren Anwendungen {1,...,n}, {(0),1,2,3,...} oder
Z.
BEISPIELE:
(a) V=C",R", ¢; =(0,...,0,1,0,...,0) (1 an der jten Stelle).
(b) V=L%([0,1]), ¢, = e2miae,

1
(i o) = / Pjprdr = djk,
0

Somit ist (;);ez ein orthonormiertes System. Der jte Fourierkoeffizient
von f € L% ist ¢; = fo —2mije f(z)dx = (pj, f).
(c) V = (2. Die Folgen ¢; = (0ij)ien bllden ein orthonormiertes System.
SATz 3.3. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und (¢;)32, ein orthogo-
nales System. Dann gilt
@) o1+ +enllP=lell?+...+llenll* Vn=1,2,... (Pythagoras),
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(ii) Ist (v;) orthonormiert, so gilt fir alle n € N

Z| 0,02 < |lell? (Besselsche Ungleichung),
j=1

mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ im von 1,..., v, aufgespannten Un-
terraum liegt.
(iii) Sei (¢;) orthonormiert, ¢ € V, n € N. Die Funktion von Ay,..., A\, € C

n 2
H@ =D N
j=1

nimmt ihr Minimum fir \j = (¢;,¢), j=1,...,n an.

BEMERKUNG 3.1. Die Behauptungen sind unendlichdimensionale Verallgemei-
nerungen von geometrischen Eigenschaften von endlichdimensionalen Vektorrium-
en. (iii) ist beispielweise die Aussage, dass die kiirzeste Verbindungslinie zwischen
einen Punkt und einen Unterraum senkrecht auf dem Unterraum steht.

Beweis.
) (Son X e) = X (o) = Xlonwd
i<n i<n ,j<n i<n
n 2 n
(i) 0 < 'wZ(%sﬂ)@j 22 e D)oo + 3 l(er o)
J=1 j=1

= (:0) = > _lws )l
(iii) Es gilt "

o — ZAJ% o — Z‘P]v s@ﬂrz (03>9) — Aj) e -

3 n

Da (&,m) = (¢, i) [(w5, ) — Al = Zj(05, ) (@5, 0) — Aj]l =0, st [[€ +
nlI* = €17 + lInl]?, also

H‘PZAJW +Z| @i ) =A% O
j=1

Sei V' endlichdimensional und ¢1, ..., ¢, ein orthonormlertes System. Dann
ist (¢;) genau dann maximal, wenn es eine Basis ist, d.h. wenn sich jedes ¢ € V als
Linearkombination der ¢; schreiben ldsst. Im unendlichdimensionalen Fall sagen
wir, dass ein orthonormiertes System (¢;) eine Basis ist, wenn fir alle ¢ € V,
o =>_,(pj,¢)pj, wobei die Reihe in V' konvergiert. Ist (;) eine Basis und p € V
mit (¢;, ) = 0, fiir alle j, dann ist ¢ = 0. Also ist () vollstéindig. Die Umkehrung
gilt im allgemeinen nicht [Gegenbeispiel: Seien ¢; = (8;;)2, € ¢2 und V C 2 der
Raum aller (endlichen) Linearkombinationen von @g, 1, a2, ... mit @g = (279)%,.
Dann ist das orthogonale System (¢;)5°; maximal in V aber keine Basis]. Wir
brauchen folgende zusétzliche Annahme.

n

2
= H‘)@Z(@]’ i

j=1

DEFINITION 3.3. Ein komplexer oder reeller Vektorraum H mit Skalarprodukt
heisst Hilbertraum wenn er beziiglich der Norm f — || f|| = /(f, f) ein Banachraum
(sieche Anhang A) ist, d.h. wenn alle Cauchy-Folgen beziiglich || || in H konvergieren.

Insbesondere ist L?(E), E C R™ messbar, ein Hilbertraum. Man kann zeigen
dass £? ebenfalls ein Hilbertraum ist.



2. ORTHOGONALE SYSTEME, HILBERTRAUME 41

SaTz 3.4. Sei H ein Hilbertraum und (¢;)32, ein orthonormiertes System.
Folgende Aussagen sind dquivalent.

(1) (%);o 1 ist vollstindig.

Z v, 0)p;, YoeH (Konvergenz in H),

oo

(i) ||¢||® = Z (05, 0)? Vo€ H Parseval Identitit.
j=1
Beweis.
(i)=(ii). Existenz des Limes. Sei s, = 37, (¢;, ¥)@;, n > m. Dann gilt

n 2 n n
Isw =5l = | 3 (in@es| = X leneilP= Y @)l
j=m+1 j=m+1 j=m+1
< Y lepPP =0 (m—o0)
j=m+1

wegen der Besselschen Ungleichung, also ist (s,,) eine Cauchy-Folge. Sei s = lim s,,.
Dann ist wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts (Lemma [3.2)) fiir alle j

n

(=) = lim (sn—g,05) = Jgr;o;(@z,so)(@z,soj) ~ (¢,9)
= lim [(w,sﬁ) - (ij)] =0,
also s = .

(ii)=-(iii). Nach der Stetigkeit der Norm gilt:

2 _ 1 12— % 2 _ 2
lpll* = Jim s} jlggogl(%m)l >l en)l

(iii)=(i). Sei p € H mit (p,¢;) = 0 fiir alle j. Dann ist nach (iii) ||¢||* = 0
also ¢ = 0. O

BEMERKUNG 3.2. Wenn (p,)52, ein vollstdndiges orthogonales System im
Hilbertraum H ist, dann ist ((¢n,@n)”/?@,) ein orthonormiertes System. Wir
haben dann also fiir ¢ € H

(@n, @ |(#n, ¢
7o Z (#ns #n) %’ ; somwn

DEFINITION 3.4. Ein vollsténdiges orthonormiertes System eines Hilbertraums
heisst orthonormierte Basis.

Man beachte das im unendlichdimensionalen Fall eine orthonormierte Basis
keine Basis im Sinne der linearen Algebra ist.

DEFINITION 3.5. Ein Hilbertraum heisst separabel falls er eine abzéhlbare or-
thonormierte Basis hat.

SATZ 3.5. Sei (¢;)32, eine orthonormierte Basis eines Hilbertraums H. Dann
hat man ein linearer Isomorphismus i: €2 — H

irc=(c)52 chgoj,
j=1

und es gilt (i(c),i(d)) = (c,d) fir alle ¢,d € (2.
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Beweis. Zu zeigen ist erstens, dass i(c) € H d.h. dass die Folge der Partialsummen
Sp = Z;‘L:1 ¢j; in H konvergiert. Da H ein Hilbertraum ist, geiigt es zu zeigen,
dass sie eine Cauchy-Folge ist: Sei ¢ € ¢2. Fiir n > m — oo,

n n

lsn =smll®> =1 > ciwill’= > lel® =0,

j=m+1 j=m+1

da die Zahlenfolge n — 377, |c;|* konvergiert und somit eine Cauchy-Folge ist. Es
ist klar dass i linear ist. Da das Skalarprodukt stetig in beiden Argumenten ist, gilt

(i(c),i(d)) = n,rlriLgoo(Z 2E Z djp;)

n
= nlLHgo Z c;jd;
j=1
= (¢, d).
Insbesondere ||i(c)||? = ||c||>. Nach Satz ist ¢ surjektiv. Der Kern ist trivial, da
aus i(c) = 0 folgt ||c|| = ||i(c)|| = 0. O

Insbesondere hat man:

KOROLLAR 3.6. Sei (¢;)52, eine orthonormierte Basis eines Hilbertraums H.
Dann konvergiert

in H genau dann, wenn 3 22, |cj|? < oo

3. L?-Theorie der Fourierreihen

Sarz 3.7. Sei f € L%([0,1)), p;(z) = €2™% (j € Z) und c; = (p;, f) der jte
Fourierkoeffizient von f. Dann gilt
(i) f=2jez¢i%
oy gl
(i) [y [fPde =32 ey lesl? (Parseval)

Beweis. Sei g stetig mit ||f — gl < €/3. Wir diirfen 0.E.d.A. annehmen, dass
g(0) = ¢(1), denn wir kénnen die Funktion g durch eine stetige Funktion h mit
h(0) = h(1) ersetzen, die sich von g nur im Intervall [0, ] unterscheidet (Siehe
Abb. [I)).

Fiir 6 klein ist ||h — g2 = (f05 |h — g|?dx)'/? beliebig klein. Sei D lil<n i
ein trigonometrisches Polynom mit max,e(o1)|g(z) — > Aj¢;(x)| < €/3 (Satz von
Fejér). Nach Satz[3.3] (iii) und (i) gilt

Hf > (%5 s

l7]<n

<l + Hg S (0 0)¢;

l7]<n

1) ((5.9) = (25, )i

H(Z |<soj,gf>|2)1/2

l7l<n

Bezselg € 0
-+ —gll <e
< gtgtlf-gl<e
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0 1‘ X 0 \\1 X

ABBILDUNG 1. Die Funktion A

4. Hermite-Polynome und harmonischer Oszillator

DEFINITION 3.6. Das nte Hermite-Polynom ist
dn
Hy,(z) = (—1)”61 = e n=0,1,2,...

dz™

Mit Induktion zeigt man leicht, dass H,, ein Polynom von Grad n ist.

SATZ 3.8. Die Funktionen
Un(z) = 7 VA2 2 ()2 H, (2)e /2, n=0,1,2,...,
bilden ein vollstindiges ortonormiertes System in L*(R).

Wir haben diese Funktionen (mit leicht verschiedener Normierung) als Eigen-
funktionen der Fouriertransformation im Kapitel [2| gesehen (S. Beispiel .
Zum Beweis fithren wir die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren

nlm) v eE)
von .#(R) — .#(R) ein.

LEMMA 3.9. Sei ¢, = 2"/2H, (z)e~*"/2.
(i) AA* —A*A=1.
(ii) o, 9 € S(R) = (A"p, ) = (¢, AY).
(iii) Agy = 0.
( ) A*p, = b1
Beweis. Seien ¢, € .7 (R)
(i) Man hat

Al = 5 |(a+ 5 ) oo (o= ) ot o)

2

— " -z o+ — o+ ot+ad +¢ "= 2y]

e fole-2)o

2
L
2l

= ¢

1 <+
\/§R

x
(iii) [z + i
dz
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(1v) - u(e) = 2721 g ().

Aus (i) folgt nach Induktion
[4,(4%)] = n(a")™"
Also haben wir fiir n > 1
(ns dm) (A7) o, (A")™ o) = (A"(A*)" ™ o, (A*)™ o)

ii 111

= ((A%)" o, A(A") ™) = ((A")" o, [A, (A*))bo)
= (¢n—17¢m—1)-
Insbesondere fiir m = 0 folgt (dn, Po) =0 Vn > 1. Also fiir m <n

Also gilt (¢, dm) = 0 fiir 0 # m und (6, 6a) = nl(do, ¢o). Es bleibt (g, o)
auszurechnen

=
1=
=

—~
=

(G0.60) = [ e da = V.
R
Also
woraus folgt, dass die Funktionen
Y =7 A (n) 72,

orthonormiert sind. Nun zur Vollstdndigkeit: Sei f € L%(R), (¢;, f) = 0 fiir alle j.
Betrachte die Funktion von z,¢ € R und ihre Taylorentwicklung

x > z2 dn 121/2t
F(l’yt) = 77(I+Zt) = Z@TE Z(bn )
n=0

Mit dem Satz von Lebesgue (s.u.) folgt fiir alle t € R

1/2
(5) /F (z,8)f Z ”ﬂ/ﬂﬁ&@f@)@ =0.

n=0

Anderseits ist
/ F(z,t)f(z)dx = et’ / f(ac)e_%_%’tdac = et2§(2t).
R R

Die Funktion g(z) := fe==*/2 ist in L', denn f € L? und e~%/2 € L2 (Siehe die
Uberlegung vor Lemma . Es folgt somit aus §(2t) = 0 V¢, dass f(a:)e*gﬂ/2 = 0.
Also verschwindet f in L?.
Anwendbarkeit von Lebesgue in : Nach der Cauchy Ungleichung fiir Koeffi-
zienten von konvergenten Potenzreihen gilt fiir alle R
n/2
‘%(m)? Z| < B g [F(o, )] < Rome % i

|z|=R

Also gilt fiir R gross (z.B. R > 2|t|)

1/2
—i21/ t) 1 6*é+2\I|R+R2

<
T 1-t/R ’

und die rechte Seite ist integrierbar als Funktion von . U
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BEMERKUNG 3.3. Der Hermitesche Operator

1 1 d? 1
H=A"A+ - —— 4 =22
2T T owE TR
ist der Hamiltonoperator fiir den quantenmechanischen harmonischen Oszillator.
Die Eigenwerte von H haben die Interpretation von Energien. Wir haben einen

vollsténdigen System von Eigenvektoren konstruiert, die die Eigenwertgleichung

Hq/}n = Enq;[}n
(zeitunabhéingige Schrédingergleichung) mit E, = n + 1 erfiillen.

KOROLLAR 3.10. .%(R) ist dicht in L*(R), d.h. zu jedem € > 0 und f € L*(R)
existiert ein ¢ € L (R) mit
If —ell2 <e.

Beweis. Folgt aus || f — Y7, (5, )], = 0 (n = 00) und ¢; € 7 (R). O

5. Orthogonale Polynome, Legendre Polynome

Hermite-Polynome sind ein Beispiel von orthogonalen Polynomen. Sei £ C R
ein Intervall und p : E — R eine Funktion, so dass

(i) p(z) > 0 fiir fast alle x € E.

(i) Fiir alle n=0,1, 2 fE\a:|” z)dx < co.
Dann definiert (f,g) = [, f (z)dz, f,g € Clx] ein Skalarprodukt auf dem
Vektorraum Clz] der Polynome in einer Variable mit komplexen Koeffizienten. Zu
diesen Daten (FE, p) gehort eine Familie von orthogonalen Polynomen pg, p1,pa, - -
Sie sind nach Gram—Schmidt eindeutig durch folgende Eigenschaften bestimmt:

(i) Fiir jedes j ist p;(z) = 27+ - - ein Polynom vom Grad j mit Leitkoeffizient

1.

(i) (pj,pr) =0 fiir alle j # k.

Die Existenz dieser Polynome folgt aus dem Gram—Schmidt Verfahren angewendet

auf die Basis m;(z) = 27,5 = 0,1,2,...: Man definiert rekursiv po = 1 und
- (Pemy)
ko, 1Ty
6 Py =m; - i
( ) J J kzzo (pk;pk)

Die Eindeutigkeit ist ebenfalls klar: Jedes Polynom von Grad j ist eine Linear-
kombination von m; und po,...,pj—1. Damit p; Leitkoeflizient hat und senkrecht
auf pg,...,pj—1 steht, ist die Linearkombiation eindeutig bestimmt und durch @
gegeben sein.

In der Praxis ist es oft niitzlich die orthogonalen Polynome anders zu normieren
und nicht darauf zu insistieren, dass der Leitkoeffizient 1 ist.

BEISPIEL 3.1. Die Hermite-Polynome H,, sind die orthogonalen Polynome (mit
Leitkoeffizient 27) fiir £ = R und p(z) = exp(—2?).

Ein weiteres wichtiges Beispiel, das wir jetzt betrachten, ist wenn E ein kom-
paktes Intervall ist und p = 1. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass E = [—1, 1] ist. Die zugehorigen orthogonalen Polynome sind (bis
auf Normierung) die Legendre-Polynome. Sie haben folgende alternative Definition
(Rodrigues-Formel):

DEFINITION 3.7. Das lte Legendre-Polynom ist

1 d

2%%ﬂ( 2_ 1) (=0,1,2,...

Pi(z) =

LEMMA 3.11.
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(i) Py hat Grad ¢,

! 2
Py(z) Py (x)de = ——
v(@) P (z)de = 57—

(iii) Pg 1)

Oper

\

2Z+1

Also sind die Polynome P, orthonormiert. Fiir jedes N bilden somit

die N + 1 Polynome (/25 P))¥ | eine ortonormierte Basis des Vektorraums der
Polynome vom Grade < N. Nach Satz [3.3]ist fiir

P = 2“_1(134, u) Py(x)

2
£=0

die Grosse |P —ul|2 = (fil |P(z) —u(z)|*dz) /2 minimal unter allen P vom Grade
< N. In anderen Worten ist P die beste Approximation von f in L?([—1,1]) unter
allen Polynomen von Grad < N.

Beweis des Lemmas. (1) ist klar, da P, die ¢-te Ableitung eines Polynoms von Grad
21. (ii)Fiir ¢’ < £ gilt mit partieller Integration

! 1 dl Y 1 dZ, A
(P[,P@/) = / 2,@£| dxe( _1) 2£I€/|d gl( _1) d‘r

' (_1)2 2 4 e 2 o
g Y e (7 = 1)

Es treten keine Randterme auf, denn -4 (2 —1 ) lo—t1 = 0 fiir m < £. Da (22—1)

dznz

Grad 2¢' hat und £+ ¢ > 2¢' ist, ist (<L )/‘H (22 —1)¥ = 0. Es folgt also fiir ¢/ < ¢
(Py, Pp) = (P, Py) = 0.
Es bleibt zu zeigen, dass (P, Py) =

2(+1
-1t ! 2t _1\e 1
(Pr, Pe) = 2(%(2) / (2%~ 1) (CZC) (x2—1)fdx=2(%(2)2<2z)! /_ 1(332_1)%.

Das Integral I, = f (gc — 1)%dx kann man rekursiv berechnen. Fiir £ > 1 gilt

1
Igz/ 1- (2% =1)lda ™= —E/ z-2x(x? — 1) e = —20(I, + I,_),
—1
woraus wir die Rekursionsformel
20
I, = _257—1—11571
mit Iy = 2 erhalten. Also
, 20(20—2)---4.2 , 220 (0)?
Io=(-1) 2= (D o
(20+1)(2¢0—-1)---3-1 (26—}—1)
Somit ist
(Pyopy — EDCOLCD 202 2
6ot 20N (20 +1)! 2041

=1 0

.. d ¢ ¢

(iil) —— 24£'d s (@ = 1)z +1)] » 2%'%(:15—}—1)
Wir betrachten jetzt den leferemaloperator auf dem Vektorraum der Polynome in
x

d d
uHLu-M[(:v —1)dx}u
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L ist ein selbstadjungierter (a.k.a. Hermitescher) Operator:

(Lu,v) = /_11 % ((332 - 1)5&) vdz

__/1(2_1)ddd+(2_1)/‘1
= . X dxudxv X T uv 1

1
= / aLvdr — (2* — 1)121/’171 = (u, Lv).

-1
Die Randterme verschwinden wiederum, da 2% — 1 am Rande verschwindet.

SAaTz 3.12. (i) Die Legendre Polynome P, sind Eigenvektoren von L zu den
Figenwerten £(€ 4+ 1). In anderen Worten sie erfillen die (spezielle) Legendre-Dif-
ferenzialgleichung

) < [(ﬁ - 1)(;‘;] Py() = (0 + 1) Po(a).

(ii) Die orthonormierten Polynome #P@ bilden ein vollstindiges orthonormier-
tes System in L%([—1,1]).

BEMERKUNG 3.4. Die allgemeine Form der Legendre-Differenzialgleichung, die
von einem weiteren Parameter m abhéngt, wird spéter eingefiihrt, S. (E[)

Beweis. ()LP; ist ein Polynom vom Grade < [, also eine Linearkombination von
Py, Py_1, ..., Py. Der Koeffizient von Py, ¢/ < £, in dieser Linearkombination ist
proportional zu

(Py, LPp) = (LPy, Py) =0,

denn LPp hat Grad < ¢/ < £. Also LP, = )\;P,. Bestimmung von ), durch Vergleich
der Koeffizienten von z‘: Setze Py(x) = apxt + ap_12t~1 + . ... Dann ist

2

d d
_ 2 0
LP, = ((x 1)—dx2 + Qxdx) (agx" +...)

= (£(6 — 1) +20)aez’ + ...
=0+ Dagz’ + ...
(ii) Die Vollstandigkeit wird wie bei den Fourierreihen bewiesen. Dabei wird der Satz
von Weierstrass benutzt: Zu jedem e > 0 und f € C[—1, 1] existiert ein Polynom P
mit |f(z) — P(x)| < e fiir alle z € [—1, 1]. Details als Ubung. O
Eine fiir die Physik wichtige Eigenschaft der Legendre-Polynome ist die folgen-
de.
LEMMA 3.13. Seien x,2’ € R™ mit r := |z| > |2'| =: r'. Mit cos = fﬂf,/ gilt
dann

1 1 i r’)lp( )
= = COS .
lz —a'[  \/rZ =211 cos O + (1')? :

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Taylorreihenentwicklung

1 oo
L P2t
VIFE 2z ; He)

konvergent fir |t| < 1, |z| < 1, die in der Serie gezeigt wird. O
Die Aussage ist physikalisch wichtig fiir die Physik, da (in 3 Dimensionen) das
Coulomb-Potential einer Ladung in 2’ gerade proportional zu I ist. Allgemein

1
z—x'|
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in Dimension n > 3 hat dieses Potential (wie wir spéiter sehen werden) die Form
1 Auch in diesem Fall hat man eine Reihenentwicklung

Iw_w/‘n—2 .

1 (@) gl
- t
(1+ 12— 2tz)e ; Gz

wobei die Polynome Cl(a) die sogenannten Gegenbauer Polynome sind. Diese sind
auch orthogonale Polynome bzgl. des Skalarprodukts

1
(f,9) = /_1 fo(1 —a?)°"2dx

BEMERKUNG 3.5. Weitere wichtige Beispiele von orthogonalen Polynomen sind:
Die Laguerre Polynome, mit E = [0, 00), p(z) = exp(—z), die in eine wichtige Rolle
in der Quantenmechanik des Wasserstoffatoms spielen; die Tschebyschow-Polynome
mit F = [~1,1] mit p(z) = (1 — 22)~1/2 (Tschebyschow-Polynome erster Gattung)
oder p(z) = (1 — 2?)Y/? (Tschebyschow-Polynome zweiter Gattung) der Interpo-
lationstheorie; die Jacobi-Polynome mit £ = [—~1,1] und p(z) = (1 — 2)*(1 + x)°,
a,b > —1. Letztere verallgemeinern Legendre- und Tschebyschow-Polynome und
sind bis auf Normierung die Gaussschen hypergeometrische Reihen mit Parame-
tern, wofiir die Reihe abbricht:

1 1—
Pn(x) = MF <_n7a+b+n+17a+172x)
n!
Die hypergeometrische Reihe ist F(a,b,c,z) = 1+ > 7, (‘:3,26(;’:” 2" mit (y), =

yy+1)---(y+n—1).

6. Schwingungen einer kreisformigen Membran

Kleine Schwingungen einer an einem kreisférmigen Rand befestigten elastischen
Membran werden durch das Randwertproblem

{ c%%v(t,x) —Av(t,z) =0, |z|<R

v(t,x) =0, |z|=R
beschrieben. Hier bezeichnet v(t,x) die vertikale Abweichung von der Gleichge-
wichtslage der Membran am Punkt & = (z1,22) zur Zeit ¢ . Nach Separation der
Variablen betrachten man Losungen der Form v(t,z) = e“!u(z). Real- und Ima-
ginérteil solcher Losungen sind Zeitperiodische Losungen, die also Schwingungen

mit fester Kreisfrequenz w, also Periode 27 /w, darstellen. Sie heissen Eigenschwin-
gungen: u soll dabei das Eigenwertproblem

Au = —‘:—;u, |z] < R
u(z) =0, |z|=R

16sen. Die erste Gleichung wird vorteilhaft in Polarkoordinaten umgeschrieben:

u(R, ) = 0.

Separiert man wieder die Variablen, so erhiilt man u(r, ¢) = U(r)V (¢) mit V(¢) =
e'™? und m ganzzahlig. Die Gleichung fiir U wird

1" /

2 2 2
{ (% +12 4 %8672) u(r,) = —%u(r,p), r<R



6. SCHWINGUNGEN EINER KREISFORMIGEN MEMBRAN 49

08f ]

06F .

04 \ — Jo(x)

Ji(x)

i N 1 s

ABBILDUNG 2. Die Besselfunktionen Jy, J1, Js.

Wir setzen U(r) = J(wr/c). Dann erfiillt J die Besselsche Differenzialgleichung

J" () + %J’(m) + <1 - ’3’;‘2) J(z) = 0.

Diese Gleichung hat zwei linear unabhéngige Losungen. Wir suchen aber eine re-
guldre Losung, also eine Losung die bei z = 0 nicht divergiert. Ein Potenzreihenan-
satz ergibt die Besselfunktion J,, als regulire Losung:

o) = ()" 3 e ()

Reelle Losungen, die auch die Randbedingung erfiillen, sind dann von der Form
u = Jp(wr/c)(Acos(mp) + Bsin(mey)) = J,(wr/c) A cos(m(e — ¢o)),

wobei Jp,(wR/¢) = 0. Also sind die moglichen Schwingungskreisfrequenzen von
der Form w = cx/R, wobei x iiber die positiven Nullstellen der Besselfunktio-
nen durchlauft. Es stellt sich heraus, dass J,, undendlich viele positive Nullstellen
T < T2 < T,z < ---, wie man sich am besten durch die graphischen Dar-
stellung dieser Funktionen iiberzeugt (fiir Beweise sieche man Whittaker—Watson).
Abb. 2] wurde mit der Mathematica-Anweisung

Plot [{BesselJ[0, x], BesselJ[1, x], BesselJ[2, x]}, {x, 0, 10},
PlotTheme -> "Detailed"]

erzeugt.

Die kleinsten Nullstellen, die den tiefsten Schwingungsfrequenzen entsprechen,
sind ungeféhr Zo,1 = 2.40, 11 = 383, T2,1 = 5.13, Xo,2 = 5.52, T1,2 = 702,
x3,1 = 6.38, (in Mathematica ist z,, ; durch N[BesselJZero[m, j]1] berechnet). Die
entsprechenden Eigenschwingungen sind (Real- und Imaginiirteil von)

u(r, ap)ei“m“t, u(r, 9) = Jm(Tm.nr/R)(Acos(mp) + Bsin(mep))

mit der Kreisfrequenz wy, , = % nc/R. Diese Eigenschwingungen unterscheiden
sich voneinander qualitativ durch ihre Knotenlinien. Diese bestehen aus den Null-
stellen von u also den Punkten wo die Membran sich nicht bewegt. Die Knotenlinien
sind Kreise oder Durchmesser und entsprechen den Nullstellen der Besselfunktionen
bzw. der trigonometrischen Funktionen von ¢. Fiir die tiefsten 4 Frequenzen sehen
die Knotenlinien wie folgt aus:
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ORSRSNO,

wo,1 = 24OC/R w11 = 383C/R w21 = 5136/R w12 = 5520/R
7. Kugelfunktionen

Wir haben eine Orthonormalbasis von L?(S!) gegeben durch die Funktionen
e'™® mit m € Z. Die wichtige Eigenschaft dieser Funktionen ist, dass sie Eigen-
funktionen bzgl. des Laplace-Operators auf S' sind, also

2 .
Agre™¥ = ﬁem‘/’ = —m?2e'™m?.
Ziel: Wir wollen nun #hnlich eine ONB von L?(S"~!) durch Eigenfunktion von
Agn-1 finden, also durch Funktionen Y, die erfiillen
Agn-1Y = =\Y.

DEFINITION 3.8. Eine Funktion f heisst harmonisch, falls Af = 0. Ein harmo-
nisches Polynom p ist ein Polynom mit Ap = 0.

Idee: Sei p € Clxy,...,2,]=; harmonisch, homogen von Grad I. Sei X = ﬁ
und 7 = |z, also z = rX, mit X € S"~!. Dann ist p(z) = p(rX) = r'p(X). Da p
harmonisch ist gilt:

0=Ap
=@+~

-1)(p)

=11 = 1)r'2p(X) + ?lrlflp(X) + T%HAS,Hp(X)
—
Agn-1p(X) =(=1(l = 1) = (n = )I)p(X)
=—1I(l4+n-2)pX)
Also erhalten wir Eigenfunktionen von Agn-1 zum Eigenwert —I(I + n — 2) durch
Einschrinkung von homogenen harmonischen Polynomen vom Grad [ auf S"~1.

Wir bemerken noch, dass im wichtigen Fall n = 3 die so erhaltenen Eigenwerte
gerade —I(I + 1) sind.

DEFINITION 3.9. Die Kugelfunktion (vom Grad ) sind die Einschrinkungen
von harmonischen Polynomen (homogen vom Grad [) auf S"~1.

Man kann den Raum dieser harmonischen Polynome vollstindig bestimmen.
Dies folgt aus dem folgenden Satz, der in den Ubungen bewiesen wird.

SATz 3.14. Sei s C Clxy,...,x,|= der Raum der homogenen, harmonischen
Polynome vom Grad l. Dann folgt
Clry, ... an)er = (@F + - 22)Clay, .. wp)oy 2 @ H.

KOROLLAR 3.15. Es ist
-1 -3
dim() = dim(Clan, . .., ] t)—dim(Clzy, . .., wn]ps) = (" T ("t ,
n—1 n—1
wobei das Binom rechts als 0 zu interpretieren ist fallsl = 0 oderl = 1. Insbesondere
erhdlt man in n = 2 Dimensionen

dim(%):{1 falls 1 =0

2 fallsl>0



7. KUGELFUNKTIONEN 51

und in n = 3 Dimensionen

dim( ) = (z;2><;) _ (z+2)2(z+1)7z(z;1) s

KOROLLAR 3.16. Die Kugelfunktionen sind dicht in L*(S"~1).
Zum Beweis benotigen wir den folgenden Satz.

SATZ 3.17 (Satz von Weierstrass). Sei K C R™ kompakt. Dann sind die Ein-
schrinkungen der Polynome auf K, also das Bild von Clxy, ..., x,], dicht im Raum

(CD, ] - Moo

Der Satz wird in den Ubungen bewiesen fiir n = 1 und K C R ein Intervall.
Den allgemeinen Fall wollen wir hier nicht beweisen.

Beweis vom Korollar. Aus Satz folgt, dass man jedes Polynom darstel-
len kann als Linearkombination von Polynomen der Form (z? + --- + 22)¥h, mit
h harmonisch. Nach dem Satz von Weierstrass sind die Polynome || - ||oo-dicht in
C(S™1). Also sind die harmonischen Polynome || - ||s-dicht in C(S™1),
demnach auch || - ||o-dicht.

Aber die stetigen Funktionen sind dicht in L?(S™~1). O

BEISPIEL 3.2. Fiir n = 2 ist Ag1 = 68—:2. FEine Basis von 7] ist gegeben durch
die konstante Funktion 1 fiir | = 0 und durch (z + iy)! = rle'?; (x —iy)! = rle=i%
mit aa—;ei”‘” = [2e% fiir | > 0.

In Dimension n = 3 werden mehr Werkzeuge benotigt, man kann aber dennoch
eine explizite Basis fiir die Kugelfunktionen angeben.

DEFINITION 3.10. Wir definieren fir [ = 0,1,2,... und m = —I[,...,[ die
Kugelfunktionen

(=™ 2041 (1 —m)
Vo 2 (I4+m)

Normierungsfaktor

| .
Yim (0, 0) Pl (cosf)e™?,

wobei P, (Z) die assoziierten Legendre Funktionen sind, definiert durch

(1 — ZQ)% dm+l 2 1 m>0 2\ m dm
Prm(Z) = : A N =N EE e P(Z
Lm(2) Sur gl ) ( )* bz
Legendre— Polynom
SATZ 3.18. (1) Yim : S? — C ist die Einschrinkung eines homogenen

Polynoms (r'Y;,m (0, ¢)) vom Grad | auf S?.

(2) Das Polynom ist harmonisch, d.h. Ag2Y] , = —I(l+1)Y] 1. Also sind die
Yim tatsichlich Kugelfunktionen (vom Grad 1) im Sinne der vorherigen
Definition.

(3) Die Yy, (m=—1,...,+1) bilden eine Basis von 4.

(4) Die Yy sind orthonormal (Yi m, Yy m/) = 6170mms . Insbesondere ist da-
mit {Y1m }1=0,1,...m=—1,... +1 eine ONB von L?(S?)

Bewets.
(1) Wir wollen zeigen: r'Y; ., (6, ¢) ist ein Polynom in z,y, z.
Sei m > 0. Dann gilt:
o 7™(1—cos20)% e™? = (rsinfe’?)™ = (x +iy)™ (da e = cosp +
isingp) ist ein Polyom.



52 3. ORTHOGONALE FUNKTIONENSYSTEME

° rl_m%(ZQ — 1)t =rl=mP(Z), wobei P(Z) ein Polynom in Z vom
Grad <[ — m ist, dass gerade (bzw. ungerade) ist falls I + m gerade
(ungerade) ist. Damit ist aber r'~™P(Z) eine Linearkombination von
Ausdriicken der Form

()P (r2)" = (@ +y* + 2P (2)",
_ also insbesondere ein Polynom in z, y und z =rZ.
(2) s. Ubung (einsetzen + ausrechnen)
(3) Wir haben 2[ + 1 linear unabhingige Elemente (denn die e™% sind allein
schon linear unabhéngig) im (2! + 1)-dimensionalen Raum .7, also eine

Basis.
(4) Das Skalarprodukt ist definiert als

T 27
<f7g>s2=/0 i fg.

Wir substituieren Z := cos 0, also sin 8depdf = dpdZ und berechnen

2T WL d m1 !
<Y2,m7Yi’,m : 1*2? % (Z *1) (172’ )2 .

m +l'
(dz) (22 — 1) —Ime i o

2m
=(. )/ e =me g
0

=0 falls m#m/’

! g\mim’ ([ d o 2 1 d\" 2 %
~/1(1—z) 2 (dz> (z 1)<dz) (2 =1)"d=z

0 falls [#l/(part. int.)

:(. .. )5”/(5mm' Se:rie 6[[’6mm'-

Hierbeiist (... ) jeweils ein konstanter Vorfaktor, der in der Serie berechnet
wird.

O
7.1. Additionstheorem und Multipolentwicklung.

SaTz 3.19 ( Additionstheorem der Kugelfunktionen). Wir betrachten zwei Punk-
te X und Y in S?,

sin 0 cos @ sin 0’ cos ¢’
X = | sinfsiny Y = | sin#' sin ¢’
cos 6 cos ¢’

Seicospy =X Y, also u der Winkel zwischen X und Y. Dann gilt:

m=l

47

Pz -y)=—— m(0 m(0
(2 ) 21+1Zz(¢)z(<ﬁ)
m== Projektor auf 6
Beweis. Siehe MMPII, oder eine der kommenden Serien O

Der Satz hat viele Anwendungen in der Physik. Z.B. betrachte man in der Elek-
trostatik eine Ladungsverteilung (Ladungsdichte) p konzentriert auf einem Kom-
paktum K C R3 in der Nihe des Ursprungs 0. Wir sind interessiert an dem von
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der Ladung erzeugten elektrostatischen Potential an einem Punkt z € R3, der weit
weg ist von K, in dem Sinne, dass |z| > |y| Vy € K.

Zunéichst eine mathematische Vorarbeit: Wir haben in Lemma @ gesehen,
dass 0 =327 mzﬂPl(X Y), fir z,y € R® mit |z| > [y|und X = %, Y =
Komblnatlon mit dem Additionssatz ergibt dann die wichtige Formel

-
\ml’ [yl

> l
! kil |yl _
|z —y| B Z 20+ 1 Z |z Yim(0,0)Yim (0, ¢")
=0 m=—1

mit 0,6’ ¢, o’ wie im Satz oben.
Zuriick zur Elektrostatik berechnen wir mit dieser Formel das elektrostatische
Potential in x wie folgt:

1 1 1 > 2’|
U —- - /7d /:7 / / P I b
)= g J e =~ o) o Rleosm

Vi (X)Y (X
47reo 02l—|—1/ Z ! Lm(X)

o0 m=l
Y, }/lm(X)
- e L AT Ol ) )
EE( T J i 2t
Konst. abhéngig von p und I,m
wobel z = |z|X und 2’ = |[2/| X, |x| > |2/| sowie cosp = \ZETZ/’I Dies ist eine

systematische Entwickung des Potentials in Multipolpotentiale. Der [ = 0-Term
entspricht der Approximation unserer Ladungsverteilung durch eine Punktladung
in 0, der [ = 1 Term ist ein Dipolpotential, der [ = 2 Term ein Quadrupolpotential
etc.

8. Kugelfunktionen—Originale Version des Kapitels

In Kugelkoordinaten

x = rsinf cosyp
= rsinf sing

= rcosb,

lautet der Laplace-Operator in drei Dimensionen

0?2 20 1
o or? + ror 3882
wobei der Laplace-Operator auf der Sphdre durch die Formel
Ng2u = O u —&—cot@a——i— L O L 0 sin 9% . @
20T 902 90 " sin00p2  sinf 00 90 " sin20 002"

gegeben ist. Eine Kugelfunktion ist eine auf der Einheitssphéire definierte glatte
Funktion Y (6, ), welche ein Eigenvektor zum Laplace-Operator Ag: ist:

(8) AgY = )Y,

Dieses Eigenwertproblem tritt in verschiedenen Anwendungen auf, wenn man die
Variablen in Kugelkoordinaten separiert. Zum Beispiel erfiillt das elektrostatische
Potential u(x) im Innere einer leeren Kugel von Radius R mit vorgegebenem Rand-
wert f die Laplace-Gleichung Au(z) = 0,|z] < R, mit Randbedingung u(z) =
f(x),|z| = R. Sucht man Lésungen der Form u(x) = U(r)Y (6, ¢), so folgt r2U" +
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2rU’" = AU, Ag2Y = =Y. Die (lineare) Gleichung fiir U hat fiir jedes A ein zwei-
dimensionales Losungsraum. Ein Potenzreihenansatz bricht nach dem ersten Term
ab und wir finden die allgemeine Losung (A # —1/4)

U(r) = art + br= 71,

wobei x = ¢, —¢ — 1 die Losungen der quadratischen Gleichung z(x + 1) = A sind
(fiir A\ = —1/4 ist die allgemeine Losung (a + blnr)r—1/2). Wir diirfen annehmen,
dass Re¢ > —1/2. Da u regulédr im Ursprung sein muss, kommen nur die Losungen
mit ¢ > 0 ganzzahlig und b = 0 in Frage.

Um Losungen des Eigenwertproblems zu finden, separieren wir nochmals
die Variablen, und suchen Eigenfunktionen der Form Y (0, ¢) = P(cos0)V (p). Es
ist hier zweckmaéssig die Variable © = cosf € [—1,1] einzufiihren. Da 0/06 =
—8in 60/0x, ldsst sich das Eigenwertproblem wie folgt umschreiben:

& |- r@]| Ve + mre

Multipliziert man diese Gleichung mit (1—2?2)/(PV), so sind die Variablen separiert.
Dann erfiillt V' die Gleichung V" 4+ m?2V = 0, und P die Legendre-Differenzialglei-
chung

— _AP(2)V ().

© 0= r@]+o

1= xQ)P(z) =0.
Die Losungen der Differenzialgleichung fiir V' sind Linearkombinationen von V (¢) =
e fiir m # 0 und V(p) = 1, fiir m = 0. Da Y (0, ) stetig auf S? sein soll,
muss m eine ganze Zahl sein und die Losung V(p) = ¢ ist ausgeschlossen. Fiir
die Anwendung auf der Elektrostatik ist, wie wir gesehen haben, A = ¢(¢ 4+ 1) mit
£ =20,1,2,.... Man kann aber zeigen, dass fiir andere Werte von A alle Losungen
der Legendre-Differenzialgleichung an mindestens einem der singuldren Punkten
x = +1 divergieren.

Fiir m = 0, stimmt die Legendre-Differenzialgleichung mit @ iiberein. Re-
gulére Losungen sind Legendre-Polynome

1 d
= 2 gt

Die zugeordneten (oder assoziierten) Legendre- Funktionen sind durch die Rodrigues
Formel

Py(z) — 1)

dm
Pom(@) = (1=a*)"? 2 Pu(a)
(1 _ x?)m/? d€+m 9 '
(10) - 2 @@ Y
fiir m =0,1,...,¢ definiert (fiir m > ¢ verschwindet dieser Ausdruck).

SaTz 3.20.

(i) Die zugeordneten Legendre- Funktionen Py, erfillen die Legendresche Dif-
ferenzialgleichung @D
(il) Fir allem =0,1,2,..., m <L, {' € Z gilt

1
(L+m)l 2
11 Py (@) Py () da = — " 25,
(1) | Prn@Penta) e =
(iii) Fir alle m,N € {0,1,2,...} ist ((1— $2)_m/QPevm)Z:m,erl,...,erN eine

Basis des Raums der Polynomen vom Grad < N.
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Beweis: Differenziert man m-mal die Differenzialgleichung

2

(1-22L pa) - Zx%Pe(:c)—l—é(f—i—l)Pg(x) —0.

dz2
fiir Legendre-Polynome, so sieht man dass das Polynom vom Grad ¢ —m

m

Rem(a) = 5 Py(a)

die Differenzialgleichung

(1= 25 By (@) = 2 + 1) Ry () + (60 + 1) = mm + 1) By (@) = 0.

erfiillt. Daraus folgt nach einer einfachen Rechnung, dass die Funktion Py, (z) =
(1—2%)"/2 Ry (2) die Legendre-Differenzialgleichung erfiillt. Somit ist (i) bewiesen.
Also gilt die Eigenwertgleichung

Lng)m@J) = —)\g)mRz,m@;‘), )\g’m = f(f + 1) — m(m + 1),
wobei der Differenzialoperator L,, durch die Formel

2 X X
Lpf(z) = (17x2)dd];(2)72(m+1)$dj;(x)

= (- [a- L)

gegeben ist. Dieser Operator hat folgende Eigenschaften

(a) Ly, bildet Polynome nach Polynomen vom gleichen oder kleinerem Grad.
(b) Sei N = 0,1,... Die Einschrinkung von L,, auf dem Vektorraum der
Polynomen vom Grad < N ist selbstadjungiert fiir das Skalarprodukt

(f.g m—/f z)(1 —2*)™ da.
Es folgt, dass die Eigenvektoren R, ,, zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
zueinander sind: (Rgm, Rerm)m = 0 fur £ # £

Um Ny, = (Re,m, Re,m)m auszurechnen, beniitzen wir die Eigenwertgleichung
um eine Rekursionsformel herzuleiten: fiir m > 1,

Ng,m = /R@m 1—x)mdx

[1 (dinvm—l(f))Q (1-a?)mdx

/IR @)L - LR, ()| d
— m—1(T)— -z —Rym—1(z T
1 Lm= A dg ot

1
)\gﬂn_l\/ R[vm_l(l’)z(l fxz)mfldx.
-1

Die Randterme bei der partiellen Integration verschwinden, da (1 — x2)™ = 0 fiir
x==x1und m > 1. Mit Ag 1 =0({+ 1) — (m—1)m (E m + 1)(¢ + m) folgt
die Rekursionsformel

Ng,m = (E —m+ 1)(f + m)Ng,m_l.
mit Anfangsbedingung Ny o = f_ll Py(z)%dz = 2/(2¢ + 1). Es folgt

N = LML 2
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Also ) Ctm) 2
(Rimy Rerom)m = /_1 Py (2) Py () daz = mméé’%
und (ii) ist bewiesen. (iii) folgt aus der Tatsache, dass Ry, ein Polynom vom Grad
¢ —m ist. O
Die Funktionen
(12) Py (cos 0)erime,
mit £ = 0,1,..., m = 0,...,¢ sind also Eigenvektoren von Ag> zum Eigenwert

—L{(¢ + 1). Wir normieren sie so, dass sie beziiglich des Skalarproduktes

(13) /fng /%/ G ) sin 8 dody

orthonormiert sind. Wir setzen fiir m = 0, .

(=)™ [2¢ + 1(¢—m)!
V2T (£ +m)!
wobei die zugeordneten Legendre-Funktionen durch gegeben sind (der Faktor

(—=1)™ ist Konventionssache). Die Eigenfunktionen mit dem negativen Vorzeichen
im Exponent in werden bis auf Normierung als Yz _,, mit m =1, ..., ¢ definiert:

Yim(0,¢) = Py (cos§)e™?,

1 2041 —m) o
Ve 2 Eum)zpf’m(mse)e £, m=0,...,L

Mit dieser Konvention gilt
}/Z,m(07 QO) = (71)mn—m(9a 90)7
fir alle m € {—¢,—¢+1,...,¢}. Die Orthogonalitétsrelation

Yo,-m(0,0) =

/ Yg m(0,0)Ye mi (0, ) sinb db do = 6¢,01 9, m

folgt nach Integration {iber ¢ und dann, unter Verwendung von (1)), iiber z =
cosf. Sei L?(S?) der Hilbertraum der (bis auf f.ii. verschwindenden Funktionen
definierten) Funktionen f(cos6,¢) mit [g, | f[2dQ = f[ Layxo,2n] 1 (25 ©)|? dzdp <

oo. Das Skalarprodukt ist .

SATZ 3.21. Die Kugelfunktionen Yo m, £ = 0,1,..., m = =0, 0+ 1,...,¢
bilden eine orthonormierte Basis des Hilbertraums L?(S?), die aus Eigenvektoren
vom Ag2 besteht.

Beweisskizze. Es bleibt zu zeigen, dass die Kugelfunktionen vollstdndig sind. Da-
zu verwendet man, dass stetige Funktionen dicht in L? sind. Ist f € L?(S?) so
gibt es eine stetige Funktion g mit ||f — g||2 beliebig klein. Nach der klassischen
Theorie der Fourierreihen kénnen wir g(z, ¢) durch ein trigonometrisches Polynom
2 m|<N gm (2)e™? mit stetigen Koeffizienten g,,, () gleichmissig und also auch in
L?(S?) beliebig gut approximieren. Wir diirfen wie im Beweis von Satz anneh-
men, dass g, (z) in einer kleinen Umgebung von z = £1 verschwindet. Dann ist
(1 —2%)~Im/2g, (z) stetig und kann nach Weierstrass gleichmissig durch ein Po-
lynom approximiert werden. Nach Satz ist also g, (z) eine Linearkombination
von Py |, mit £ > |m|. Setzt man all dies zusammen, so sieht man, dass fiir jedes
J € L*(5?%) und zu jedem € > 0, Koeffizienten ¢y, existieren mit

Hf - Z Cé,mYZ,mH2 <€

|m|<(<N
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Da aber ||f — Z|m|ge§N(Y6,maf>Yé,mH2 <IIf- Z\m\gegz\r ct,mYem||2, ist die Be-
hauptung bewiesen. O

BEISPIELE: Y(0(0, ) = 1/V4,

Yi,-1(0, ) \/7sm96i 3z—iy
3 z
Y1,0(0,¢) \/;cosﬁ_\/:r
3 . i 3 x+i
Yi1(0,0) = —\/;smee‘/’:_ o ry

Wir werden spiter sehen, dass 7Yy, (0, ¢), m = —£, ..., £, eine Basis des Vektor-
raums der Polynomen

u(x,y,z) = Z ua,b,cxaybzca

a+b+tc=¢
mit komplexen Koeffizienten w4, die die Laplace-Gleichung Au = 0 erfiillen.
Solche Polynome heissen homogene harmonische Polynome vom Grad .

Wir betrachten jetzt einige Anwendungen, wobei wir auf rigorosen Beweisen
der Korrektheit der hergeleiteten Losungen verzichten.

8.1. Elektrostatik im Inneren einer leeren Kugel. Der oben diskutierte
Randwertproblem

Au(z) = 0, reR® |z| <R,
uw(z) = f(z), |z[=
mit vorgegebener Randbedingung f = f(6, ), fiihrt nach Separation der Variablen

auf die Formel
0o 4
= Z Z Cl,mren,m(ea(p)'
=0 m=—¢

Die Koeffizienten werden durch die Randbedingung festgelegt. Setzt man r = R ein
und verwendet man, dass Kugelfunktionen eine ortonormierte Basis bilden, erhélt
man

com =R7* /Y'&m(G, ©)f (0, ) sin @ didep.

Eine alternative Losung dieses Problems fiihrt auf eine Integralformel fiir die Losung
(Poissonformel, s.u.).

8.2. Stromung um eine Kugel. Die stationidre Geschwindigkeitverteilung
i(z) € R, x = (v1,22,23) € R® einer inkompressiblen Fliissigkeit, die um einer
Kugel von Radius R in der positiven z-Richtung mit Geschwindigkeit vy fliesst,
erfiillt ¥(z) = grad u(z) wobei u Losung des Randwertproblems

Auz) = 0, |z >R,
x-gradu(z) = 0, |x| =
u(zr) ~ voxs, |x| = oo,
ist. Die zweite Bedingung bedeutet, dass die Geschwindigkeit der Fliissigkeit tan-
gential zur Kugeloberfliche ist. Die dritte Bedingung ist die Forderung, dass die

Geschwindigkeit weit weg vom Hindernis gegen den konstanten Vektor (0,0, vg)
konvergieren soll.
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ABBILDUNG 3. Das Geschwindigkeitsfeld ¥/(z1, 0, z3)

Die Separation der Variablen fithrt auf den Ansatz

&S] 14
w=> "> (armr’ +bemr ) Yem(0, ).

=0 m=—¢

Die Randbedingung auf der Kugeloberfliche lautet du/dr = 0 fiir r = R. Also,
wenn wir das Skalarprodukt mit Y; ,,, nehmen,

lagm R — (£ 4+ Dby, RT3 =0.

Insbesondere by ¢ = 0. Da aber w linear fiir r — oo wachsen soll, muss a,,,, und
also auch by, fiir £ > 2 verschwinden. Da u nur bis auf einer additiven Konstanten
definiert ist, diirfen wir ag o = 0 setzen. Also by, = R3aq,,/2 und
1
u= Z arm(L+ (R/7)3/2)rY1 m (0, ).
m=—1

Da rY] 41 zu o1 £ 422 und Y7 o zu 23 proportional ist, miissen a; +; verschwinden,

und wir erhalten s
1/ R
= 1+ — .
u(@) ”0< 3 (m) )“

Die Geschwindigkeitsverteilung ¢(x) ist dann

(x) = (0,0, v0) — 2 a3).

V)
ﬁ(&le& 3wox3, 2735 — 27 — T3

In Abb. 3| ist das Geschwingkeitsfeld in der x;-z3-Ebene mit dem Mathematica-
Befehl VectorPlot dargestellt.



KAPITEL 4

Distributionen (verallgemeinerte Funktionen)

1. Motivation

Das elektrostatische Potential u, das von einer Ladungsdichte p erzeugt wird,
ist eine Losung der Poisson-Gleichung

(14) Au(x) = —4mp(x), x € R3.

Die totale Ladung ist Q@ = [z p()dz. Eine Punktladung e im Ursprung wird nach
Dirac mit einer “Funktion”

p(x) = ed(x)
beschrieben, wobei §(z) = 0 fiir  # 0 und [, §(x)de = 1. Eine Lésung von

ist dann das Coulomb-Potential
e

u(z) = —

x|

Tatsdchlich ist A = 0 fiir z # 0 (nachrechnen) und fiir alle R > 0 gilt

Alde = / div grad © dz
rs  |7] |z|<R ||

Gagss / grad <. ndQ)(x)
|z|=R 7|

ex;
= - — 2 dQ(x)
/M,R;W ]
e

€
= —= dQ(z) = ——47R?
R2 /z|—R (z) R

= —4re,

obei n = ﬁ der nach aussen weisende Normalvektor der Lénge 1 ist.
Die obigen formalen Rechnungen bekommen eine Bedeutung im Rahmen der
Theorie der Distributionen von Laurent Schwartz.

2. Temperierte Distributionen
DEFINITION 4.1. Eine temperierte Distibution ist eine stetige lineare Abbildung
w:.SR") = C, © = wlp).
Mit anderen Worten erfiillt w die Figenschaften:
(i) wiAe + p] = dwlep] + pw(d], A, p € C.

. B
(i) n = ¢ = wlpn] = wlg].
Der Raum der temperierten Distributionen wird mit .#/(R™) bezeichnet.

BEMERKUNG 4.1. (ii) kann durch die schwéchere Bedingung (ii’) ¢, %50 =
54 54
wlen] = 0 ersetzt werden, denn ¢, = ¢ <= ¢, — ¢ = 0.

59
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BEISPIEL 4.1. .(R™) kann als Unterraum von .’ (R™) aufgefasst werden. Sei
f e (R™). Wir definieren eine Distribution w; (“f als Distribution aufgefasst”),
durch

welel = [ flax)p(z)de.
RTL

Die Linearitdat von wy ist offensichtlich.

Stetigkeit: sei ¢; %0 (j = 00). Insbesondere strebt die Folge sup,cpn |, ()|
gegen 0 (j — oo) und ist somit beschrénkt. Also |f(z)¢;(x)| < const |f| € L'. Wir
konnen also den Lebesgueschen Konvergenzsatz anwenden:

lim [ f(z)p;(z)ds = /f(x) lim ¢j(z)dx =0,
j—oo j—o0
also wrlp;] — 0. o

Ist f1 # f2 in (R™), so ist auch wy, # wy,, denn fir ¢ = fi — fo gilt

wnld—wnld = [ (@) - p@)paide = [ 1/i@) =~ f@)Pds >0,

BEISPIEL 4.2. Allgemeiner: sei f so, dass f(x)(1+ |x|?)~ € L* fiir ein hinrei-
chend grosses N. Dann kann man wy wie im Beispiel definieren (Ubung).

n

BEISPIEL 4.3. Dirac’sche §-Funktion
d[¢] = ¢(0), fir alle p € Z(R").
Stetigkeit: sei ¢; € Z(R™), ¢; — 0. Dann konvergiert ¢; gleichméssig gegen 0, und
insbesondere ¢;(0) — 0. Also d[p;] — 0.

BEMERKUNG 4.2. Distributionen der Form wy mit f € .#/(R™) heissen reguldre
Distributionen.

BEMERKUNG 4.3. Wir betrachten hier temperierte Distributionen. Distributio-
nen (ohne das Wort temperiert) sind Elemente des Dualraumes von C§°(R"™), d.h.
stetige lineare Abbildungen von C§°(R") nach C. Eine Linearform w auf Cy(R™)
heisst stetig wenn wlyp;] — we] fiir alle Folgen ¢, die Triger in einer gemeinsamen
beschrénkten Menge X C R™ haben, und so dass |[[0%p; — 0%¢|lec — O fiir alle
a e N".

Notation. Ist f eine Funktion wie in den Beispielen oben, so schreiben wir oft
einfach f statt wy. Dies bedeutet, dass wenn von f als Distribution die Rede ist,
ist die Distribution ¢ — fl¢] := [ f(z)¢(x) dz gemeint.

3. Operationen auf Distributionen
Wir betrachten folgende lineare Abbildungen von .#(R™) nach . (R™).
a) Translationen
(Tf)(@) = f(& —a),  acR™

b) Lineare Variablentransformationen

(Uaf)(@) = f(A7'2), A€ GLy(R).
¢) Multiplikation mit einer Funktion g € ./(R™)

(9f)(x) = g(z) f (2).

d) Ableitung f— 9*f =07 --- 9% f.

e) Fouriertransformation f — f.
f) Faltung mit einer Funktion g € Z(R™) f+— g f.



3. OPERATIONEN AUF DISTRIBUTIONEN 61

Diese Abbildungen sind stetig (Ubung und Satz[2.13)). Wir wollen diese Operationen
auf Distributionen definieren. Dazu untersuchen wir wie sie auf regulédre Distribu-
tionen wirken.

a) Translationen. Seien f, ¢ € . (R™). Dann

Tole = [ EnEewds = [ fa- e

]R'n.
= L (@)e(z + a)dr = f[T-q¢).
Dies motiviert die Definition fiir w € ./(R")

(Taw)[p] = w[T-ag]-

T,w ist als Zusammensetzung von 7_, und w stetig, also in .7/ (R™).

b) Lineare Koordinatentransformationen. Seien f,¢ € ./ (R"). Dann
Uahlel = | fA  a)p(x)de = [ f(y)p(Ay)|det Aldy = f[Ua-1¢0]| det Al.
Rn R’VL

DEFINITION 4.2. (Ujw)[g] := | det Alw[Ua-1¢] fiir beliebiges w € ./(R™).
¢) Multiplikation mit einer Funktion. Seien g, f, ¢ € ./(R™). Dann

G0l = [ 9@ f@)e@)ds = flagl.

DEFINITION 4.3. Seien g € ./ (R"), w € ./(R™). Dann (gw)[p] := wge].

Allgemeiner kann man hier fiir ¢ auch C°°-Funktionen zulassen, sofern die
Funktion und alle Ableitungen hochstens polynomial wachsen, so dass gy € 7 (R™).
Insbesondere ist dies der Fall, falls g selbst ein Polynom ist.

d) Ableitung. Seien f, ¢ € .(R™). Mit partieller Integration erhalten wir
@1l = [ @ s@)ewis = ()P [ fo%edz = (1)o7,
DEFINITION 4.4. (0%)[g] := (—1)l*lw[0¥y] fiir alle w € .#/(R™) (,,Ableitung

im Distributionssinn”).

BEISPIEL 4.4. n = 1. Die Heaviside-Funktion

1 >0
9(’3):{ 0 <0,

ist nicht differenzierbar (nicht einmal stetig). Wir berechnen ihre Ableitung im
Distributionssinn. 6 definiert die Distribution

o bl = [ Bla)p(onts = / T o@dr,  pe S®).

Die Ableitung ist die Distribution

(550)W1=—0(g0) = | polodts = o0) =l

LEMMA 4.1. i& =4.
dx

Also ist

BEISPIEL 4.5. Verschobene §-Funktion. Sei ¢ € R™. Wir definieren
dalp] := (Tud)[¢] = p(a).
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BEISPIEL 4.6. Lineare Variablensubstitution bei der §-Funktion.
Sei A € GL,(R). Dann gilt:

(Uad)lp] = 6[Ua-r¢]| det A| = ¢(0)] det A.

Folglich gilt

LEMMA 4.2. Uy0 = |det Al fiir alle A € GL,(R).

In der Notation der Physiker und der Physikerinnen lautet dieses Resultat

“5(A" 1) = | det Alo(x)".
BEISPIEL 4.7. Ableitungen der §-Funktion (o € N™)
(078) ] = (=1)'*(97¢)(0).

e) Fouriertransformation. Fiir f,¢ € Z(R") gilt
flel= | fedo= | fode=f[g]
]Rn R’V‘L

und flg] = f[g].
DEFINITION 4.5. @[y] := w[], @[¢] := w[P] fiir alle w € ' (R™).

SATZ 4.3. Die Fouriertransformation und die inverse Fouriertransformation
sind bijektive lineare Abbildungen

AV (R = S (RY)
und fir alle w € ' (R™) gilt WY =w¥" = w.

Beweis. Linearitét ist klar. Fiir beliebige w € ./(R™) und ¢ € .(R"™) haben wir
nach Satz 2.3

Ml = WM = wle*"]
ol =WV =wlp™] = wlp]. O

Beispiel. Fouriertransformation der Funktion 1 auf R™ (im Distributionssinn)

] = /1‘s0d:v:/ pdz,
RTL n

il = 1= [ ek = @06 (0) = (22" (0).

w

I
£
ASH

w\”\[ /\}

Resultat:
LEMMA 4.4. 1= (2m)"6.
In der Notation der Physik: [;, e~ "**dx = (2m)"6(k).
f) Faltung. Seien g, f € /(R"), ¢ € S (R")

Genled = [ [ gle-nf@dyela)ds
/n f) (/Rn g(x — y)s@(w)dw> dy

= [flg*el,
wobei g(x) = g(—=). Definiere also fiir g € ./ (R"), w € '(R"™)

(grw)lpl :=w[g*¢]  undanalog  (w*g)[e] :=w[g*¢].
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LEMMA 4.5. Fiir alle g € 7 (R™) gilt
gxd=g
(im Distributionssinn).

Beweis. Sei p € S (R™)

(9 0)[p] =0[g*¢] = / 90 —y)p(y)dy = / g(y)e(y)dy = gle).

n n

LEMMA 4.6. Seien f,g € L (R"), w € ' (R™). Dann gilt fir alle o« € N*
(i) 0%(fxg) = (9°f)xg =[x
(i) 0%(w=xg) = (0%w) x g =wx0%g = 0%(g *w)

Beweis. (i) Da fxg = g * [ geniigt es, die erste Gleichung zu beweisen. Nach
Induktion, geniigt es, sie fiir erste Ableitungen zu verifizieren:

O [ te—y)gly)dy = / 9 tx— y)gly)dy.

6.’131‘ R R 81‘1-

nach dem Mittelwertsatz und dem Satz von Lebesgue.
(ii) wird auf (i) zuriickgefiihrt:
*wxgle] = wlpxgl=(=1)"wd*(p*d)] = (=1)*w][(0*¢) * g]
(—=D*N(w * g)[0"¢).

4. Konvergenz in .¥'(R")

Wir statten den Raum der temperierten Distributionen ./ (R™) mit einer Topo-
logie aus, der schwachen x-Topologie. Konkret ist .#/(R™) ein lokalkonvexer Raum
mit der Familie von Halbnormen {||wl|,},e.5®n), mit

lwllp := |wlell;
wobei ¢ € {iber Schwartzraumfunktionen lduft. Insbesondere konvergiert eine Folge
(wj)52, in '(R") gegen w € '(R"), falls fiir alle ¢ € 7 (R")

wj[e] = wlg]  (F = o0).
Wir schreiben dann w = %/-lim;_, o, w;.

BEMERKUNG 4.4. Allgemein definiert man fiir einen topologischen C-Vektorraum
V den Dualraum V* als den Raum der stetigen linearen Abbildungen V' — C. Auf
V* existieren verschiedene Topologien. Die schwache *-Topologie (oder ultraschwa-
che Topologie) ist allgemein die lokalkonvexe Topologie, die durch die Familie von
Halbnormen ||f||, := [f(v)|, mit v € V, erzeugt wird.

Sei nun F' : V — V eine lineare Abbildung. Sei F* : V* — V* die duale
(transponierte) Abbildung, definiert auf f € V* durch (s. die Lineare Algebra
Vorlesung)

(F* £)(v) 1= F(F(v)).
Dann ist F* automatisch schwach-*-stetig, denn
IE™ fllo = [(E" ) @) = [f(EV) = Iflrew) < [flF@)-

Die oben definierten Operationen auf Distributionen sind alle transponierte
Abbildungen, und daher stetig.

Insbesondere folgt z.B. aus w = .%/-lim_, o wj fiir beliebiges ¢ € .#(R™),

@ilp] = wj[@] = wl@] = wle],

also @ = "-lim;j ;0 ;.
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Approximierte 6-Funktionen:
SaTz 4.7. Sei f € L*(R™), [ f(x)dx =1, und sei

fi(@) = f(z)i", J=12.3,...
Dann konvergiert die Folge f; (als Folge von Distributionen) gegen §.
Ist zum Beispiel f(x) = X[-1 1], SO ist es intuitiv plausibel, dass die Folge
der f; gegen die -Funktion konvergiert. Satz gilt allerdings auch fiir beliebige

L'-Funktionen mit Integral 1.
Beweis. Fir ¢ € . (R") ist

lim file] = lim [ fe)i"e(@)de 2T lim [ f(y)e(y/i)dy

Jj—o0 j—oo Jrn j—oo Jgrn
Lebesgue
= [ Fwel0)ds = ¢(0).
Man darf den Satz von Lebesgue anwenden, weil |f(y)e(y/7)| < |f(W)lll¢lloo €
LY(R™). O

BEISPIEL 4.8. Regularisierung von Polen. Eine Funktion mit einem Pol auf
der reellen Achse, wie f(x) = 1/x kann nicht direkt als Distribution aufgefasst
werden, da sie nicht integrierbar in der Umgebung der Singularitidt. Der Hauptwert
P(1/x) = "-lim o+ %Xlw\ze ist definiert durckﬂ

P<1) W = tim [ Lo dx+/jo %go(x)d:z:

T =0t J_o T

[,
0

T

Dies definiert eine Distribution in .’ (R), da nach dem Mittelwertsatz,

‘P(l) [go}‘ < /012sup|{¢’(y),y€[—171]}

X
+ / 2sup{|ylo(y), ¥ € R}|dz/|al < cllllra.
1

Andere regularisierte Versionen von 1/z sind 1/(x 4 40) = #'-lim._,0+1/(x + i€),
d.h.

1
= 1. d .
i ei%l+/R Trt@d
Dies definiert eine Distribution, als Folge der bemerkenswerten Formel:

SATZ 4.8.

1 1
=P - i7r0
Z £ 100 <x> o
Beweis. Wir zerlegen 1/(x + i€) in Real- und Imaginérteil.
1 T .
= i
x+ie x2+ €2 +
Wir haben dann mit dem Satz von Lebesgue

x Y ) — ol —a)da =20 *1 ) — ol—2)) da
| et = | (pla) — ol=e = [ 2(ola) = pl) do.

22 + €2 22 + €2

72 4 €2

IWir schreiben y = lim,_, o+ f(e) wenn y = lim;_, o f(e;) fiir alle Folgen (¢;) positiver Zahlen
die gegen Null konvergieren.
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Ferner gilt nach der Variablensubstitution x = ey,

€ 1
| metards = [ et dy = mpl0)

5. Fundamentallésungen fiir den Laplace-Operator
Wir betrachten die Poissongleichung in n > 2 Dimensionen
(15) Au(z) = f(z), ze€R™

Die Funktion f ist vorgegeben, und es wird eine Funktion u € C?(R") gesucht mit
u(z) — 0, |z| — oco. Als erster Schritt wird eine Losung von im Distributions-
sinn gesucht, d.h. eine Distribution v mit Au = f. Es soll also fiir alle ¢ € #(R")
die Gleichung

(Au)lg] = flel,
d.h.
ulAg] = fly]
gelten.

DEFINITION 4.6. Eine Fundamentallosung fiir einen Differenzialoperator

L= Z a6, 0%

aeN™
lal<N

mit konstanten Koeflizienten a,, ist eine Distribution E € ./ (R"), die die Gleichung
LE =9
erfiillt.

In unserem Falle AF = §. Ist F eine Fundamentallésung fiir A und f € .7(R"),
so ist

u=FExf
eine Losung von im Distributionssinn, denn
ANExfy=AExf=06xf=F.

Wir suchen also eine Losung von AE = 4. Ansatz: E(z) = ¢(|z|), wobei ¢ fiir

r # 0 eine C%-Funktion von r = |z| ist. Fiir r # 0 erwarten wir, dass Ay = 0, also
0? n—120

o(r) +

or? r

5 V() =

Eine Losung ist
cpr "2 n > 2,
colnr n=2.

w(r) = {

Die Konstanten ¢, sind noch zu bestimmen. Wir zeigen jetzt, dass E(x) = ¢(|z|)
eine Distribution definiert. Sei p € % (R™)

; 215 () |dx
[ llahpta)da s/ (1) g 1+l et
sup |(1+ g™ |/ (o —

yeRn (L Jz2)m

Fiir m > 2 ist [, [0(|2])[(1 + |z[*)"™dz oc [° [o(r)|(1 4 r2)~™r" " dr < oo, also
ist |E[¢]| < const ||¢||2m,0, und E ist somit stetig. Also E € &/ (R™).

|Elell =

IN
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LEMMA 4.9. (Greensche Identitit) Sei D ein beschrinktes Gebiet in R™ mit
glattem Rand 0D und nach aussen weisendem Einheitsvektoren n(x), x € 0D. Fiir
alle u,v € C*(D U D) gilt dann

ou ov
/D(Auv —ulv)dx = /aD (%v - u8n> dQ(z),

wobet 6—‘1 =3, ni(x)a%,- die Ableitung in normaler Richtung bezeichnet, und
dQ(x) das Oberflichenmass auf 0D ist.

Beweis. Nach dem Gaussschen Divergenzsatz haben wir

/D (Auv — ulv)dx Z / 3o, ( o gxz) dz
Z/@Dm <8ml gxz)dm )

Rechnung:

Elfp] = | P(lz)Ap(r)de = Tim /<| KRw(Ix\)Aw(w)dﬂﬂ-

Rn e—0t ,RToo €

Wir beniitzen die Greensche Identitét fiir D = {x € R"[e < || <r}, ni(x) = £,
und verwenden, dass Ay = 0 auf D.

plog = im [ (w32 - 25 ) o)

Der Limes R — oo kann ausgefiihrt werden. Da ag—g) und ¢(z) schneller als jedes
Polynom gegen 0 streben fiir || — oo, hat man keinen Beitrag von der Komponente
A

1N
/

{|z| = R} von 0D. Also

e—0t

. Op
Ap| = lim dQ .
E[Ag] ( . E¢(| |) (z) - /w Ean(l z|)p(z)d(x ))

Im ersten Term schétzen wir \g—ﬂ durch sup,cgn |a—i| ab

¢ = € ¢ € const "1
v(lal) 5 dQ()’ - ‘¢<>/L_Eand9<> < [9(0) il const

‘ =

const ||¢|lo1 cne n > 2
const ||¢]lo,1 coelne n =2

e—0T
ke

0.
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Im zweiten Term rechnen wir
81/} z|) -
b _ Z 2 () = =0 (al) = ~zylal

wobei é, = ¢,(2 —n) fiir n 2 3 und ¢; = co. Wir konnen jetzt den Limes ¢ — 0
ausfiihren.

B[] =  lim /() / _ P@ane)

e—0t

T () / . (0(0) + O(c))dx)

e—0t

= lim (OIS (9(0) + O)

= &lS"p(0).
Die Distribution E ist also eine Fundamentallssung, falls ¢,|S" 1| = 1. Da |S"~!| =

13(%722) hat man das Resultat:

SATZ 4.10. Sein > 2. Die Funktion
n/2) n
B(z) = %M 2 onz3,
5 Ln |a:\7 n=2,

ist Fundamentallosung fir den n-dimensionalen Laplace-Operator, d.h. sie erfillt
(als Distribution) die Gleichung

AE =4.
BEISPIEL 4.9. n=3: E(z) = ! =4: E(z) = !
9. n=3: Ex) = Irla] n=4: F(x) = proTy

BEMERKUNG 4.5. In diesen Beispielen ist die Fundamentallésung eine glatte
Funktion ausser im Punkt 0, wo ¢ “singulér” ist. Man kann zeigen (S. z. B. Taylor),
dass dies ein allgemeines Phénomen ist, das unter dem Namen “Elliptische Regula-
ritdt” bekannt ist. Eine Distribution w € ./ (R™) heisst glatt auf einer offenen Men-
ge U C R™, falls es eine glatte Funktion f : U — C gibt, mit w[¢] = [ f(z)¢(x)dz
fiir alle ¢ € #(R™) die ausserhalb U verschwinden. Zum Beispiel sind § und E
glatt auf R™ \ {0}.

Ein Differenzialoperator Z‘ al<N ao,0% der Ordnung N heisst elliptisch wenn
Z\a|:N aap® # 0 fiir alle p € R™ \ {0}. Zum Beispiel ist A elliptisch da [p|? # 0
fiir p # 0, nicht aber der Wellenoperator [J = ¢=207 — A.

Sei L ein elliptischer Differenzialoperator und f € /(R™) glatt auf U. Die
elliptische Regularitéit besagt dann, dass jede Losung u € %/(R™) von Lu = f
ebenfalls glatt auf U ist.

Dabei ist die Annahme, dass L elliptisch ist, wesentlich: wir werden sehen, dass
die Fundamentallésungen des Welleoperators singulér auf einem Kegel sind.

6. Fundamentall6sungen und Fouriertransformationen

Sei L = 2\04 <N ao,0% ein Differenzialoperator der Ordung N mit konstanten
Koeffizienten a, € R. Da die konstante Funktion 1 (als Distribution aufgefasst)
die Fouriertransformierte der Dirac §-Distribution ist, konnen wir die Gleichung
LE =§ fiir Fundamentallosungen E € .#/(R™) als eine algebraische Gleichung fiir
die Fouriertransformierten £ umschreiben:

(16) P(K)E(k) = 1.

wobei P(k) = > aq(ik)* ein Polynom in ky,...,k, ist. Die Gleichung (16) muss
im Sinne der Distributionen verstanden werden: die linke Seite ist als Multiplikation
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der polynomial beschriankten Funktion P mit der Distribution E aufzufassen: also
bedeutet (16) nach Definition E[Pyp] = 1[p = [(z)dx fir alle ¢ € . (R™). Hat
P(k) keme reelle Nullstelle, so definiert 1/ P( ) eine Dlstribution und wir haben eine
Losung E(k) = 1/P(k) oder E = (1/P(k))". Allgemeiner definiert diese Formel eine
Fundamentallssung wenn 1/P(k) integrierbare Singularitéten hat.

BEISPIEL 4.10. Sei n = 1 und L = —j—; + u%, p > 0. Dann ist P(k) =
k2 + p2, und E = (1/(k* + p?))Y. Da k — 1/(k* + p?) in LY(R) ist, konnen wir
(nach Fubini) die inverse Fouriertransformierte dieser Distribution mit der iiblichen
Formel ausrechnen: E[p] = [ E(z)p(x)dz, mit

1 1 . 1
E(r) = — kel = —emrlel,
(z) 2m /R k2 + u2e 2ue

BEISPIEL 4.11. (Coulomb-Potential) Sei n = 3, L = —A. Dann ist P(k) = |k|?.
Die Singularitiit von 1/P(k) = |k|=2 bei k = 0 ist integrierbar in 3 (oder mehr)
Dimensionen. Also ist E = (|k|72)" definiert in .#/(R3). Allerdings ist k ~— |k| =2
nicht in L', da diese Funktion nicht rasch genug abfillt wenn k — oco. Die inver-
se Fouriertransformierte muss also als Distribution ausgerechnet werden. Mit dem
Trick des Konvergenzerzeugenden Faktors kann aber die Rechnung auf Fourier-
transformationen von Funktionen zuriickgefiihrt werden: Elp] = [oq [k 2@ (k)dk =
im0+ [ps |k|~2e<I¥l@(k)dk. Solange € > 0 kénnen wir die Reihenfolge der Inte-
grationen vertauschen und bekommen E[p] = lim._,o+ [5s Fe(2)p(2)dz mit

1 e—e\k\+ik<x

B(zx) = dk
@ = G T
1 oo pm p2m —ek+tik|z|cos
= 7277 3 / / / 672/12&% sin 0dfdy
_ / / 7en+'m|x\cosedﬁ sin 6do
277

sin 0d6

(277) A 6—2|:U|COS€
I |
= d
(27)2 /_1 € —ilzlu “

B 1 /1 €+ ilz|u
(2m)? J_1 €+ (ulz])?
|z |

1
= ———2arctan —
@07z arctan

1
- 0.
47 || ‘

Hat aber 1/P(k) nicht integrierbare Singularititen, so kann man immer noch
durch Regularisierung Fundamentallésungen manchmal finden. Dies machen wir im
néichsten Abschnitt fiir die Wellengleichung.

7. Retardierte Fundamentallésung fiir den d’Alembert-Operator
Wir suchen Losungen u der inhomogenen Wellengleichung

1 9%u

age tu=h
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mit f vorgegeben, in drei Raumdimensionen. Diese Gleichung beschreibt zum Bei-
spiel die Ausbreitung von durch eine Antenne emittierten elektromagnetischen Wel-
len. Mit x¢ = ct, suchen wir dazu eine Fundamentallésung F fiir den d’Alembert-
Operator

0 0

Jj=1

Die Fouriertransformierte von F erfiillt dann (als Distribution)
(17) (k3 + k[)E(k) =1, k= (k1, ko, ks)

Eine Losung ist E(k) = (— (ko — i0)2 4 |k|2>) . Der Leser und die Leserin sollen ve-
rifizieren, dass diese Formel eine Distribution definiert, die erfiillt. Diese Wahl
der Regularisierung der Pole bei ko = £|k| fithrt auf die retardierten Fundamen-
tallosung, s.u.. Wir berechnen jetzt die inverse Fouriertransformierte £ im Sinne
der Distributionen. Um die Rechnung auf Fouriertransformationen von Funktionen
zuriickzufiithren, beniitzen wir einen konvergenzerzeugenden Faktor.

1
li p(k) dk
eir[r)lJr R4 —(k‘o — i6)2 + |k|2<p( )

’ 2
6_5 |k‘

Ely]

lim 5
et Jgu —(ko — i€)2 + k]2

(k) dk.

Nach Vertauschung des Integrals mit dem Fourierintegral hat man also

Elp] = lim E. o (z)p(z) dz,

€,e/ =0t

mit
1 e—¢ |k|®+ik-x+ikowo
E.o(x) = - dk dky,
)= Gt [ o i i e
mit der Notation z = (2¢,x) € R* x = (21,79,73). Die Integration iiber kg

kann mit dem Residuensatz ausgewertet werden. Fiir g > 0 schliesst man den
Integrationsweg in der oberen Halbebene und erhilt die Summe der Residuen (mal
27i) an den beiden Pole kg = +|k| + ie. Fiir 2y < 0 muss der Integrationweg in der
unteren Halbebene geschlossen werden und er umschliesst keine Pole. Fiir g = 0
sind beide Wahlen moglich, wobei die Rechnung einfacher ist wenn wir den Weg in
der unteren Halbebene schliessen. Also hat man

1 12 1 etlklzo _ e —ilklzo
o —€|k"+ikx—exo” "~ g >0
EE7€, (1;) — (271,)4 U /]R3 e 2|k‘ , X 5

O, o < 0.

Fiir zp > 0 verwenden wir Kugelkoordinaten (k, 8, ¢) mit z-Achse in der Richtung
von x, um das Integral zu vereinfachen. Die Integration iiber ¢ gibt einen Faktor
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27 und wir erhalten:

i o T ) o emxo _ e—imcg
E.o(z) = —7(2 )2/ / e " +’“‘x|°059_€x072 k2 sin 0 d9dk
™ 0 0 KR
Z’ o ’,.2 . . 1 .
= —— e €r 76950(61/19:0 _ €7ln$0)lﬁ: ezn\x|udu dr
8w 0 -1
; o0 ik |x| —ik|x|
(3 2 : g e — €
= —— e~ € K" —emo (ezmno —e maco) . dk
872 Jo i|x|

1 © 4 .
= m ) o€ K2 —exo (e'm(azo+\x|) o ezn(a:07|x|) + (Iﬁ: _ *lﬁ}))dﬂ

— < ;‘ |/ 676'52751’0(62’&(107\)(”76in(zg+\x\))dﬂ
m2x| J_ oo

e~ [x [ _ (wo—|x])? _ (@otIx)?
= @ —_— e 4e’ —e 4e’

sm2|x|\ ¢
676;1?[)
= lel(&'(mo = [x[) = der(zo + [x[)), (20 >0),

mit 5 (y) = (4me’) "2 exp(—y2/4e’) = 61(y/Ve)/Ve, einer approximierten o-
Funktion, also einer Familie von Funktionen so dass lim. _,o+ d.[¢] = ¢(0) fiir alle
v € Z(R) (cf. Satz . Wie konnen jetzt den Limes €, ¢/ — 07 ausfiihren: fiir alle
¢ € S(RY),
1
Ble) = [ o) dx
Der zweite Term trégt nicht bei, da ¢ (zg + |x|) — 0 wenn g > 0. Es folgt, dass
eine Losung von Lu = f, f € /(R*) ist u = E * f. Explizit (Ubung),
1
(18) u(mo,x):/RS mf(xo—|x—x’|,x’)dx’.
Die allgemeine Losung erhélt man in dem man eine allgemeine Losung der Wellen-
gleichung dieser Losung addiert. Diese spezielle Losung hat die Eigenschaft, dass
u(xo,x) verschwindet fiir zo << 0, wenn f kompakten Triger hat. Zudem hingt
die Losung zur Zeit t = xo/c von den Werten von f zu friiheren Zeiten (die Radio-
sendung empfiingt man erst nach der Emission der Signale durch die Antenne). Die
avancierte Fundamentallosung mit +:0 statt —i0 héitte zu einer Losung gefiihrt, in
der die Losung von den Werten von f in der Zukunft abhéingt. Man bemerke, dass
u(xg,x) proportional dem elektrostatischen Potential ist, das von einer Ladungs-
dichte erzeugt wird. Deren Wert in &’ ist f zur fritheren Zeit (z¢ — |x — x’|)/c. Die
Zeitdifferenz ist die Zeit die es braucht mit Lichtgeschwindigkeit von x’ nach x zu
gelangen.

BEMERKUNG 4.6. Malgrange und Ehrenpreis haben um 1955 bewiesen, dass
jeder Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten eine Fundamentallésung be-
sizt.



KAPITEL 5

Dirichletproblem, harmonische Funktionen

1. Dirichlet und Neumannrandbedingungen
Die Laplacegleichung fiir die Funktion v € C?(D), D C R™ lautet
Au(z) =0 rzeD.
Losungen der Laplacegleichung heissen harmonische Funktionen. Sei D ein be-
schrinktes Gebiet in R™ (d.h. eine nichtleere zusammenhéngende offene Menge)
mit glattem Rand 0D. Typische Randwertprobleme sind das Dirichletproblem

Au(z) =0 xeD
{ w(z) = f(z)  weoD (D)

und das Neumannproblem

{ Au(x) =0 xreD
%(x) = g(z) x € 0D

Die Funktionen f und g sind vorgegebene Randbedingungen, und gesucht wird
u € C?*(D), die (D) oder (N) erfiillt. In der Elektrostatik erfiillt das elektrische
Potential in einem neutralen Medium die Laplacegleichung. Die Randbedingung
(D) hat man wenn der Wert des Potentials am Rand vorgeschrieben wird, (N)
falls die Ladungsdichte auf der Oberfliche gegeben ist. Wir beweisen zuerst einen
Eindeutigkeitssatz.

(N)

SATZ 5.1. Seien uy, us zwei Losungen von (D). Dann ist uy = ug. Seien ug,

ug zwei Lésungen von (N). Dann ist u; = ug + const.
Beweis. Sei v = u; — ug. Dann ist Au = 0 und u(z) = 0 (bzw. %(x) = 0) fiir
x € dD. Nach dem Gaussschen Divergenzsatz hat man

0< /Dzi(uzi)de:/D [Zl(uux)x —ulu| dx
= /BD u(x)g—Z(z)dQ(az)

Der letzte Ausdruck verschwindet, und es folgt dass u konstant ist. Im Falle (D) ist
die Konstante 0, denn u(x) = 0 auf 0D. O

2. Greensche Funktionen

Im Kapitel iiber Distributionen haben wir die Fundamentallosung

1
——— >, n>3
E(z) = w”(21— n)
o In |z|, n=2
eingefiihrt. Hier ist w,, = [S" 71| = % Sie erfiillt die Gleichung AFE = ¢, d.h.

/ B(z - y)Au(y)dy = u(z)

71
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fur alle u € & (R™).

LEMMA 5.2. Sei u € C%(D). Dann gilt fir x € D

ulz) = /D E(z — y) Au(y)dy /@ ) [E(:c y>§7fy<y> u(y)aa%E(x )| da).

Beweis. Der Beweis ist parallel zum Beweis von Satz Die Randterme werden
aber beriicksichtigt. Nach der Green’sche Identitét gilt mit B.(z) = {y € D||y —
x| < €}

| Be-ysuwdy = tim [ By
D =0 /D\B.(x)
= wo)+ [ (B9 - u) P =) an).

Der erste Term ergibt sich aus der Integration iiber 9B, (z) und wird genau wie im
Satz [£.10] ausgewertet. O

Der Existenzsatz fiir (D) und (N) gilt, soll aber hier nicht im Allgemeinen
behandelt werden.

DEFINITION 5.1. Sei D C R"™ offen mit glattem Rand. Eine stetige Funktion
G(x,y) auf {(x,y) € D x D|x # y} heisst Greensche Funktion des Gebiets D (fiir
den Laplace-Operator) falls

(i) G(z,y) = E(z —y) +v(x,y), mit v € C?(D x D) und A v(z,y) = 0.
(ii)) G(z,y) =0,z € 9D,y € D.

Insbesondere ist fiir © # y A,G(x,y) = 0. Wir schreiben A, fiir den Laplace-
Operator Y 9?/0z? in den Variablen z.

BEMERKUNG 5.1. Die Greensche Funktion liefert eine Lésung des inhomogenen
Problems Au(z) = f(z),z € D, u(z) = 0, x —6 oD mit vorgegebenem f mit

kompaktem Triger in D. Es gilt ndmlich.fiir w( f D y)dy,
Au(z) = A/E (x—y )dy—i—/Amv(:v,y)f(y)dy
)+ 0,

Falls f in einer Umgebung des Randes verschwindet, folgt aus G(z,y) =0, z € 9D,
dass u(z) =0, x € 9D.

BEMERKUNG 5.2. Die Greensche Funktion ist eindeutig. Die Differenz zweier
Greenschen Funktionen auf D ist ndmlich, als Funktion des ersten Argumentes =z,
eine Losung des Dirichlet Problems (D) mit Randbedingung 0, also, nach Satz
identisch null.

SATZ 5.3. Falls u eine Lisung von (D) ist, hat man fiir alle x € D

oG
u(@) = [ o= (y,2)f(y)dy).
oD Oy
Beweis. Nach Lemma [5.2] haben wir, fiir u harmonisch,

ou 0
o) = [ =B =) )+ ) o Bl = )| 20
Anderseits gilt nach der Green-Identitét,
Ju 0
O:/ {v ,o)=—(y) —u(y) =—v ,x}dQ .
- (y, @) an, (y) —u(y) o, (y, )| dQ(y)

Die Behauptung folgt durch Subtraktion, unter Verwendung von E(x —y) = E(y —
x). O
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Die Formel in Satz liefert also die Loésung als Funktion der Dirichlet Randbe-
dingungen.

3. Methode der Spiegelbildladung, Poissonformel

Die Greensche Funktion der Kugel wird durch die Methode der “Spiegelbildla-
dung” konstruiert. Sei D = Bg(0) = {z € R"||z| < R}. Fiir y € D sei

R2
Y= sy
|y|?

Die Abbildung y — y* heisst Spiegelung um die Sphére vom Radius R (Abb. .
Es ist leicht, folgende Eigenschaften zu verifizieren.
(i) ¥y =y.
(ii) |y = R*/|y|.
(i) |yl - o —y*| = |2[ - |y — 27|,
Die letzte Eigenschaft folgt der Tatsache, dass beide Dreiecke in der Abbildung
die einen gemeinsamen Winkel in 0 haben, wegen |z| - |z*| = |y| - |y*| dhnlich sind.

ABBILDUNG 1. Geometrischer Beweis von (iii): Die Dreiecke Oxy*
und Oyx* sind dhnlich.

Fiir n > 3 ist also

o = pe-o- () pey)

# |m_y‘2—n_ @ 2 |{L‘—y*|2_"
wn(2—n) R

die gesuchte Greensche Funktion, denn A, FE(x — y*) = 0 fiir alle x € D (y* ¢ D!)
und G(z,y) =0 fiir x € dD. Fiir n = 2 ist die Greensche Funktion

1

Gla,y) = Blw—y)=Blz—y")-5-In ('z%)

1 « 1Yl
o (lnx—y|—ln (m—y R))
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S

D

ABBILDUNG 2. Bild zur Abschétzung von |u(x) — f(y)|

Aus der Eigenschaft (iii) der Spiegelung folgt, dass g(x,y) = G(y, ). Der in Satz
auftretende Kern ist dann

H(y,x) = (fnyc:@, 2)

1 R*—|zf?
ly|=R wn R |:1j - y|n

(n=2)

SATZ 5.4. (Poisson-Formel) Sei D die Kugel {x € R™||z| < R} und f stetig
auf 0D. Die Funktion

U(w‘)=/ H(y,x)f(y)dQ(y), x€D
ly|=R

ist glatt auf {x € R™||x| < R}, harmonisch und konvergiert gegen f wenn |x| — R.

Beweis. Die Funktion H (y,z) ist C*° als Funktion von € D mit y € D, und alle
Ableitungen nach x sind stetig in y € 9D. Also darf unter dem Integral abgeleitet
werden, und w ist glatt. Da G(z,y) = G(y, ), wie aus der expliziten Formel und
der Identitit |y||z — y*| = |=|ly — «*| ersichtlich ist, ist G(y,z) und daher H(y, z)
harmonisch als Funktion von z. Daraus folgt dass u harmonisch ist. Es bleibt zu
zeigen, dass u(x) — f(y) falls ¢ — y und y € 9D. Da die Funktion 1 harmonisch
ist und den Randwert 1 hat, gilt nach Satz

19 1= H(y, 2)dQ(y).
(19) [ Heew
Also hat man fiir [z| < R, |y| =R
u@) -~ f) = [ D7) - f0)d2:).
|z|=R

Sei € > 0. Da f stetig ist, existiert ein § = d(e) so dass |f(z) — f(y)] < €/2 fiir
|z — y| <, siche Abb. [2 Wir zerlegen

u(z) = f(y) :/M:R +/m=R =1+ 1.

2=yl <5 l2=y]>5
Da H(z,z) > 0 gilt nach
€

11| < 3 /|z|=R H(z,2)dQ(z) = =

Sei M = max|.|—r |f(z)|. Wir haben die Abschitzung

1 R? — |z
L| <2M ———dQ(z).
R e =
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Sei |y —x| < & < 6. Wir schéitzen |z —z| und R? —|z|? mit der Dreiecksungleichung:
fiir |z — y| > ¢ gilt
-zl =z lz—yl—ly—z| =50
und da |y| = R, R? — |z|? = (Jy| — |z])(R + |z]) < |y — z|(R + |z|) < §2R. Somit
gilt ) ,
|M<5ﬁ%4ﬁfma®%?W:4medw—ﬂ”
Fiir ¢’ klein genug, ist |Iz| < €/2. Es folgt |u(z) — f(y)| < e fiir |z —y| < §'. O

Als Anwendung beweisen wir einige bemerkenswerte Eigenschaften von harmo-
nischen Funktionen. Sie sind Verallgemeinerungen von aus der Funktionentheorie
bekannten Eigenschaften von harmonischen Funktionen in n = 2 Dimensionen.
In diesem Fall sind (reellwertige) harmonische Funktionen wu(x1,z2) Realteile von
holomorphen Funktionen von x; + ixs. Fiir n = 1 sind harmonische Funktionen
Losungen der gewohnlichen Differenzialgleichung u”(x) = 0 also affine Funktionen
u(x) = ax + b.

Wir bezeichnen mit Br(x) = {y € R" ||z — y| < R} die Kugel von Radius R
und Mittelpunkt  und mit Sg(z) = {y € R" ||z — y| = R} die Kugeloberfléiche.
Thr Flacheninhalt ist

27" /2
S =w, R"', wp,=—.
SATZ 5.5. (Mittelwertprinzip) Sei u harmonisch auf einer offenen Menge D C
R™. Fiir jede Kugel Bg(xz) C D gilt:
1
w(@) = g u(y) d(y)-
ISrR()| Jsp(2)
Beweis. Da, fiir jedes a € R™, u(z) genau dann harmonisch ist, wenn u(z + a)
harmonisch ist, diirfen wir annehmen dass z = 0. Die Behauptung folgt dann aus
1 R 1
H(y,0)= —— = ———, fii =R.
e o =]
O

Eine nicht leere offene Menge D C R™ heisst Gebiet [domain] falls sie zusam-
menhéngend ist, also wenn D keine Teilmengen ausser D und @ hat, die gleichzei-
tig offen und abgeschlossen sind. In diesem Fall ist zusammenhéngend [connected|]
gleichbedeutend wie pfadzusammenhiéingend [path connected]: zu je zwei Punkten
x, y in D gibt es eine stetige Abbildung ~: [0,1] — D mit v(0) = 2 und (1) = y.

SATZ 5.6. (Maximum-Prinzip) Ist u harmonisch auf einem Gebiet D, und sei
xo € D eine Maximalstelle: u(x) < u(xg) fiir alle x € D. Dann ist u konstant.

Beweis. Da D offen ist, gibt es eine Kugel Br(xzp) C D. Sei M = wu(xg) Nach
dem Mittelwertprinzip ist M der Mittelwert von u(x) < M auf S, (z¢) fiir » < R.
Das ist nur moglich wenn u(z) = M auf Br(z). Also ist U = u}(M) = {z €
D |u(x) = M} offen und nichtleer, da jeder Punkt von U als zy gewihlt werden
kann. Anderseits ist diese Menge als Urbild der abgeschlossen Menge {M} durch
die stetige Funktion u abgeschlossen. Es folgt, dass U = D, also u(x) = M fiir alle
zeD. (|

Da w genau dann harmonisch ist, wenn —u harmonisch ist, gilt auch das
Minimum-Prinzip: Nicht konstante harmonische Funktionen auf offenen zusam-
menhingenden Teilmengen von R™ haben weder Minima noch Maxima. Es folgt
ein stiarkerer Eindeutigkeitssatz fiir das Dirichlet-Problem, das keine Annahme iiber
den Rand braucht:
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KOROLLAR 5.7. Set D C R™ ein Gebiet. Sei u eine stetige Funktion auf dem
Abschluss D, die harmonisch auf D ist und so dass u(z) =0 auf dem Rand 0D =
D~ D. Dann ist u(z) =0 fir alle x € D.

Beweis. Da D kompakt ist, nimmt « ein Maximum und ein Minimum an. Sind die
Extrema auf dem Rand angenommen, so ist 0 < u(z) < 0 also u = 0. Sonst ist nach
dem Maximum-Prinzip u konstant. Da u auf dem Rand verschwindet, ist u = 0. J

SATZ 5.8. Sei u harmonisch in Br(x) = {y € R"||x — y| < R}. Dann ist

ou n
5. DS ‘yrglxaéR\U(y)l-
Beweis. 0.E.d.A. x = 0. Fiir |y| = R gilt
0 n R? n
H = — P = i
3%1- 20 (y7 .’I,') WnR ‘y|n+2 y wanJrl y
Die Poissonsche Formel gibt
ou n n
o) = | [ )i < g )

O

KOROLLAR 5.9. (Satz von Liouville) Jede auf ganz R™ beschrinkte harmonische
Funktion ist konstant.

Beweis. Sei M = max,ern |u(z)|. Da u in jeder Kugel harmonisch ist, folgt

Ju n
<—-M
ew| <3
fiir alle R > 0, y € R™. Also £ (y) = 0. 0

KOROLLAR 5.10. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nichtkonstante Polynom
mit komplexen Koeffizienten hat eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Nehmen wir an, ein Polynom P(z) = a,2"+- - -+ao vom Grad n habe keine
Nullstellen. Dann ist f(z) = 1/P(z) eine holomorphe Funktion auf der komplexen
Ebene. Somit sind Real- und Imaginérteil von f harmonisch. Fiir |z] — oo ist
P(z) = an2™(1 4+ O(1/2)) mit a,, # 0, also ist f(z) beschrinkt. Nach Korollar
ist dann f und somit auch P konstant. (|



KAPITEL 6

Das Wasserstoffatom

1. Crashkurs Quantenmechanik

In der klassischen Mechanik wird der momentante Zustand eines physikalisches
System beschrieben durch einen Punkt im Phasenraum X. Als Beispiel soll uns
ein einzelnes (Punkt-)Teilchen im R?® dienen. In diesem Fall ist X = R332 und
ein Punkt & = (z,p) in diesem Raum beschreibt den momentanen Ort z und den
Impuls p des Teilchens. Physikalische Observablen (Messgrossen) sind Funktionen

F: X—>R

auf dem Phasenraum. Ist das System im Zustand £ € X, so ist der Messwert
im Experiment einfach F'(¢). Die Zeitevolution wird durch eine Hamiltonfunktion
H : X — R bestimmt, die normalerweise der totalen Energie entspricht. Bewegt
sich unser Teilchen im R? beispielsweise in einem Potential U(z) und hat Masse
M, so ist H gerade die kinetische plus die potentielle Energie

»?
H =— 4+ U(x).
(e.0) = 2+ U ()
Die Funktion H erzeugt die Zeitevolution mittles der Hamiltonschen Differential-
gleichungen

_dz;  OH nier pj

P () = _ o4

(1) dt  Op; m

. dpj oOH hier oUu
. t = ——= — — = ——

pj( ) dt 8.13]‘ ij

In der Quantenmechanik wird der momentane Zustand eines Systems beschrie-
ben durch einen Einheitsvektor ¥ € 2 (also (¥, U) = 1) in einem Hilbertraum 5.
In unserem Beispiel (Teilchen im R?) ist dieser Hilbertraum L?(R3), und ¥ = W¥(z)
heisst die Wellenfunktion des Teilchens. Observablen sind selbstadjungierte Opera-
toren auf diesem Hilbertraum. Beispiele von Observablen sind der Ortsoperator

X, : D c L*(R®) — L*(R?)
(X)) = x5 f(x)
und der Impulsoperator

P;: D C L*(R%) — L*(R®)
i) =22 fa.

) (%vj
Man beachte, dass beide Operatoren unbeschrénkt und nur auf einem dichten Teil-
raum von L?(R3) definiert sind. Das Ergebnis einer Messung (mit Observable F)
des Systems im Zustand W ist nicht eindeutig bestimmt, sondern folgt einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, die durch ¥ und F' bestimmt ist. Genauer ist die Wahr-
scheinlichkeit, einen Messwert im Intervall [a, ] C R zu erhalten gegeben durch den
Ausdruck
(U, Py V),

7
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wobei P[fj 0] der zum Intervall gehorige Spektralprojektor ist. (Der Begriff Spektral-
projektor soll hier nicht erklirt werden. Ist aber beispielsweise a = b, so ist dies
gerade der orthogonale Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert a.)

Die Zeitevolution ist wieder gegeben durch eine Observable H, den Hamilton-
schen Operator, vermittels der Differentialgleichung (Schrédingergleichung)

ihW(t) = HU(t).

Wir lassen hier die Schwierigkeit ausser Acht, dass ¥ moglicherweise nicht im De-
finitionsbereich von H liegen koénnte. (Um dies zu umgehen verwendet man das
Theorem von Stone.) Als Ubung priife man nach, dass (¥(t), ¥(t)) zeitlich kon-
stant ist.

Man erhélt normalerweise den quantenmechanischen Hamiltonoperator aus dem
klassischen einfach durch die Ersetzung x; — X; und p; — P;. In unserem Beispiel
erhalten wir also

h2
H=-—A+UX
A+ U(X),
und damit die zeitabhéingige Schrodingergleichung

ihW(z,t) = —%A\P(x,t) +U(z)¥(z,t).

Der Separationsansatz W (z,t) = W(z)e™# £t iiberfiihrt dies in die zeitunabhéingige
Schrodingergleichung

EV =HY = —%A\I}(m) + U(2)¥().

Dies ist ein Eigenwertproblem fiir H, mit zu findendem Eigenwert E, der interpre-
tiert werden kann als Energie.

2. Wasserstoffatom

Wir betrachten nun ein Elektron mit Ladung —e im von einem Proton (Ladung
+e) erzeugten Coulombpotential. Wir nehmen das Proton als ortsfest im Ursprung
an, da es viel schwerer als das Elektron ist. (Fiir eine bessere Begriindung verwei-
sen wir auf die physikalischen Vorlesungen.) Wir vernachléssigen zudem den Spin
des Elektrons. Unsere Schrodingergleichung oben spezialisisert dann auf folgende

Gleichung
2

h2
——AVY(z) - ——V(z) = EV

iy M) — () = BU()
die wir im Folgenden 16sen wollen. Aufgrund der Rotationssymmetrie wihlen wir
den folgenden Ansatz in Kugelkoordinaten

U(r,0,¢) = U(r)Yim(0, )

mit einer noch zu bestimmenden Funktion U(r). Wir nutzen nun die Form des
Laplace Operators in Kugelkoordinaten A = 92 + %8,, + T%A g2 und die Tatsache
Ag2Y}, = —1(1 4+ 1)Y},, und erhalten nach einsetzen in die Gleichung

h? 2 I(14+1) e?

0=——U"+-U"- U) - U—-EU

2m( + r r2 ) 4meqr
Dies ist eine gewchnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir U, die wir nun
losen wollen. Wir setzen zunéchst V(r) = rU(r). Einsetzen und einfache Umfor-
mung iiberfiithrt die Gleichung in

1 e*2m  I(I+1)  2mE
v/ (= - V=0
+ (r h24meg 72 + h?
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Wir interessieren uns hier nur fiir gebundene Zustaénde, das heisst £ < 0. Wir

setzen k= /2%E p = krund py = h;z%. Wir setzen ferner V(r) = v(p) = v(kr)

in die Gleichung ein und erhalten neu:
(l+1
(20) v”+<p°—(+2)—1>v=0.
P P

Bevor wir diese Gleichung 16sen ein Einschub:

3. Laguerre Polynome

Die Laguerre Polynome L, sind die orthogonalen Polynome zum Intervall
I =0, 00) und Gewichtfunktion e~*. Sie sind eindeutig bestimmt durch die Forde-
rungen:

e L,(z) ist ein (reelles) Polynom vom Grad n.
e Es gilt

(L, Ly) :/ Ly, (z)Ly(x)e”de = 6y -
0
LEMMA 6.1 (Rodrigues Formel).
e d ., 1 /d "o " /n L T
Beweis. Sei 0.B.d.A. n > m. Wir berechnen:

1 d" 1 d "
Lon, L) = L ey — (L 1) gm
( ) /0 (e %z"™) (dw > x™dx

n! dxm m!

P.I. > 1 _ dm d m
= (1" T,.n -~ 1 m d
(=1) /0 m!n! (e7a") dzm \ dz “ *

=0 falls n > m und = (—1)"n! falls n =m

O

Verallgemeinerte Laguerre Polynome. Allgemeiner definieren wir fiir o >
—1 die verallgemeinerten Laguerre Polynome LY als die orthogonalen Polynome zu
den Daten I = [0,00) und Gewichtsfunktion 2*e~. Sie sind bestimmt durch die
Eigenschaften

o L%(x) ist ein Polynom vom Grad n.
e Es gilt

Fn+a+1)

(LS, LYY :/ Ly (z) Ly (x)z%e™*dx = Omn '
0 n.

Diese Polyonme haben ausserdem die folgenden Eigenschaften (s. Serie):

e Rodrigues Formel:

o =% d” . ia 1 /d " e " (n+a zF
Ln(x):de"(e "t ):n'<da:_1> "t :Z(n—k>(_1)kk'
! ! — !

e Sie erfiillen die Laguerresche Differentialgleichung

(21) o(Ly)" + (a+1—=2)(Ly) +nly =0
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4. Losung des Wasserstoffatoms

Die Laguerresche Differentialgleichung ist schon fast gleich unserer zu l6senden
Gleichung (20). Wir miissen nur noch ersetzen z = 2p und W (z) = w(%) bzw.
w(p) = W(2p) und erhalten nach einsetzen und einfacher Umformung

W+ (201 +1) —2)W' + (%po —(+1))W=0.

Vergleich mit der Laguerreschen Differentialgleichung zeigt uns, dass, falls
n' = 1py— (I +1) € Ny, dann ist W (z) = CL**™ (mit C konstant) eine Losung
der Gleichung. Man beachte, dass die Gleichung als ODE zweiter Ordnung fiir alle
n' einen zweidimensionalen Losungsraum hat. Wir werden im nichsten Abschnitt
aber zeigen, dass alle anderen Losungen nicht auf normierbare physikalische Losun-
gen der Schrodingergleichung fithren. Wir wollen dies im Moment annehmen. Man
beachte, dass insbesondere die Bedingung n’ € Ny die Energieniveaus quantisiert!

Losen wir die Formel fiir n’ wieder nach pg auf, so erhalten wir

po=2n"+2(1+1)=2(n"+1+1)=2n.
——

=n
Losen wir weiter auf fiir F erhalten wir die Energieniveaus des Wasserstoffatoms
B me* 1
dm = T 559559 3°
hm 32e3h2m2 n?

Hierbei sind die Quantenzahlenn =1,2,...,1=0,1,2,...,n—1und m = —1[,...,[
erlaubt. Die zugehorige Wellenfunktion ist (mit Normierungsfaktor, den wir hier
nicht berechnen wollen, und a := % ~ 0.5 x 10719m)

2\* n—1-1)! _. [(2r\’ 2
Bt (2) s (2 0

5. Losungen der Laguerreschen Differentialgleichung

Wir wollen nun die Laguerresche Differentialgleichung
zf"+(1+a—a)f +\f=0

allgemein 16sen. Konkret suchen wir fiir jedes A zwei linear unabhéngige Losungen.
Wir schrinken uns ein auf den fiirs Wasserstoffatom relevanten Fall, dass « eine
positive ganze Zahl ist (bei uns o = 20 4+ 1) und A > 0. Unser Ziel ist zu zeigen,
dass nur die oben gefundenen Losungen auf physikalische Losungen der Schrodin-
gergleichung fiithren.

Wir verwenden die Frobenius Methode, die hier einfach der Potenzreihenansatz

fle)y=">Y" fra*

k=—r

ist, mit zu bestimmenden Konstanten r und fg, mit f_, = 1. (Allgemein muss
man zulassen, dass r kein Integer ist, in underem Fall wird aber r als Integer
herauskommen.) Einsetzen in die Gleichung ergibt

0= fenk+D(E+1+a)z" = Y fulk—Na".
—r—1 k=—r
Koeflizientenvergleich ergibt also die Gleichungen
(22) (=r)(—r+a)f-r =0 Koeff. von 27"~ !
(23)  (B+DLD(k+1+a)fis1 =k —=Nfe Koeff. von 2%, k > —r
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Da f_, = 1 muss insbesondere gelten r = 0 oder r = a. Wir betrachten beide Fille
separat.
Fall 1 (r = 0): In diesem Fall ist immer (k + 1)(k + 1 4+ «) # 0. Damit ist aus

obiger Rekursionsgleichung fr+1 eindeutig bestimmt zu
Forr = k—A

T D)k + 1+ )
mit fo = 1. Nach der Quotientenregel kénnen wir auch den Konvergenzradius der
entstehenden Potenzreihe berechnen zu

(24) s

. | fx|

im =

k—oo | fit1]

Falls A € Ny, so verschwindet der Faktor im Zahler der Rekursionsformel fiir
k=X Alsois fay1 = fayre = -+ = 0, das heisst unsere Potenzreihe ist endlich, und

genauer ein Polynom vom Grad A. Wir erhalten so gerade die vorher gefundenen
Laguerre-Polynome.

Falls )\ ¢ Ny, so sind alle fi # 0. Wir behaupten nun, dass die in diesem Fall
gefundenen Losungen nicht auf normierbare Wellenfunktionen des Wassersoffatoms
fiihren. Fiir jedes kleine € > 0 und k gross genug und gilt ndmlich

|.fx
E+1
Das heisst, fiir £ gross wachsen die Koeffizienten mindestens so schnell wie die der

Exponentialreihe, und haben auch gleiches Vorzeichen. Man kann dadurch einfach
zeigen (UA), dass

|fe1] > (1 —¢)

|f(@)] > 79 — P(a),
wobei P(x) ein Polynom in z ist. Unsere Wellenfunktion ¥ hat aber die Form
Vol f(z)e Y

Insbesondere produziert der exponentialle Anstieg in f einen exponentiellen Anstieg
der Wellenfunktion fiir x — oo, also ist ¥ nicht (quadrat-)integrierbar, und insbe-
sondere nicht normierbar. Wir erhalten also keine weiteren Losungen falls A ¢ Ny
und r = 0.

Fall 2 (r = «): Wir méchten wieder die Rekursionsgleichung jeweils fiir
fr+1 losen. Leider ist dies nun nicht mehr moglich, da der Koeflizient (k 4+ 1)(k +
1 4 «) verschwindet fiir ¥ = —1. Wir kénnen also mit unserem Ansatz nicht die
zweite linear unabhéngige Losung finden. Sei nun f die in Fall 1 gefundene Losung
der Laguerreschen Differentialgleichung. Sei g die gesuchte zweite Losung. Dann
verwenden wir den neuen Ansatz

9(x) = Cf ) () + 3 heat,

k=—r

wobei C, hy, zu bestimmende Konstanten sind. Einsetzen in die Differentialgleichung
ergibt

@)+ (o)) 1S (g (b 1) (1 +0) i (k=A%

x
k=—r

=B
Entwickeln wir noch den ersten Term 8 zu

B=> Bt

k=-1
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so erhalten wir die neuen Rekursionsgleichungen
he1(k+ 1) (k+1+a) =hi(k— ) — CB.

Diese nun auch fiir k = —1 16sbar, da 51 # 0, und wir erhalten unsere zweite, linear
unabhingige Losung wie gesucht. Allerdings fithren auch diese neuen Ldsungen
nicht zu physikalischen Losungen fiir die Wellenfunktion. Mit e = 2] + 1 erhalten
wir
g(x) ~ Oz~

fiir z klein. Dies fiihrt fiir [ > 0 zu nicht quadratintegrierbaren Wellenunktionen, da
in der Umgebung von 0 eine Divergenz auftritt. Fiir [ = 0 hat man dieses Problem
zwar nicht, die gefundene Wellenfunktion ist aber dennoch keine (distributionel-
le) Losung der Schrédingergleichung. (Denn A% = —4nd, und kein Term in der
Gleichung kiirzt diese d-Distribution.)
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ANHANG A

Zusammenfassung der
Lebesgue-Integrationstheorie

Das Lebesguesche Integral verallgemeinert das Riemannsche Integral. Seine
Vorteile liegen fiir unsere Anwendungen vor allem bei den wichtigen Konvergenz-
sétzen, die Kriterien fiir die Vertauschbarkeit von Limes und Integral angeben, und
dem Satz von Fubini, der fiir die Vertauschung von Integrationen in mehrfachen
Integralen relevant ist. Die zugrundeliegende Idee ist der Begriff des Masses.
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1. Masstheorie
DEFINITION A.1. Sei X eine Menge. Eine Menge A # & von Teilmengen von
X heisst o-Algebra, falls
(i) Ac A= A°((=X\A) e A,
(ii) (An)52, Folgein A=, A, € A.
Ist A eine o-Algebra und A, B € A, dann ist auch AU B € A (Nehme A; =
A, A; = B,i > 2). Ebenso ANB = (A°UB°)¢, X = AUA®, & = X¢ A\B = AnB°.
Ist (A,,)22, eine Folge in A, so ist (72, A, = (U;2, A2)° € A.

n=1

DEFINITION A.2. Ein Mass auf einer o-Algebra A von Teilmengen von X ist
eine Funktion u : A — [0, 00] mit den Eigenschaften

(i) u(@) =0,
(i) (A4;)52, Folgein Amit A;NA; =@ (i #7) = p(Ujeq Ai) = Doy 1(4).

BEISPIEL A.1l. A =P(X) = {alle Teilmengen von X}
(4) = Anzahl Elemente von A, falls A endlich ist,
a RS sonst.

Dieses Mass heisst Zahlmass.

LEMMA A.1. Sei p ein Mass auf A. Dann
(i) A, Be A, AC B = u(A) < u(B),
(i) (Ai)Zy Folge in A = p (U2, Ai) < 2272 m(Ad).
Sei von jetzt an X = R™. Ein Rechteck ist eine Menge der Form
R =[a1,b1] X -+ X [an, by], a; < b;.

Das Volumen von R ist |R| = []"_,(b; — a;). Definiere die Funktion p* : P(R™) —
[0, 00] durch

() = inf {Z IRi|

R; Rechtecke, U R, D A} .
=1
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Eine Menge A mit p*(A) = 0 heisst Nullmenge. p* ist das Lebesguesche dussere
Mass. Es ist kein Mass, aber hat die Eigenschaften, die d&ussere Masse definieren:

(i) p*(2) =0,
(i) AC B = p*(A) < p*(B),
(i) p* (UiZy Ai) < 3072, 1 (Ad).
Es existieren aber (,,pathologische”) paarweise disjunkte Folgen mit

w (U Ai> 7~ D1 (A,

DEFINITION A.3. Eine Menge E C R™ heisst (Lebesgue-)messbar, falls fiir alle
A C R gilt: p*(A) = p*(ANE) + p*(AN E°).
SATZ A.2.

(i) Die Lebesgue messbaren Mengen bilden eine o-Algebra A.
(ii) Die Einschrinkung p von p* auf A ist ein Mass.
(iii) Alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen sind Lebesgue messbar und

w(R) = |R| fiir alle Rechtecke R.
(iv) Nullmengen sind messbar und haben Mass null.

Das Mass p von Satz heisst Lebesquesches Mass. Ist E C R™ messbar, so
ist die Einschriankung von p auf die messbaren Teilmengen von E ein Mass, das
Lebesguesche Mass auf F.

BEMERKUNG A.l. Aus den Axiomen fiir ein Mass folgt, dass das Lebesgue-
sche Mass eines Produkt von beliebigen (geschlossenen, halboffenen oder offenen)
Intervallen ebenfalls das Produkt ihrer Langen ist.

2. Das Lebesguesche Integral

Sei F eine feste messbare Teilmenge von R™ und p das Lebesguesche Mass auf
E.

DEFINITION A.4. f: E — R heisst messbar, falls f~1(I) = {x € E| f(z) € I}
messbar ist flir alle Intervalle I. f : E — C heisst messbar, falls Realteil und
Imaginérteil messbar sind.

SATZ A.3. Stetige Funktionen sind messbar. Summen und Produkte von messba-
ren Funktionen sind messbar. Punktweise Grenzwerte von Folgen messbarer Funk-
tionen sind messbar.

DEFINITION A.5. Die charakteristische Funktion einer Menge A C R™ ist die

Funktion
(2) 1 fallsz € A,
xTr) =
xa 0 fallsxz & A.

Funktionen der Form
p(z) = Nixg(x), ENE =2, i#j
i=1

wobei \; € R und F; C F messbare Mengen sind, heissen einfach.
Das Lebesguesche Integral wird zuerst fiir einfache Funktionen definiert.

DEFINITION A.6. Sei ¢(z) = > 1", \ixE, () eine einfache Funktion mit p(E;) <
oo fiir i = 1,...,m. Das Integral von ¢ ist die Zahl

/Ego(ac) dx = Z)\Z/L(El)
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Man zeigt, dass das Integral von ¢ nur von ¢ abhingt, und nicht von ihrer
Darstellung als Linearkombination von charakteristischen Funktionen. Falls ¢ =
o AiXe, mit positiven Koeffizienten \; und pu(E;) = oo fiir ein i, dann setzt
man [, p(z) de = oo

BEISPIEL A.2. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion,
QQZZAiX[thai[, a=ag<a; <-:-<ay=>

Dann ist f[a . o(x) de = Ni(a;+1 — a;) wie in der Riemannschen Theorie.

LEMMA A.4. Seien 1, w2 : E — R einfache Funktionen, und es gelte fiir alle
x € F p1(x) < po(x). Dann ist [, p1dx < [}, o2 da
LEMMA A.5. Sei f > 0 messbar. Dann existiert eine Folge p; von einfachen

Funktionen mit 0 < p;(x) < pir1(x) und lim;_ o @;(z) = f(x) fir alle x € E.

LEMMA UND DEFINITION A.6. Sei f > 0 messbar, @; eine Folge wie in Lemma
[AA Der Grenzwert

/ f(z)dx = lim <pz- (x) dx € [0, 0]

71— 00
ist unabhdngig von der Wahl der Folge ;. Ist fE ) dx < oo, dann heisst f
(Lebesgue-) integrierbar und fE, ) dx das Lebesguesche Integral von f.
DEFINITION A.7. Sei f: E — R messbar und sei

f+(z) := max{£f(x),0}.
Die Funktionen fi sind messbar und nicht negativ. f heisst (Lebesgue-) integrier-

bar, falls fi integrierbar sind.

Das Integral von f ist dann

[ @[ fi@de= [ 1@

DEFINITION A.8. f: E — C heisst integrierbar, falls Realteil und Imaginérteil
integrierbar sind. Das Integral von f ist

/Ef(:z:) dx:/ERef(sc) deri/EImf(sc) dz

LEMMA A.7. Sei f : E — C messbar. Dann ist |f| messbar und f ist genau
dann integrierbar, falls | f| integrierbar ist, d.h. wenn fE\f(x)| dxr < 0.

Alternative Notationen:

/Ef(x)dxz/Ef(xl,~-~, J;—/fml, , Tp) dxy -+ - dy,

DEFINITION A.9. Eine Eigenschaft P(x) von Punkten in E gilt fast diberall
(f.ii.), falls
w ({z|P(z) gilt nicht}) = 0.
Satz A.8. Seien f, g integrierbar, a, B € C. Dann gilt
(i) af + Bg ist integrierbar und

[t +sg@)de=a [ j@ds+5 [ o)

(11)f<9:>fE dz<ng
(i) f(z)=g(@) fi. = [ f( dl’—ng
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iv) [plf(z)|de =0« f(x) =0 fi.

) [ £(@) dal| < [ 17(@)] da
(vi) Ist F C E messbar, so ist die Einschrc’inkung von [ auf F ebenfalls inte-
grierbar, und es gilt [ f(x)de = [,f(x)xr(z) dx.
(vii) Ist f Riemann- mtegmerb(n“ auf [a,b] = f Lebesgue-integrierbar und das
Lebesguesche Integral stimmt mit dem Riemannschen iberein.
(viii) Fir alle affinen Transformationen x — Ax+b von R™, ist x — f(Ax+b)
integrierbar und es gilt [, f(x) dz = |det A| [, f(Az + b)dz.

Uneigentliche Riemannsche Integrale werden in den Ubungen diskutiert.

3. Konvergenzsitze

Sei E wiederum eine feste messbare Teilmenge von R™. Alle Funktionen seien
auf E definiert.

SaTz A.9. (B. Levi, Satz von der monotonen Konvergenz) Sei f; eine Folge
integrierbarer Funktionen mit 0 < f;(x) < fix1(x) = f(x) (i = o0) fir alle x € E.
Ist die Folge fE fi(x) dx beschrinkt, so ist f integrierbar und es gilt

lim | fia dx—/f

1—00

SAaTZ A.10. (H. Lebesgue, Satz von der dominierten Konvergenz) Sei f; ei-
ne Folge integrierbarer Funktionen mit lim;_, fi(x) = f(x) und es existiere eine
integrierbare Funktion g mit | f;(x)| < g(x) Vi, z. Dann ist f integrierbar und es gilt

lim | fix da:—/f

1—00

4. Der Satz von Fubini

Seien £ C R™ und F C R™ feste messbare Mengen. Wir betrachten messbare
Funktionen auf E x F C R*T™,

LEMMA A.1l. Sei f : E X F — C messbar. Ist f(x,-) fir alle x € E (bzw.
f(,y) fir alle y € F) integrierbar, so ist die Funktion x — [, f(x,y) dy (bzw.
y = [ f(x,y) dx) messbar. Existiert eins der folgenden Integrale

[ e [ ([ireia)a. [ ([ i)

so existieren sie alle drei und es gilt

/Efo(x)dx/F</Ef(x’y)d$>dy/E(/Ff(xvy)dy>d$~

Falls [, |f(z)|dz < oo, kann also [, f(z) dz als mehrfaches Integral ausge-

rechnet werden:
f(x)dx = / / flx)dxy -+ - dx
R™ R R

Die Reihenfolge in welcher die einzelnen Integrale ausgefiihrt werden spielt dabei
keine Rolle.
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5. LP-Raume

Sei £ € R"™ eine feste messbare Menge. Alle Funktionen seien komplexwertig
und auf F definiert. Analoge Resultate gelten fiir reellwertige Funktionen.

DEFINITION A.10. Zwei integrierbare Funktionen f, g heissen dquivalent (f ~
9), falls f(x) = g(x) fast iiberall.

Die Menge der Aquivalenzklassen von integrierbaren Funktionen heisst L' (E):

LY(E) = {f messbar(/E|f(x)| di < oo} /N

Allgemeiner fiir p > 1
[ ar<oof [~
E

_ Gilt fi ~ fo und g1 ~ g2, S0 ist f1 + g1 ~ f2 + g2. Also ist die Summe von
Aquivalenzklassen wohldefiniert. Ebenso die Multiplikation mit komplexen Zahlen.
Man hat dann folgendes Resultat.

LEMMA A.12. LP(E) ist ein Vektorraum iber C.

DEFINITION A.11. Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine Funktion ||-|| : V —
[0, 00) heisst Norm auf V, falls

(i) [Ifl =0« f=0,
(i) [lef [ = lelllfll VaeC, feV,
(iil) frg eV =I[f+gl <Ifl+lgl-

Ein Vektorraum, der mit einer Norm versehen ist, heisst ein normierter Vektorraum.

Sarz A.13. LP(E) mit der Norm

i1, = (/[ If(x)l“’dx);

ist ein normierter Vektorraum.

LP(E) = {f messbar

(i) und (ii) sind klar. Die Dreiecksungleichung (iii) kann leicht nachgewiesen
werden fiir L!. Fiir L heisst sie Minkowski-Ungleichung und ist etwas subtiler.

DEFINITION A.12. Eine Folge (f;)$2; in einem normierten Vektorraum V' kon-
vergiert gegen f € V, falls

tim If; — ]| = 0.
Man schreibt in diesem Falle lim;_,, f; = f. Eine Folge heisst Cauchy-Folge, falls
Ve >0 dN > 0 mit
||fi—fjH<6 Vi,5 > N.

FEin normierter Vektorraum V' heisst Banachraum, falls alle Cauchy-Folgen in V'
konvergieren.

Satz A.14. (Fischer-Riesz) Fiir alle p > 1 ist LP(E) ein Banachraum.

Wir nehmen im Folgenden an, dass £ C R” lokal kompakt ist, d.h., dass jeder
Punkt von FE eine kompakte Umgebung in E hat. Beispiele sind endlichen Durch-
schnitte unf Vereinigungen von offenen und abgeschlossenen Teilmengen.

DEFINITION A.13. Der Trdger (support) einer Funktion f : E — C ist die
Menge

supp f = {z € E| f(z) # 0},
wobei — den Abschluss in E (Menge der Hiufungspunkte in E) bezeichnet. Wir
verwenden die Notation Cy(FE) := {stetige Funktionen auf F mit kompaktem
Tréger}.
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Der Raum Cj(R™) besteht beispielsweise aus allen stetigen Funktionen f, die
ausserhalb einer (von f abhiingigen) beschrinkten Menge verschwinden.

SATZ A.15. Sei E C R™ lokal kompakt und 1 < p < co. Die stetigen Funktionen
mit kompaktem Triger sind dicht in LP(E), d.h. Vf € LP(E) Ye > 0 g € Cy(E)
mit ||f — gllp <e.
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