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Neu in dieser Fassung sind vor allem Ergénzungen im Kapitel 6. Ich danke den
Studierenden, insbesondere Maximilian Daschner und Taro Spirig, fiir die Korrektur
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KAPITEL 1

Gruppen

Es werden hier kurz die Definitionen und Grundbegriffe der Gruppentheorie
aufgefiithrt. Eine spezielle Rolle spielen fiir uns kontinuierliche oder Lie-Gruppen,
wobei wir uns auf Matrix-Lie-Gruppen beschrénken. Literatur: [4], [9].

1.1. Grundbegriffe, Beispiele

Eine Gruppe G ist eine Menge mit einem Produkt (Multiplikation) G x G — G,
(9,h) — gh, sodass (i) (gh)k = g(hk) fir alle g,h,k € G, (ii) es existiert ein
neutrales Element (Einselement) 1 € G mit 1g = gl = g fiir alle g € G, (iii) zu
jedem g € G existiert ein Inverses g~* € G, sodass gg~' =g tg=1.

Das neutrale Element ist eindeutig, denn aus 1’1 = 1 und 1’1 = 1’ folgt 1 = 1.
Das Inverse eines Elements ist ebenfalls eindeutig. Sind némlich ¢’, g” zwei Inverse
von g so gilt ¢’ = ¢'1 = ¢'(99”") = (¢'9)g” = 1¢"” = ¢”’. Das Inverse von 1 ist 1.

Die Ordung einer Gruppe G ist die Anzahl Elemente |G| von G. Sie darf un-
endlich sein.

Eine Gruppe heisst abelsch, falls gh = hg fiir alle g, h € G. In diesem Falle wird
G oft additiv geschrieben: statt gh wird g+ h, statt 1 wird 0 und statt ¢! wird —g
verwendet. Man schreibt auch g — h statt g + (—h). Wohlbekannte Beispiele sind
die Gruppen Z, R, C.

Eine Untergruppe H einer Gruppe G ist eine nichtleere Teilmenge von G, so
dass hi,ho € H = hihy € Hund h € H = h™! € H. Eine Untergruppe einer
Gruppe ist selbst eine Gruppe.

Das direkte Produkt G x G5 zweier Gruppen GG1, G ist das kartesische Produkt
mit Multiplikation (g1, g2)(h1, ha) = (g1h1, g2he). Es ist eine Gruppe mit neutralem
Element (1,1) und Inversem (g1,92) " = (97,95 )

BEISPIEL 1.1.1. Zyklische Gruppe der Ordnung n. Z,, = Z/nZ (mit +) ist eine
abelsche Gruppe mit n Elementen.

BEISPIEL 1.1.2. Symmetrische Gruppe. Eine Permutation von n Elementen
ist eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,n} — {1,...,n}. Die Permutationen von
n Elementen bilden eine Gruppe mit der Zusammensetzung von Abbildungen als
Produkt: (my7me)(¢) = (m o m2)(4) = m1(m2(4)). Das neutrale Element ist die Iden-
titdt, und das Inverse von 7 ist die inverse Abbildung m—!. Diese Gruppe heisst
symmetrische Gruppe S,,. Sie hat Ordnung n!.

BEISPIEL 1.1.3. Diedergruppen D,,. D,, n > 3 besteht aus den orthogonalen
Transformationen der Ebene, die ein regulédres im Ursprung zentriertes n-Eck in-
variant lassen. Sind die Ecken vy, ...v,—1 € R?, im Gegenuhrzeigesinn numeriert,
so ist die Drehung R mit Winkel 27/n in D,, durch Rv; = v;41 (v, = vg) gegeben.
Die Spiegelung S um die durch vg und 0 gehende Achse ist auch in D,, und erfiillt
Sv; = Up—s.

LEMMA 1.1.1. Die Elemente von D,, sind
1,R,R? ..., R" ' S RS R%S,... R"'S.
Insbesondere hat D,, Ordnung 2n.
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BEWEIS. Diese Elemente sind Produkte von R und S, also in D,,. Es ist klar,
dass sie alle verschieden sind, da sie vg,v; nach verschiedene Paare von Punkten
abbilden. Ist X € D,, so bildet X Ecken nach Ecken ab. Sei v; = Xvg. Dann ist
entweder Xvq = vj41 oder v;_1. Im ersten Fall ist Xv, = R/v, fiir a =0,1. Da vy
und v; eine Basis von R? bilden, folgt X = R’. Im zweiten Fall folgt in derselben
Weise, dass X = R/ S. O

BEISPIEL 1.1.4. Allgemeine lineare Gruppen GL(n,R), GL(n,C).

GL(n,R) = {invertierbare reelle n x n Matrizen}
GL(n,C) = {invertierbare komplexe n x n Matrizen}
Das Produkt ist die Matrizenmultiplikation, und das neutrale Element ist die Ein-

heitsmatrix. Abstrakter, fiir jeden Vektorraum V (iiber R oder C) definiert man
die Gruppe

GL(V) = {invertierbare lineare Abbildungen V' — V'},

wobei das Produkt die Zusammensetzung von Abbildungen ist. Falls dim V' < oo,
wird V' durch Wahl einer Basis mit R™ oder C™ identifiziert und GL(V) ist dann
GL(n,R) bzw. GL(n,C).

BEISPIEL 1.1.5. Orthogonale Gruppe O(n). Eine n x n Matrix A heisst ortho-
gonal, falls AT A = 1. Jede orthogonale Matrix ist invertierbar, denn

1 =det ATA = det AT det A = (det A)?,

also det A # 0. Es folgt, dass A=! = AT Sind A, B orthogonal, so ist (AB)TAB =
BT AT AB = 1 und AB ist orthogonal. Ist A orthogonal, so ist (AT)T AT = AAT =1
und A~! = AT ist orthogonal. Die orthogonalen n x n Matrizen bilden also eine
Untergruppe O(n) von GL(n,R)

O(n) ={A € GL(n,R) | ATA =1}.
Besonders wichtig fiir die Physik ist die Gruppe O(3) der orthogonalen Transfor-

mationen des physikalischen Raumes R>.

BEISPIEL 1.1.6. O(n) ist die Gruppe der linearen Abbildungen R™ — R"™, die
das Skalarprodukt

n
=1

invariant lassen: O(n) = {A|(Az, Ay) = (z,y) fir alle z,y € R™}. Allgemeiner
betrachten wir die symmetrische Bilinearform auf RP*4

P p+q
(@, Y)pg = D _ Ty — Y, Tl
i=1 i=p+1

und definieren

O(p,q) ={A € GL(p+ ¢,R) | (Ax, Ay)p.q = (%, Y)p.q}-

Insbesondere ist O(n,0) = O(n) = O(0,n). Die Gruppe O(1,3) ist die Lorentz-
gruppe. Sie erhilt die “Minkowski Metrik”

(xa y)173 = ToYo — T1Y1 — X2Y2 — T3Y3

auf der Raumzeit R?.
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BEISPIEL 1.1.7. Unitire Gruppe U(n)
Umn) = {AeGL(n,C)|A"A=1}
{A € GL(n,C) | (Az, Aw) = (z,w), Vz,w € C"},
wobei (z,w) =Y Zw; das Skalarprodukt auf C™ ist.

BEISPIEL 1.1.8. Symplektische Gruppe Sp(2n). Betrachte die antisymmetrische
Bilinearform auf R?"

w(X,Y) = Z(X%AY% — Xo;Y2i-1),
i=1
wobei X; die i-te Komponente von X € R?” bezeichnet. Die symplektische Gruppe
ist dann

Sp(2n) = {A € GL(n,R) |w(Az, Az') = w(z,2')}.
In der klassischen Mechanik tritt diese Gruppe als Gruppe der linearen kanonischen

Transformationen des Phasenraums R2™ mit Ortskoordinaten ¢; = Xoj_1, p; = Xo;
auf.

BEMERKUNG 1.1.1. In den Beispielen 1.1.4-1.1.8 sind die Gruppen Untergrup-
pen von GL(n,C) oder GL(n,R), welche eine R-Bilinearform B invariant lassen.
Die Untergruppeneigenschaft ist dann automatisch erfiillt, denn: Lassen A, Ao, A
die Bilinearform B invariant, so ist fiir beliebige z,y

B(A1Asz, A1Azy) = B(Asz, A2y) = B(z,y),
B(A™ 'z, A~Yy) = B(A(A™'z), A(A~1y)) = B(x,y).

BEISPIEL 1.1.9. Untergruppen der speziellen linearen Gruppen. Sei G eine Un-
tergruppe von GL(n,R) oder GL(n,C). Wir definieren

SG={A€G|detA=1}.

SG ist nicht leer denn 1 € SG und sind A, B € SG, so gilt det(AB) = det Adet B =
1 und det(A~1) = (det A)~! = 1. Also ist SG eine Gruppe. Beispiele (K = R oder

@)
=
=
=

I

(SGL(n,K))={A € GL(n,K)| det A =1}
{A € SL(n,R)|ATA =1}
SU(n) = {Ae€SL(n,C)|A*A=1}.
Diese Gruppen heissen spezielle lineare -, spezielle orthogonale - bzw. spezielle

unitidre Gruppe. Die Elemente der symplektischen Gruppen haben Determinante 1
(Ubung).

w0

2

2
|

Wir fithren jetzt noch einige wichtige Begriffe ein.

Eine Gruppe G operiert auf einer Menge M, wenn eine Abbildung Gx M — M,
(9,x) — gz gegeben ist, die der Eigenschaft gi(ge2x) = (g192)x geniigt fiir alle
g1,92 € G, xr e M.

Jede Gruppe operiert auf sich selbst durch Gruppenmultiplikation; GL(n,R)
operiert auf R™ durch Anwendung von Matrizen auf Vektoren; O(n) operiert auf
Sl ={z € R"||z| = 1} denn fiir A € O(n) ist |Az| = |z|.

Ein Homomorphismus ¢ : G — H von einer Gruppe G nach einer Gruppe H ist
eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass ¢(gh) = p(g)p(h). Ist zusitzlich ¢ bijek-
tiv, so heisst ¢ Isomorphismus. Sind ¢ : G — H, ¢ : H — K Homomorphismen, so
ist Yoy : G — K ein Homomorphismus. Die inverse Abbildung eines Isomorphismus
¢ ist ebenfalls ein Isomorphismus, denn ¢~ !(gh) = o~ (p(p 1 (g))p(e"1(h))) =
o to(e™Hg)p L (h)) = ¢ (g)¢ (k). Isomorphismen G — G bilden also eine
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Gruppe Aut (G), die Gruppe der Automorphismen von G. Der Kern von ¢ ist die
Menge
Kerp = {g € G|¢(g9) =1} C G.

Das Bild von ¢ ist die Menge

Imp = {p(9)[g € G} C H.
SATz 1.1.2. Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus.

(i) o(1) =1, (g) "' =w(g™),
(ii) Kery ist eine Untergruppe von G, Imy ist eine Untergruppe von H,
(iil) ¢ ist genau dann injektiv wenn Kerg = {1}.
BEWEIS. (1)p(1) = ¢(1-1) = ¢(1)¢(1). Die erste Behauptung folgt nach Mul-
tiplikation mit p(1)~". Aus 1 = ¢(1) = p(g97") = @(g)p(g™") folgt p(g)~" =

e(g™h).

(ii)Kerp,Imgp # 0, denn 1 € Kerp, 1 € Imyp. g1,92 € Kerp = ¢(g192) =
©(g1)¢p(g2) =1 = g192 € Kerp. g € Kerp = p(g7") = p(9) ' =1 =g ! € Kergp.
hi,hy € Imp = Jg1, g2 sodass h1 = ¢(g1),ha = p(g2) = hiha = p(g1)p(g2) =
©(g9192) € Imp. h = ¢(g) € Imp = h™" = (g~ ") € Imep.

(i) injektiv, g # 1 = p(g) # ¢(1) = 1 = Kerp = {1}. Kerp = {1},
g1 # 92 € G = 0(g1)p(92) ™" = @(9195 ") # 1 denn gigy * # 1. Also o(g1) # ¢(g2)
und ¢ ist injektiv. ]

KOROLLAR 1.1.3. Ein Homomorphismus ¢ : G — H ist genau dann ein Iso-
morphismus wenn Kerp = {1} und Imp = H.

DEFINITION 1.1.1. Zwei Gruppen G, H heissen isomorph (G = H) falls ein
Isomorphismus G — H existiert.

DEFINITION 1.1.2. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Die Menge G/H
der (Links-) Nebenklassen von H in G ist die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich
der Aquivalenzrelation

g1~ ga < dh € H mit go = g1h.
(Verifiziere, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist!)

DEerINITION 1.1.3. Ein Normalteiler von G ist eine Untergruppe H mit der
Eigenschaft, dass ghg~! € H fiir alle g € G, h € H.

Fiir allgemeine Untergruppen H hat G/H keine natiirliche Gruppenstruktur.

SATz 1.1.4. Sei H ein Normalteiler von G und es bezeichne [g] die Klasse von
g in G/H. Dann ist fir alle g1, g2 das Produkt
[91][92] = [9192]
wohldefiniert, und G/H ist mit diesem Produkt eine Gruppe, welche Faktorgruppe
von G mod H heisst.

BeEwEIs. Wir miissen zeigen, dass das Produkt [g1][ge] unabhéngig von der
Wahl der Reprisentanten g1, g2 ist. Sind g1h1, goho andere Représentanten, so ist
g1higaha = g192(g5 ' h1g2 ha) € [g192]-

~——
€H
Assoziativitit folgt aus der Assoziativitét in G, das neutrale Element ist [e] und
g™t =gl O

BEISPIEL 1.1.10. Z, = Z/nZ (Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist
ein Normalteiler).
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BEISPIEL 1.1.11. Es bezeichne 1 die Einheitsmatrix. Die Teilmenge {1, -1} C
SL(2,C) ist eine Untergruppe. Fiir alle A € SL(2,C) gilt A(+1)A~! = +1, also ist
{1, -1} ein Normalteiler. Die Gruppe SL(2,C)/{1,—1} ist isomorph zur Gruppe
der Mdébiustransformationen der Riemannschen Sphére. Der Isomorphismus bildet
die Aquivalenzklasse :l:(zdb) nach der Mobiustransformation

az+b
cz+d

ab. Siehe auch Abschnitt 5.11.

Fiir jeden Homomorphismus ¢ : G — H ist Kery ein Normalteiler von G, denn

aus ¢(h) = 1 folgt p(ghg™") = p(9)p(h)¢(g™") = w(g)p(9)~" = L. Es gilt der
Isomorphiesatz

SaTz 1.1.5. Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt
G /Kerp = Imep.
Der Isomorphismus ist [g] — ¢(g) fir beliebige Wahl der Reprdsentanten g.
Beweis. Ubung. O

Der Begriff des semidirekten Produkts von Gruppen soll zundchst durch zwei
Beispiele motiviert werden.

BEISPIEL 1.1.12. Bewegungsgruppe von R3. Das ist die Gruppe der affinen
Transformationen von R? der Form
z— Az +b,  A€O0(3), beR>

Als Menge ist diese Gruppe O(3) x R®. Das Produkt ist durch Zusammensetzung
von Abbildungen gegeben:

(A1,01)(A2,b2) = (A1Az, A1ba + 1),
(Ap)h = (A7 -4,
e = (1,0).

Diese Gruppe hat O(3) = O(3) x {0} als Untergruppe und R3 = {1} x R3? als
Normalteiler. Sie heisst inhomogene orthogonale Gruppe 10(3).

BEISPIEL 1.1.13. Poincaré Gruppe: Die Poincaré Gruppe 10(1, 3) ist die Grup-
pe der affinen Transformationen von R* der Form
x+— Az + b, AcO(1,3), beR:

Wie oben, ist diese Gruppe O(1,3) x R* mit Multiplikation (Ap,b;)(As,be) =
(A1 Az, A1bs + by). Sie tritt in der speziellen Relativitéitstheorie als Gruppe von
Transformationen auf, welche die Form der Wellengleichung erhalten: Eine Funkti-
on w erfiillt genau dann die Wellengleichung vz, — Uy 2y — Uzozs — Uzszs = 0 Wenn

U(z) = u(Az + b) die Wellengleichung erfiillt.

Die allgemeine Formulierung dieses Begriffes ist folgende: Sei Aut (H) die Grup-
pe der Isomorphismen H — H (“Automorphismen von H”), wobei die Multiplika-
tion als Zusammensetzung von Isomorphismen definiert ist.

SATz 1.1.6. Seien G und H Gruppen und p : G — Aut(H), g — pg, ein
Homomorphismus. Dann ist G x H mit Multiplikation

(91, h1)(g2, h2) = (9192, h1pg, (h2))
eine Gruppe, das semidirekte Produkt G %, H.

In den obigen Beispielen ist H eine abelsche, additiv geschriebene Gruppe.
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BeEWEIS. Es gilt pg,pg, = pg.g, fiir alle g1,g2 € G, weil p ein Homomorphis-
mus ist, und pg(hi1he) = pg(h1) pg(he) fir alle g € G, hy,hy € H, weil p, ein
Isomorphismus ist. Die Assoziativitét der Multiplikation in G' <, H folgt aus

((g1,h1)(92, h2)) (g3, h3) = (9192, h1pg, (h2)) (g3, h3)
919293, h1pg, (h2)pg, g, (h3))
919293, h1pg, (h2pg, (h3)))
91, h1)(9293, hapg, (h3)

= (
= (
= ( )
= (g1, P1)((g2, h2)(g3, h3)),

das neutrale Element ist (1,1), denn

(9, )(1,1) = (g, hpg(1)) = (g, h),

und das Inverse von (g, ) ist (971, pg-1(h™1)), da
(9:0)(g7 ", pg=2 (A1) = (1, hpg(pg-2 (h™1))) = (1, 1).

1.2. Lie-Gruppen

Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe, die gleichzeitig eine C'°°-Mannigfaltigkeit
ist, so dass Multiplikation und Inversion C'*°-Abbildungen sind. Beispiele von Lie-
Gruppen sind GL(n,R), GL(n,C), O(p,q), U(p,q), SO(p,q), SU(p,q), SL(n,R),
SL(n,C) und Sp(2n). Da wir mit diesen Beispielen arbeiten werden, soll hier die
allgemeine Definition nicht weiter erkliart werden; was wir brauchen ist der Begriff
der Stetigkeit fiir Untergruppen von GL(n). Wir fassen G C GL(n,R), GL(n,C)
als Teilmenge von cn’ auf, indem wir die Matrixelemente einer Matrix A € G als
Punkt (411, A412,..., Apy) in R™ bzw. C™ schreiben. Diese Identifikation definiert
die Struktur eines metrischen Raum auf G. Der Abstand d(A, B) zwischen zwei
Matrizen aus G ist

Z |Aij — Bij|? = tr (A — B)*(4 — B).
7,7=1
SaTz 1.2.1. Sei G eine Untergruppe von GL(n,K), K =R oder C. Dann sind
die Multiplikation G x G — G, (A, B) — AB und die Inversion G — G, A+~ A1
stetige Abbildungen.

BEWEIS. Die Matrixelemente von AB sind Polynome in den Matrixelementen
von A und B und somit stetig. Die Matrixelemente von A~! sind nach der Cramer-
schen Regel rationale Funktionen in den Matrixelementen von A. Der Nenner ist
das Polynom det A, dass in GL(n,K) nie verschwindet. Also ist A — A~ stetig. O

Wichtig in der Theorie der Lie-Gruppen ist der Begriff des Zusammenhangs.
Sei G C GL(n,K), K = R oder C. Ein Weg in G ist eine stetige Abbildung w :
[0,1] = G. Zwei Matrizen Ay, As in G heissen verbindbar (4; ~ Aj), falls ein Weg
w in G existiert, mit w(0) = A; und w(l) = As. Alle A € G sind mit sich selbst
verbindbar (mit Weg w(t) = A, t € [0,1]). Weiter folgt aus A; ~ Az mit Weg
w, dass Ay ~ Ay mit Weg w(t) = w(l —t). Ist A; mit Ay durch einen Weg w;
verbindbar und ist As mit Az durch einen Weg ws verbindbar, so verbindet der
zusammengesetzte Weg

wy (2t), 0<t<1/2

(w1 ows)(t) = { w2E2t>— 1), 1/2<t S/l

A; mit As. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation.
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DEFINITION 1.2.1. Sei K = C oder R. Die (Weg-)Zusammenhangskomponenten
von G C GL(n,K), sind die Aquivalenzklassen beziiglich ~. Besteht G aus einer
einzigen Zusammenhangskomponente, so heisst G (weg-)zusammenhingend.

SATZ 1.2.2. Sei G C GL(n,K) eine Untergruppe, und Gq die Zusammenhangs-
komponente, die 1 enthdilt. Dann ist Gy ein Normalteiler von G und G/Gy =
{ Zusammenhangskomponenten von G}.

Beweis. Ubung. O

Als Beispiel, untersuchen wir die Zusammenhangseigenschaften von unitiren
und orthogonalen Gruppen.

SATZ 1.2.3.
(i) SO(n),SU(n),U(n) sind zusammenhingend.
(il) O(n) besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten: {A € O(n) | det A =
1} und {A € O(n)| det A = —1}.

BEWEIS. Unitérer Fall: Der Normalformensatz fiir unitire Matrizen der linea-
ren Algebra besagt, dass zu jeder Matrix A € U(n) eine Matrix U € U(n) exi-
stiert, mit A = UDU™!, wobei D = diag (', ...,e""), p; € R. Die Abbildung
[0,1] — U(n), w : t — Udiag (e!?1, ... e U~ ist stetig, da die Multiplika-
tionen mit U und U~! nach Satz 1.2.1 stetige Abbildungen sind und t ~ %%
stetig ist. Der Weg w verbindet 1 mit der beliebigen Matrix A € U(n). Hat A
Determinante 1, so ist det D = 1 und ), ¢; € 27Z, 0. E.d.A. ). ¢; = 0. Daraus
folgt, dass det(w(¢)) = 1, und w ist ein Weg in SU(n). Also sind U(n) und SU(n)
zusammenhdngend.

Orthogonaler Fall: Die Normalform fiir orthogonale Matrizen A € O(n) ist
A=0DO™!, 0 € O(n) und D hat Blockdiagonalform mit Blécken

R(gpl)w"7R(S0j)7_1a"'a_1717"'717
wobei R(p) = (S 2"#) Fir A € SO(n) ist die Anzahl (—1)-Blocke gerade,

sing cos g

und da R(w) = (_01 _01), diirfen wir annehmen, dass keine (—1) vorkommen. Sei
D(t) die blockdiagonale Matrix mit Blocken R(tw1),...,R(tv;),1,...,1. Der Weg
w(t) = OD(t)O~! verbindet 1 mit A. Also ist SO(n) zusammenhéngend.

Sei jetzt A € O(n) und P die Spiegelung diag (1,...,1,—1) € O(n). Ist det A =
1, so ist A mit 1 verbindbar. Ist det A = —1, so ist det(PA) = det Pdet A = 1,
also existiert ein Weg w der 1 mit PA verbindet. Der Weg Pw verbindet P mit A.
Also fallen die Matrizen mit gleicher Determinante in die gleiche Zusammenhangs-
komponente. Es bleibt zu zeigen, dass 1 mit P nicht verbindbar ist: sei w ein Weg
mit w(0) = 1 und w(l) = P. Die Funktion § : ¢t — det(w(t)) ist stetig von [0, 1]
nach R, nimmt die Werte =1 und 6(0) = 1, §(1) = —1. Widerspruch. O






KAPITEL 2

Darstellungen von Gruppen

Wenn eine Gruppe auf einem Vektorraum durch linearen Abbildungen operiert,
so spricht man von einer Darstellung. Die Grundlegende Eigenschaften von Dar-
stellungen, und das wichtige Lemma von Schur werden hier diskutiert. Literatur:
[4], [9], fir Anwendungen [2], [8].

2.1. Definitionen und Beispiele

DEFINITION 2.1.1. Eine (reelle bzw. komplexe) Darstellung einer Gruppe G auf
einem R-(bzw. C)-Vektorraum V # 0 ist ein Homomorphismus p : G — GL(V).
Der Vektorraum V heisst dann Darstellungsraum der Darstellung p.

Also ordnet eine Darstellung p jedem Element g von G eine invertierbare lineare
Abbildung p(g) : V' — V zu, so dass fiir alle g, h € G die “Darstellungseigenschaft”

p(gh) = p(g)p(h) gilt.

Wir werden im Falle von Lie-Gruppen nur stetige Darstellungen betrachten.
Wir werden auch fast ausschliesslich komplexe endlichdimensionale Darstellungen
anschauen.

Eine Darstellung p auf V' wird mit (p, V') bezeichnet. Wenn keine Zweideutigkeit
besteht, wird oft von einer Darstellung p oder einer Darstellung V' gesprochen. Die
Dimension einer Darstellung (p, V') ist die Dimension des Darstellungsraumes V.

BEISPIEL 2.1.1. Die triviale Darstellung: V = C, p(g) = 1 fiir alle g € G.
BEISPIEL 2.1.2. G = S,, V = C" mit Basis e1,...,en, p(g)e; = €43y, g € Sn.

BEISPIEL 2.1.3. G = O( ) V C>=(R?), (p(9)f)(x) = f(g ).
4) G =7y, V =C, p(m) = e*='™, wobei GL(C) ist mit C — {0} identifiziert.

LEMMA 2.1.1. Seip: G — GL(V) eine Darstellung. Dann ist p(1) = 1y, die
Identititsabbildung V — V und p(g)~! = p(g~1).

BEWEIS. p(g) = p(g91) = p(g)p(1), Da p(g) invertierbar ist, folgt dass p(l) die
Identitét ist. Es gilt 1y = p(1) = p(g97 1) = p(g)p(g~1), also p(g)_ p(g™h). O

Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X so hat man eine Darstellung auf
dem Vektorraum aller komplex- oder reellwertigen Funktionen auf X: (p(g)f)(z) =
f(g7'z). Ein wichtiger Spezialfall ist die reguliire Darstellung einer endlichen Grup-

pe:

DEFINITION 2.1.2. Die regulire Darstellung einer endlichen Gruppe G ist die
Darstellung auf dem Raum C(G) aller Funktionen von G nach C,

(preg(9)f)(h) = f(g™*h),  feC(Q),g,h€QG.

Diese Darstellung hat folgende alternative Beschreibung: C(G) hat eine Basis
(0g)gec von “delta-Funktionen”: d4(g) = 1, d4(h) = 0 wenn h # g. Dann ist preg
die Darstellung, so, dass preg(9)0n = dgh-

9
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DEFINITION 2.1.3. Ein Homomorphismus von Darstellungen (p1, V1) — (p2, V2)
ist eine lineare Abbildung ¢ : Vi — Vs so, dass ¢p1(g) = p2(g)e, fir alle g € G.
Zwei Darstellungen (p1, V1), (p2, Vo) sind dquivalent (oder isomorph) falls ein bi-
jektiver Homomorphismus von Darstellungen ¢ : Vi — V5, existiert. Der Vek-
torraum aller Homomorphismen (p1, V1) — (p2, Vo) wird mit Homeg(V7, V) oder
Homeg ((p1, V1), (p2, V2)) bezeichnet.

DEFINITION 2.1.4. Ein invarianter Unterraum einer Darstellung (p, V') ist ein
Unterraum W C V mit p(g)W C W Vg € G. Eine Darstellung (p, V) heisst ir-
reduzibel, falls sie keine invarianten Unterrdume ausser V und {0} besitzt, sonst
reduzibel. Ist W # {0} ein invarianter Unterraum, so ist die Einschréinkung p|w :
G — GL(W), g — p(g)|w eine Darstellung: (p|W, W) ist eine Unterdarstellung von

(P, V).

DEFINITION 2.1.5. Eine Darstellung (p, V') heisst vollstindig reduzibel, falls in-
variante Unterrdume Vi,...,V,, existieren, so dass V = V; @ --- & V,, und die
Unterdarstellungen (p|y,, V;) irreduzibel sind.

Eine solche Zerlegung von V heisst Zerlegung in irreduzible Darstellungen.

BEMERKUNG 2.1.1. Nicht jede reduzible Darstellung ist vollstdndig reduzibel.
Zum Beispiel ist die Darstellung von Z auf C2, n — ('} ) reduzibel (mit invariantem
Unterraum C((l))) nicht aber vollstindig reduzibel, denn ((1) ") ist fiir n # 0 nicht
diagonalisierbar.

LEMMA 2.1.2. Sei(p, V) eine endlichdimensionale Darstellung so dass zu jedem
invarianten Unterraum W C V ein invarianter Unterraum W' existiert mit V =
W @ W'. Dann ist (p, V') vollstindig reduzibel.

BEwEIS. Durch Induktion nach der Dimension d von V. Fiir d = 1 ist nichts
zu beweisen. Ist dim V' = d + 1, dann ist entweder V irreduzibel oder es existiert
ein invarianter Unterraum W der Dimension 1 < dim W < d. Sei W' invariant mit
W@ W' =V. Dann ist 1 < dimW’ < d. Wir zeigen dass W und W’ vollstindig
reduzibel sind. Sei U C W ein invarianter Unterraum positiver Dimension. Dann
gibt es nach Annahme eine Zerlegung V = U @® U’ mit U’ invariant. Insbesondere
lésst sich jedes w € W eindeutig zerlegen als w = u + v’ mit v € U, v’ € U’. Da
v =w—wund w,u € W gilt v/ € U' N W, und wir erhalten die Zerlegung in
invariante Unterdume

W=Ua U NW).
Nach Induktionsannahme ist also W, und analog auch W', vollsténdig reduzibel,
also auch V. O

2.2. Zerlegung in irreduzible Darstellungen: ein Beispiel

Wir betrachten die Darstellung p der Gruppe S3 der Permutationen von {1, 2, 3}
auf C? so dass p(o)e; = ex(i), 0 € S3. Hier ist {e1, ez, e3} die Standardbasis von
C3.

Also fiir = (21, 72, z3) € C? haben wir

p(U):L’ = (xa—l(l)v To-1(2)s $0—1(3)).
Diese Darstellung hat zwei invariante Unterrdume Vi = {(z, z,2),z € C} und V5 =
{z € C3,21 + x5 + x3 = 0}. Die Einschriinkung von p auf V; ist irreduzibel denn
dim(V;7) = 1. Die Unterdarstellung ply, ist zweidimensional und irreduzibel. Ist
néamlich W C V5 ein invarianter Unterraum mit W # 0, V5, so ist W eindimensional,
also von einem nichtverschwindenden Vektor z = (21, 29, 23) € Vo aufgespannt. Da
W invariant ist, miissen die Vektoren (z2, 1, 23) und (z1, 23, x2) proportional zu
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sein. Es folgt dass 1 = x5 = x3. Da aber die Summe der Komponenten 0 ist, folgt
dass x = 0, ein Widerspruch. Folglich ist V5 irreduzibel.

Also ist p vollstindig reduzibel, mit Zerlegung V' = Vi @ V5 in irreduzible
Darstellungen.

2.3. Unitare Darstellungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt ausschliesslich endlichdimensionale kom-
plexe Darstellungen.

DEFINITION 2.3.1. Eine Darstellung p auf einem Vektorraum V' mit Skalarpro-
dukt heisst unitdr falls p(g) fiir alle g € G unitér ist.

Also gilt fiir eine unitiire Darstellung p(g)* = p(g)~! fiir alle ¢ € G. Mit Lemma
2.1.1 kann diese Bedingung als p(g~!) = p(g)* geschrieben werden.

SATz 2.3.1. Unitdre Darstellungen sind vollstandig reduzibel.

BEWEIS. Sei W ein invarianter Unterraum einer unitéren Darstellung (p, V),
und
Wt ={veV|(v,w)=0VYwe W}
Dann ist W+ auch invariant, denn
veW, g€ G = (plg)v,w) = (v, p(g)*w) = (v,p(g) " 'w) =0

fiir alle w € W, und also ist p(g)v € W+. Nach Lemma 2.1.2 ist also (p, V) voll-
standig reduzibel. O

SATZ 2.3.2. Sei (p,V) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G. Dann exi-
stiert ein Skalarprodukt (1, ) auf V', so dass (p, V) unitdr ist.

BEWEIS. Sei (, )o irgendein Skalarprodukt auf V. Setze

(v,w) = > (p(g)v, plg)w)o-

geqG

Zuerst zeigen wir, dass (, ) ein Skalarprodukt ist: Es ist klar dass (Av + pw, u) =

v, u) + fi(w,u), und dass (v,w) = (w,v). Ist v # 0 so ist p(g)v # 0 (p(g) ist
invertierbar) und (p(g)v, p(g)v)o > 0 fiir alle g. Also (v,v) > 0. dass p(g) unitér ist,
folgt aus

(p(g)v plghw) = Dpec(p()pg)v p(R)p(g)w)o = e (p(hg)v, p(hg)w)o
h—hg ZheG(p(h)v’p(h)w)O = (v,w).

O

KOROLLAR 2.3.3. Darstellungen von endlichen Gruppen sind vollstindig redu-
zibel.

2.4. Das Lemma von Schur

Seien (p1, V1), (p2, V2) komplexe endlichdimensionale Darstellungen einer Grup-
pe G. Wir untersuchen den Raum Home(V1, V2) der linearen Abbildungen ¢ : Vi —

Va so dass ppi1(g) = p2(9)¢ Vg € G.

BEISPIEL 2.4.1. (p1,V1) = (p2,V2) = (p,V), ¢ : V — V Hamiltonoperator
eines quantenmechanischen Systems mit Symmetriegruppe G.

SATzZ 2.4.1. (Lemma von Schur) Seien (p1,V1), (p2, Va) irreduzible komplexe
endlichdimensionale Darstellungen von G.

(i) ¢ € Homg(Vh,Va) = ¢ =0 oder ¢ ist ein Isomorphismus.
(ii) ¢ € Homg(V1,V1). Dann ist ¢ = A1d, A € C.
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BEWEIS. (i) Sei ¢ € Homg(V1, Va), V1 # {0}. Wir zeigen: Kerp und Imy sind
invariante Unterrdume:

v € Kerp = ¢(p1(g9)v) = p2(9)¢(v) = 0 = p1(g)v € Keryp,
v =p(u) € Imp = pa(g)v = p(p1(9)u) € Imp.
Also ist entweder Kerp = V5 und ¢ = 0, oder Kerp = 0 und ¢ ist injektiv. Im
letzteren Fall ist Imp = V2, da Img invariant und # {0} ist.
(ii) Da jeder lineare Endomorphismus von endlichdimensionalen komplexen
Vektorrdumen einen Eigenvektor hat, existiert ein A € C mit

Ker(p — A1d) # {0}.
Da p—A1d € Homg(V1, V1) ist ker(¢—A1d) invariant, also nach (i) p—AId = 0. O

KOROLLAR 2.4.2. Jede irreduzible endlichdimensionale komplexe Darstellung
einer abelschen Gruppe ist eindimensional.

BEWEIS. Sei G abelsch, (p, V') irreduzibel. Fiir alle g € Gist dann p(g) : V =V
in Homg(V, V). Also ist p(g) = A(g)1, A(g) € C*. Jeder eindimensionale Unterraum
ist also invariant. Dies ist aber nur moéglich wenn V' selbst eindimensional ist. [



KAPITEL 3

Darstellungstheorie von endlichen Gruppen

Wir studieren die Darstellungstheorie von endlichen Gruppen und folgen den er-
sten Teil von [6]. Die grundlegende Bemerkung ist, dass jede irreduzible Darstellung
einer endlichen Gruppe in der Zerlegung der “reguléren” Darstellung vorkommt. Die
technischen Hilfsmittel sind die Orthogonalitéitsrelationen und die Charakteren (=
Spuren von Darstellungsmatrizen).

In diesem Kapitel bezeichnet G, ausser im letzen Abschnitt, stets eine endliche
Gruppe. Alle Darstellungen werden endlichdimensional und komplex angenommen.

3.1. Orthogonalitédtsrelationen der Matrixelemente

Sei p : G = GL(V) eine irreduzible Darstellung der Gruppe G der Dimension
d. Wir haben im Satz 2.3.2 gesehen, dass dann ein Skalarprodukt auf V existiert,
so dass p unitédr ist. Also ist fir alle g € G die Matrix (p;;(g)) von p(g) beziiglich
einer beliebigen orthonormierten Basis unitér: p;;j(¢7') = pji(9)-

SaTz 3.1.1. Seien p: G — GL(V), p' : G — GL(V"') irreduzible unitire Dar-
stellungen einer endlichen Gruppe G. Es bezeichnen (p;;(g)), (0, (9)) die Matrizen
von p(g), p'(g) beziglich orthomormierten Basen von V', bzw. V.

(i) Sind p, p’ indquivalent, so gilt fiir alle i, j, k,1,
|G| z p’L] pkl =0
geG
it) Fir alle 1,4, k,1 gilt
(i) ikl g
1 1
i = ———0ik0;
|G| gez;p] pk?l dlmv k jl

Der Beweis beruht auf dem Schur’schen Lemma. Sei ¢ irgendeine lineare Ab-
bildung V' — V. mit Matrix (¢;i), 1 <j <dimV’, 1 <k < dimV und betrachte

ba = |G| > P (g eplg
geG

Die Matrixelemente von ¢¢ beziiglich der gewéhlten Basen sind dann

ZZP” )birpri(g qum > o (9)prlg
G|

gGG ik geG

so dass der Koeffizient von ¢, gerade die linke Seite der zu beweisenden Identitéaten
ist. Wir haben hier die Unitaritét verwendet, um p/;(g~") durch pf ;(g) zu ersetzen.

13
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Anderseits erfiillt ¢ die Annahme des Schur’schen Lemmas:

dap(h) = |G|Zp g 1o p(g)p(h)

geG

= |G|Zp 9~ "o p(gh)

geG

= |G|Zp (gh™") "o p(9)

geG

= |G| > o' (hg Mo p(g)

geqG

= |G|Zp (97" nl9)

geG
= p'(h)¢q.

Somit ist ¢ = 0 wenn p, p’ indquivalent sind, und (i) ist bewiesen, denn wir kénnen
fiir gegebene i, k, ¢ so wihlen, dass ¢,.s = 1 falls r = ¢ und s = k und ¢, = 0 sonst.

Ist p = p’, so gilt nach dem Lemma von Schur ¢g = A(¢) 1. Um die Konstante
A(¢) auszuwerten nehmen wir die Spur von ¢g: da allgemein tr(AB) = tr(BA)
hat man tr(p(g=1)ép(g)) = tr(¢). Anderseits ist tr(ly) = dim V. Also, mit der
Linearitét der Spur, erhalten wir tr(¢g) = A(¢) dim V', also

1
ba = dimvtr(cﬁ)lv, oder (¢g)ji = mtr(sb)tsﬂ

Wahlt man, fiir gegebene i, k, ¢ wie oben, so ist die Spur null wenn 7 # &k und 1
wenn ¢ = k. Es gilt also

1 1
il Zpu 9)pri(g méikéﬂ-

geG

Der Satz ist somit bewiesen.

3.2. Charakteren

Der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung p : G — GL(V') einer
Gruppe G ist die komplexwertige Funktion auf G:
dim V

Xp(9) = tr(p(g)) = Z p;;i(9)

Hier sind p;;(g) die Matrixelemente beziiglich einer beliebigen Basis von G. Aus
der grundlegenden Eigenschaft tr(AB) = tr(BA) der Spur folgt:

SaTz 3.2.1.

(i) xo(9) = xp(hgh™")
(i) Sind p, p' dquivalente Darstellungen, so gilt X, = X,

Eine Konjugationsklasse von G ist eine Teilmenge von G der Form {hgh~! h €
G}. Die Gruppe G zerfillt in Konjugationsklassen, der Aquivalenzklassen beziiglich
der Aquivalenzrelation ~: g ~ ¢’ (“g ist konjugiert zu ¢’”) falls ein h € G existiert,
so dass ¢’ = hgh™'. Dann bedeutet (i), dass y, einen konstanten Wert auf jeder
Konjugationsklasse annimmt.

Weitere elementare Eigenschaften sind

LEMMA 3.2.2.
(i) xp(1) =dimV,
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(i) Xpmp = Xp + Xp'
(i) x,(g7") = xp(9), Vg € G.

BEWEIS. (i) x,(1) = tr(ly) = dim V. (ii) Beziiglich einer Basis von V & V'
so dass die ersten dim V' Basiselemente zu V' gehdren und die restlichen zu V', hat
(p @ p')(g) die Blockform

( plg) 0 > .
0 g

Es ist also klar dass die Spur gleich der Summe der Spuren ist. (iii) Wir wissen, dass
es ein Skalarprodukt auf dem Darstellungsraum gibt, so dass die Darstellung unitér
ist (Satz 2.3.2). Wir konnen also die Spur beziiglich einer orthonormierten Basis
ausrechnen. Die diagonalen Matrixelemente beziiglich einer orthonormierten Basis
erfiillen p;;(g~') = p;;(g). Die Behauptung folgt durch Summation iiber j. O

3.3. Der Charakter der regulédren Darstellung

Wir wihlen die Basis (04)gec des Raumes C(G). Es gilt preg(9)dn = dgn. Da
gh # h fur g # 1 hat p(g) in diesem Falle keine nichtverschwindenden diagonalen
Matrixelemente, und die Spur ist somit null. Anderseits ist tr(p(1)) = dim C(G) =
|G|, also ist der Charakter von preg

Gl, fallsg = 1,
Xreg(9) = { | O|7 sonst.

3.4. Orthogonalitétsrelationen der Charakteren

Aus den Orthogonalitdtsrelationen von Matrixelementen folgen Orthogona-
litdtsrelationen der Charakteren von irreduziblen Darstellungen. Wir fithren das
Skalarprodukt

(3.1) (i f2) = 17 G| > filg)

geG

auf dem Raum C(G) aller komplexwertigen Funktionen auf G ein.

SaTz 3.4.1. Seien p, p' irreduzible Darstellungen der endlichen Gruppe G, und
seien Xp, X thre Charakteren. Dann gilt

(1) Sind p, p' indquivalent, so gilt (x,, X, ) = 0.

(1i) Sind p, p' dquivalent, so gilt (X, X,) = 1.

Im Falle (i) gilt nach Satz 3.1.1 (xp, X)) = >, ;(piis pj;) = 0. Im Falle (ii)
diirfen wir nach Satz 3.2.1 (ii) annehmen dass p = p'. Es gilt dann (x,,x,) =

dim V' . _

Zi,j(pii7pjj) =i (dimV)~t=1.

KOROLLAR 3.4.2. Ist p = p1 & -+ & pn eine Zerlegung einer Darstellung p in

irreduzible Darstellungen, und o eine irreduzible Darstellung, so ist die Anzahl p;
die dquivalent zu o gleich (Xp, Xo)

Insbesondere ist (x,, x») stets eine nichtnegative ganze Zahl, und (x,,x,) =1
genau dann, wenn p irreduzibel ist.

Bewers. Nach Satz 3.2.2 (ii) ist x, = Xp, + - + Xp,- Also ist (X, Xo) =
> (Xpi>Xo)- Nur die zu o dquivalenten p; tragen nach Satz 3.4.1 der Summe bei,
und zwar mit Beitrag eins. Das Korollar ist bewiesen. (|

Aus diesem Korollar folgt, dass fiir jede Zerlegung p = p1 @ - - @ py, in irreduzi-
ble Darstellungen, die Anzahl p; die d&quivalent zu einer vorgegebenen irreduziblen
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Darstellung o unabhéngig von der Wahl der Zerlegung ist. Ist diese Zahl m, so sagt
man, dass die irreduzible Darstellung ¢ m mal in der Darstellung p vorkommt.

3.5. Zerlegung der reguliren Darstellung

Folgender Satz zeigt, dass jede irreduzible Darstellung im Prinzip aus der Zer-
legung der reguldren Darstellung gewonnen werden kann.

SATz 3.5.1. Jede irreduzible Darstellung einer endlichen Gruppe G kommt in
der requldren Darstellung vor. Hat eine irreduzible Darstellung die Dimension d, so
kommt sie d mal in der requldren Darstellung vor.

Nach Korollar 3.4.2 bedeutet dies, dass fiir jede irreduzible Darstellung o der
Dimension d, (Xs, Xreg) = d. Das ergibt sich aus folgender Rechnung

(Xos Xreg) = ﬁ > Xeo(9)xres(9) = X0 (1) = d.
geG

KOROLLAR 3.5.2. Eine endliche Gruppe G besitzt endlich viele Aquivalenzklas-
sen irreduzibler Darstellungen. Ist p1, ..., pi eine Liste von irreduziblen indquiva-
lenten Darstellungen, eine in jeder Aquivalenzklasse, so gilt fiir ihre Dimensionen
d;

d3+---+di =G|

Es gilt Xreg(9) = D, diXp; (9). Insbesondere fiir g = 1 erhalten wir |G| = Y, d?.
Da |G| endlich ist, muss die Anzahl Summanden endlich sein.

KOROLLAR 3.5.3. Sei p1,...,pr eine Liste irreduzibler indquivalenter unitirer
Darstellungen wie im vorherigen Korollar. Es bezeichnen pa,i;(g), o = 1,...,k,
1<14,j <d, die Matrizelemente von p,(g) beziiglich einer orthonormierten Basis.
Dann bilden die Funktionen py,i; eine orthogonale Basis von C(G).

BEwEISs. Wir haben schon bewiesen, dass diese Matrixelemente orthogonal zu-
einander sind, also sind sie insbesondere linear unabhéngig. Die Dimension von
C(G) ist die Ordnung |G| der Gruppe. Sie stimmt mit der Anzahl Matrixelemente

22:1 d? iiberein. Also bilden sie eine Basis. O

DEFINITION 3.5.1. Eine Funktion f: G — C heisst Klassenfunktion falls

flghg™) = f(h)
fir alle g, h € G.

Nach Lemma 3.2.2 sind Charakteren Klassenfunktionen und nach Satz 3.4.1
bilden sie ein orthonormiertes System beziiglich des Skalarprodukts (3.1). Sie bilden
sogar eine Basis des Unterraums der Klassenfunktionen:

KOROLLAR 3.5.4. Sei G eine endliche Gruppe. Die Charakteren x1,..., Xk der
wrreduziblen Darstellungen von G bilden eine orthonormierte Basis des Hilbertraums
der Klassenfunktionen.

BEWEIS. Es bleibt zu zeigen, dass jede Klassenfunktion eine Linearkombination
von Charakteren irreduzibler Darstellungen ist. Wir verwenden nochmals die Idee
der Mittelbildung. Sei f: G — C eine Klassenfunktion. Insbesondere gilt

(3.2) f9) = = S flhgh™)
Gl =%

fir alle ¢ € G, da alle Summanden gleich f(g) sind. Die Matrixelemente pq ;;
von irreduziblen Darstellungen p,, beziiglich beliebigen orthonormierten Basen der
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Darstellungsriiume bilden nach Korollar 3.5.3 eine Basis von L?(G). Insbesondere
lasst sich f als Linearkombination von den Funktionen p;; schreiben. Wegen (3.2),
kénnen wir in dieser Linearkombination p, ;;(g) durch ihren Mittelwert

Z Paoij hgh
hGG

ersetzen. Dieser Ausdruck lsst sich mit Hilfe der Darstellungseigenschaft und der
Orthogonalitdtsrelationen fiir Matrixelemente berechnen:

dim(pa)
|G| Zpazg hgh |G‘ Z Z pozzk pakl( )palj(h 1)
heG heG k,l=1
dim(pa)
Z Z Paik(h)pa,ki(9)pa,ji(h)
k,l=1 hEG
dim(pqa)
= z] Z P, kk = 61]Xa( )
Also ist f eine Linearkombination von Charakteren. O

Eine Klassenfunktion ist eine Funktion, die konstant auf jeder Konjugations-
klasse ist. Also ist die Dimension des Raums der Klassenfunktionen gleich der An-
zahl Konjugationsklassen. Es folgt:

KOROLLAR 3.5.5. Eine endliche Gruppe hat so viele Aquivalenzklassen irredu-
zibler Darstellungen wie Konjugationsklassen.

3.6. Die Charaktertafel einer endlichen Gruppe

Die Charaktertafel einer endlichen Gruppe G ist eine Liste der Werte der Cha-
rakteren aller irreduziblen Darstellungen. Nach Korollar 3.4.2 kénnen diese Tafeln
dazu verwendet werden, um die irreduziblen Bestandteile jeder gegebenen Dar-
stellung zu bestimmen. Charaktertafeln vieler endlichen Gruppen findet man in
Biichern, z.B. [5], [1], oder in Programmen fiir algebraischen Rechnungen wie GAP.

Da Charakteren konstante Werte auf Konjugationsklassen annehmen, geniigt
es, die Werte der Charakteren fiir ein Element in jeder Konjugationsklasse anzuge-
ben. Die Charaktertafel ist dann die — nach Korollar 3.5.5 quadratische — Matrix
(xi(Cy))F j=1 der Werte der Charakteren x; auf den Konjugationsklassen C;.

Als einfaches Beispiel wollen wir die Charaktertafel der Gruppe Sj konstru—
ieren. Wir haben schon zwei irreduzible Darstellungen von S3 im Abschnitt 2.2
gefunden. Nebst der eindimensionalen trivialen Darstellung p1, haben wir die zwei-
dimensionale Darstellung po auf Vo = {(z1, 22, 73) € C3|z1 + 22 + 23}, die durch
Permutation der Koordinaten gegeben ist. Da die Ordnung der Gruppe 3! = 6
ist, und 12 + 22 = 5, fehlt uns eine eindimensionale Darstellung. Diese ist die Si-
gnumdarstellung oder alternierende Darstellung p. = sign: allgemein definiert man
bekanntlich das Signum einer Permutation o € S, als sign(o) = (—1)V() wobei
N(o) die Anzahl Paare i < j mit o(i) > o(j). Es gilt sign(o7) = sign(o)sign(r)
also definiert sign : S,, - C — {0} = GL(C) eine irreduzible Darstellung von S,,.
Diese Darstellung ist (fiir n > 1) nicht dquivalent zur trivialen Darstellung, denn
sie nimmt auch den Wert —1 an.

In unserem Spezialfall der Gruppe S5 haben wir also eine Liste p1, pa, p. aller
(bis auf Aquivalenz) irreduziblen Darstellungen. Wir zerlegen nun S3 in Konjuga-
tionsklassen: Sei s die Permutation 1 — 2,2 — 1,3 — 3, und t die Permutation
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1— 2,2+ 3,3+ 1. Dann ist
Sy = {1,s,tst™ 1 t>st72 t, sts '},

wie leicht nachzuweisen ist. Also zerfillt S3 in drei Konjugationsklassen: die Klasse
[1], die nur aus 1 besteht, die Klasse [s] von s mit drei Elementen, und die Klasse
[t] von ¢, mit zwei Elementen. Die Klassen [s] und [t] sind verschieden da sign(s) #
sign(t).

Wir bezeichnen mit x1, x2, xe die Charakteren von p1, pa, pe. Die Charakteren
der eindimensionalen Darstellungen sind Spuren von 1 x 1 Darstellungsmatrizen,
unterscheiden sich also nicht von den Darstellungsmatrizen: wir haben x;(g) = 1
fiir alle g € S5 und xc(1) = 1, xe(s) = —1, x(t) = 1. Zur Berechnung von xo
fithren wir die Basis (1,—1,0), (0,1,—1) von V5 ein und berechnen die Matrizen

von s und ¢:
=% 1) wo=(9 1)

also sind die Spuren x2(s) =0, x2(t) = —1. Ausserdem ist x2(1) = dim V5 = 2.
Wir fassen diese Rechnungen in der Charaktertafel von S5 zusammen:

65 [ [1] 3s] 20
x1 | 1 1 1
X2 |2 0 -1
Xe 1 -1 1

Neben jeder Konjugationsklasse ist auch die Anzahl Elemente dieser Klasse
angegeben, und die 6 steht fiir die Ordnung der Gruppe. In der ersten Spalte stehen
die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen (vgl. Lemma 3.2.2) und die erste
Zeile besteht aus 1, da sie der trivialen Darstellung entspricht.

Fiir eine allgemeine Gruppe G folgt aus der Orthogonalitdtsrelation der Cha-
rakteren

[Ca _ 5,
Z |G| XJ(C ) - 52,]'

Also ist die Matrix (1/|C} |/|G\XZ( ))¥ ;—, unitér. Es folgt, dass nicht nur ihre Zei-
len sondern auch ihre Spalten orthonormiert sind. Daraus folgt die Orthogonalitéit
der Spalten der Charaktertafel:

s
ZXJ X] Cﬁ) ||Cv |

Wir bemerken noch, dass die Eintrége x;(C;) im Allgemeinen (algebraische) kom-
plexe Zahlen sind. Dass sie fiir S3 ganz sind ist eine spezielle Eigenschaft der sym-
metrischen Gruppen.

3.7. Die kanonische Zerlegung einer Darstellung

Sei G eine endliche Gruppe, und p; : G — GL(V;), i = 1,...,k eine Liste aller
indquivalenten irreduziblen Darstellungen von G, d.h. eine Liste von irreduziblen
Darstellungen, mit der Eigenschaft dass jede irreduzible Darstellung dquivalent zu
genau einer aus der Liste ist.

Sei jetzt eine Darstellung p auf einem Vektorraum V gegeben. Es sei V' =
Uy @ --- @ U, eine Zerlegung in irreduzible invarianten Unterrdumen. Fiir jedes
i=1,...,k definieren wir W; als die direkte Summe all derjenigen Uj, so dass pl|y,
dquivalent zu p; ist. Dann ist

(3.3) V=W & oW,
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wobei W; = 0 sein darf. Wir zeigen nun, dass diese Zerlegung rein aus den Charak-
teren y; der irreduziblen Darstellungen p; erhalten werden kann.

SATZ 3.7.1. Die Zerlegung (3.3) ist unabhdingig von der Wahl der Zerlegung von
V' in irreduziblen Darstellungen. Die Projektion p; -V — W;, w1 & -+ ® wg — w;
ist durch die Formel
dim V;
(3.4) pi(v) = L
|G|

> xil9)p(g)v

geG
gegeben.

BEWEIS. Es geniigt die zweite Aussage zu beweisen, da die Unterrdume W;
dann als Bilder von p; unabéngig von jeder Wahl von Zerlegungen gegeben sind.

Wir zeigen zuerst, dass die durch (3.4) definierte Abbildung p; die Annahme des
Lemmas von Schur erfiillt: einerseits ist mit der Variablensubstitution g — gh™!,

dimV;

pile(hy) = =iz > xilg)p(ghyv
geG
= di@r/igze;xi(gh‘l)p(g)v,

fiir alle h € G, v € V' Anderseits ist

pp(e) = SEr S @tk

geG

= diﬁg'Vini(h‘lg)p(g)v-

geG

Da x(gh™') = x(h™'g) ist also pip(h) = p(h)p; fiir alle h € G. Gegeben eine
Zerlegung V = Uy @ --- @ U, in irreduziblen Darstellungen, Wir betrachten die
Einschrénkung von p; auf einem Uj. Der Charakter der Einschrénkung von p auf
Uj sei x. Fiir v € Uj ist p;(v) eine Linearkombination von Elementen aus dem
invarianten Unterraum U;. Also ist p;(v) ebenfalls in Uj; wir haben also eine lineare
Abbildung p;|y, : U; — Uy, die die Annahme des Lemmas von Schur erfiillt. Also
existiert eine komplexe Zahl ¢ = ¢;; mit p; |Uj = cly; . Diese Zahl rechnen wir, indem
wir die Spur auf beiden Seiten der Gleichung nehmen. Wir erhalten

tr(pilu,) = dim Uj(xs, x) = ¢ dim Uj

Also ist ¢ = 1 wenn p|y, dquivalent zu p; ist und null sonst. Wir sehen also, dass
pi(v) = v falls v € W; und p;(v) = 0 falls v € Wj, j # i, was zu beweisen war. [

Die Zerlegung (3.3) heisst kanonische Zerlegung. Die Unterrdume W; heissen
isotypische Komponenten.

BEISPIEL 3.7.1. G = {1, —1}. Diese zu Z, isomorphe Gruppe hat zwei irreduzi-
ble eindimensionale Darstellungen: die triviale Darstellung p; und die Darstellung
pa(£1) = £1. Sei d > 1 und p die Darstellung auf dem Raum V aller Polynome
in einer Unbekannten vom Grad < d: p(g)f(z) = f(g9z), g = £1. Die kanonische
Zerlegung ist die Zerlegung V' = V, @ V_ in gerade und ungerade Polynomen:
Vi = {f|f(—=2) = £f(2)}. Eine Zerlegung in irreduzible Unterrdumen ist einer
Wahl einer Basis von V, und einer Basis von V_ gleichbedeutend, und ist daher
i.a. nicht eindeutig.
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3.8. Beispiel: die Diedergruppe D,, n > 3

Wir wollen hier alle irreduziblen Darstellungen von D,, klassifizieren. Da jedes
Element von D, sich als Produkt R®S® darstellen lisst (Lemma 1.1.1), ist eine
Darstellung p von R := p(R) und S := p(S) vollstindig bestimmt. Diese erfiillen
dann die Relationen

(3.5) R"=8%=1, SR=R"'S

denn die Drehung R und die Spiegelung S erfiillen diese Relationen.

Umgekehrt: sind R, S € GL(V) lineare invertierbare Selbstabbildungen eines
komplexen Vektorraums V, die (3.5) erfiillen, so definiert p(R*S%) = R*S®, a =
0,...,n, b=0,1 eine Darstellung von D,, auf V. Die Produktregeln R*S?R* §¥" =
Ro+a’=2a’b g+ wwerden némlich dank der Relationen respektiert.

Eine Darstellung von D,, auf V ist also dasselbe wie ein Paar linearer Abbil-
dungen R, S in GL(V), die die Relationen (3.5) erfiillen.

Wir fangen an, eindimensionale Darstellungen zu klassifizieren. Gesucht werden
zwei 1 x 1 Matrizen, also Zahlen R, S # 0 die (3.5) erfiillen. Wir haben also
R™ = 52 = 1 und von der letzen Relation R? = 1. Ist also n gerade, so hat man 4
eindimensionale Darsellungen, wobei R und S die Werte &1 annehmen. Nennen wir
diese Darstellungen py ., py_,p_+,p—_, je nach Vorzeichen von R und S. Wenn n
ungerade ist, muss R = 1 und wir haben 2 Darstellungen p+ mit p4(S) = +1.

Wir betrachten jetzt zweidimensionale irreduzible Darstellungen. Nehmen wir
an, p ist eine zweidimensionale Darstellung und setzen R = p(R) und S = p(S).
Sei v ein Eigenvektor von R mit Eigenwert . Da R" = 1, muss ¢ = 1 also von der
Form € = exp(2mij/n) mit j ganz sein. Aus der Relation SR = R™1S folgt, dass
Sv ebenfalls ein Eigenvektor von R ist, aber mit Eigenwert ¢!, Ist Sv proportional
zZu v, S0 erzeugt v einen invarianten Unterraum der Dimension 1, im Widerspruch
mit der Irreduzibilitéit. Seien also v und Sv linear unabhingig. Beziiglich der Basis
v, Sv haben wir dann

= e 0 = 0 1
(5 0) (00

und es ist leicht nachzupriifen, dass diese zwei Matrizen die Relationen erfiillen, also
eine Darstellung definieren. Diese Darstellungen sind irreduzibel wenn € # ¢!, denn
ein invarianter eindimensionaler Unterraum muss aus simultanen Eigenvektoren von
R und S sein, was unméglich ist. -

Wir bezeichnen mit p; diese zweidimensionale Darstellung, wobei € = e
Beschriinken wir uns auf die Werte j = 1,...,[(n — 1)/2] ([z] ist die grosste ganze
Zahl < z), so sind die Darstellungen p; irreduzibel und paarweise indquivalent,
letzteres weil p;(R) verschiedene Eigenwerte flir verschiedene j in diesem Bereich
hat.

Wir zeigen jetzt unter Verwendung von Satz 3.5.2, dass wir schon alle irredu-
ziblen Darstellungen (bis auf Aquivalenz) gefunden haben. Im geraden Fall hat man
4 eindimensionale Darstellungen und [(n—1)/2] = n/2—1 zweidimensionale Darstel-
lungen p;. Die Summe der Quadrate der Dimensionen ist also 4-124 (n/2—1)-22 =
2n. Im ungeraden Fall hat man 2 eindimensionale und [(n—1)/2] = (n —1)/2 zwei-
dimensionale Darstellungen, und 2 - 12 + ((n — 1)/2) - 2 = 2n. In beiden Fillen
bekommen wir also die Ordnung 2n der Gruppe D,, und wir haben alle irredu-
ziblen Darstellungen gefunden.

Ganz explizit, haben wir folgende Beschreibung aller irreduziblen Darstellungen
von D,,.

(a) n gerade.
Eindimensionale Darstellungen:
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pr+(R*S%) = 1, py—(R*S) = (=1)", p_4(R*S*) = (=1)*, p——(R*S") =
(_1)a+b.
Zweidimensionale Darstellungen:

. e27r7ija/n 0 " 0 e27rija/n
pj(R )= ( 0 e—2mija/n ) ) pj(R S) = ( e—2mija/n 0 ) ’

wobei j € {1,2,...,5 —1}.

(b) n ungerade.

Eindimensionale Darstellungen: p4(R*S%) = (41)°

Zweidimensionale Darstellungen: p;, j € {1,...,(n—1)/2}, mit denselben For-
meln wie im geraden Fall.

Die Charakteren der zweidimensionalen Darstellungen sind
Xj(RY) = 2cos(2maj/n), x;(R*S)=0.

(Der Charakter einer eindimensionalen Darstellungen stimmt mit der Darstellung
iiberein). Die Orthogonalitétsrelationen entsprechen nicht ganz offensichtlichen tri-
gonometrischen Identitdten, etwa:
9 n—1
- Z cos(2maj/n) cos(2mal/n) =
a=0
fir 1 < 4,0 <[(n—1)/2].

3.9. Kompakte Gruppen

Die oben entwickelte Darstellungstheorie endlicher Gruppen stiitzt sich auf die
Existenz einer Mittelung ﬁ > 9eG- Mit deren Hilfe konnten wir die vollstéandige
Reduzibilitdt und die Orthogonalitéitsrelationen herleiten.

Bei kompakten Gruppen hat man ebenfalls eine Mittelung, die uns erlaubt,
im Wesentlichen die gleiche Darstellungstheorie zu entwickeln wie bei endlichen
Gruppen. Genauer, kann man zeigen, dass fiir jede kompakte Gruppe G existiert
eine eindeutige lineare Funktion C(G) — C,

fo /G f(g)dg

auf dem Raum C(G) der stetigen komplexwertigen Funktionen f : G — C, so dass
(i) [of(g)dg > 0 falls f > 0, (ii) fiir alle h € G, [ f(hg)dg = [ f(g)dg, (iii)
Jo1dg = 1.

Wie die Notation suggeriert, ist tatsdchlich diese Linearform gleich der Inte-
gration beziiglich eines Masses, des Haar’schen Masses.

Wir verzichten auf der allgemeine Definition einer kompakten Gruppe. Die
Beispiele, die uns interessieren sind, nebst der endlichen Gruppen, die kompakten
Untergruppen von GL(n, K), K = R,C. In diesem Fall bedeutet kompakt abge-
schlossen und beschrénkt in der Menge K n* aller n x n Matrizen. So sind die
Gruppen U(n), SU(n),O(n), SO(n) kompakt.

Zum Beispiel ist U(n) = f~1({0}) abgeschlossen, denn es ist das Urbild der
abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen Selbstabbildung f: A — A*A —1
des Raums aller n x n Matrizen. Sie ist beschrénkt, denn insbesondere gilt fiir
A= (Ay) € Un), o4 |Ai;|?> = tr(A*A) = n, also ist U(n) enthalten in einer
Sphéire vom Radius /7 in C"’.

Dagegen sind z.B. GL(n,R), SL(n,R), O(p,q) (p,q # 0) nicht kompakt, denn
diese Gruppen enthalten Matrizen mit beliebig grossen Matrixelementen (Beispiel:
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Lorentzboosts in der Lorentzgruppen mit grossem Rapiditéitsparameter, siche Ab-
schnitt 5.11).

Ein einfaches Beispiel eines Haar’schen Mass ist das Haars’che Mass von U(1),
der Gruppe der komplexen Zahlen mit Betrag 1: die entsprechende Mittelung ist
gegeben durch:

1 2w it p
e ARGl

Die Theorie der endlichdimensionalen komplexen stetigen Darstellungen einer

kompakten Gruppe G kann dann im wesentlichen mit den gleichen Sétze und Bewei-

sen wie bei endlichen Gruppen geschrieben werden. Dabei muss jeweils el Zg ca

durch [, ersetzt werden.
So hat man Orthogonalititsrelationen fiir Matrixelemente und Charakteren
beziiglich des Skalarproduktes

(flvfz):/c;@fz(g)dg-

Alle Resultate von 3.1, 3.2, 3.4, 3.6 gelten, mit denselben Beweisen, auch bei all-
gemeinen kompakten Gruppen. Die restlichen Resultate, die die regulidre Darstel-
lung betreffen, gelten mit kleinen Anderungen: so definiert man fiir eine kompak-
te Gruppe G die reguldre Darstellung als die Darstellung auf dem Hilbertraum
L?(G) der beziiglich des Haar’schen Mass quadratintegrierbaren Funktionen, mit
preg(9) f(h) = f(g*h). Diese Darstellung ist unendlichdimensional und ihr Charak-
ter ist nicht definiert. Trotzdem gilt das Peter-Weyl Theorem, das besagt, dass jede
endlichdimensionale irreduzible Darstellung so oft vorkommt in der regulédren Dar-
stellung wie ihre Dimension, und dass die Matrixelemente aller indquivalenten irre-
duziblen Darstellungen eine orthonogonale Basis (im Sinne der Hilbertraumtheorie)
von L?(G) bilden.

BEISPIEL 3.9.1. G = U(1), eine abelsche Gruppe. Die endlichdimensionalen
Darstellungen sind eindimensional, gegeben durch p,(e’?) = €i"?. Diese Funktio-
nen p,, bilden eine orthonormierte Basis von L?*(G) = L2([0, 2x[). In diesem Falle
reduziert sich also das Peter-Weyl Theorem auf die L?-Theorie der Fourierreihe.
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Eigenwertprobleme mit Symmetrie

Hier wird die Gruppentheorie auf Eigenwertprobleme mit Symmetrie angewen-
det. Diese kommen z.B. in der Molekularphysik und der Festkorperphysik vor, wo
das Spektrum von Schwingungsfrequenzen und die Energieniveaux von Elektronen
durch die Symmetrie der Molekiilen/ Kristallen stark eingeschrinkt werden. Nach
einer allgemeinen Betrachtung, betrachten wir speziell den Fall eines schwingendes
Molekiils. Literatur: [5], [2], [8]. In 4.3 folgen wir [8].

4.1. Eigenwerte und Eigenvektoren

Eine der wichtigsten Anwendungen der Gruppentheorie in der Physik ist auf
Eigenwertprobleme mit Symmetrie.

Sei A : V — V eine lineare Abbildung auf einem komplexen Vektorraum V.
Wir nehmen an, dass V' der Darstellungsraum einer Darstellung p : G — GL(V)
einer Gruppe G ist, und dass A die Symmetrieeigenschaft

p(9)A = Ap(g), Vg € G,

besitzt, d.h. A € Homg(V, V). Was kénnen wir iiber Eigenwerte und Eigenvektoren
von A sagen? Im Falle, wo p irreduzibel ist, wissen wir nach dem Schur’schen Lemma,
dass A = Aly, also dass A einen einzigen Eigenwert mit Eigenraum V' hat.

Im Folgenden wollen wir den allgemeinen Fall betrachten. Wir werden aber zur
Vereinfachung annehmen, dass A diagonalisierbar ist, und p eine endlichdimensio-
nale Darstellung einer kompakten Gruppe ist. Also ist p vollstéindig reduzibel.

Zunéchst eine qualitative Aussage. Wir beniitzen die Notation diag(aq, ..., aq)
um die diagonale d x d Matrix mit diagonalen Matrixelementen a,...,aq zu be-
zeichnen.

SATZ 4.1.1. Seip: G — GL(V) eine endlichdimensionale komplexe Darstellung
einer kompakten Gruppe G, und A :' V — V eine diagonalisierbare lineare Selbstab-
bildung, so dass p(g)A = Ap(g),Vg € G. Sei V=V & --- @ V,, eine Zerlegung von
V' in irreduzible Darstellungen. Dann hat A hochstens n verschiedene Eigenwerte.
Bezeichnet d; die Dimension von V;, so hat A beziiglich einer passenden Basis die
Diagonalform

diag()\l,...,)\1,...,)\",...,)\”),
———

—_——
dy mal d,, mal
fiir gewisse (nicht notwendigerweise verschiedene) komplexe Zahlen Ay, ..., A\y.
BEWEIS. Seien Fy,..., E,, die Eigenrdume der Abbildung A und seien g, ...,

1 die entsprechenden Eigenwerte. Also besteht E; aus allen Vektoren v in V', so
dass Av = p;v und die Diagonalisierbarkeit von A bedeutet, dass V = E1®- - - @ E,,.
Ist v € Ej;, so gilt fiir alle g € G,

Ap(glv = plg)Av
p(g)piv
= wip(g)v.
Also ist p(g)v € E;, d.h. E; ist ein invarianter Unterraum fiir die Darstellung p.

23
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Zerlegen wir die Einschrankung von p auf jedem E; in irreduzible Darstellungen
und beniitzen die Diagonalisierbarkeit von A, so erhalten wir eine Zerlegung

V:V{@"'@Vé

in irreduzible Darstellungen, so dass jeder V; in einem Eigenraum enthalten ist. Die
Anzahl n Summanden und die Dimensionen der V' sind dieselben (bis auf Permuta-
tionen) wie in der gegebenen Zerlegung Vi ®- - -®V,,, wie wir in der Charaktertheorie
gesehen haben. In einer Basis von V, die aus Vektoren in U; V] besteht, hat also A
die gewiinschte Diagonalform. Es ist dann klar, dass A hochstens n (verschiedene)
Eigenwerte hat. O

Diese qualitative Aussage iiber die Eigenwerte ist oft fiir Anwendungen aus-
reichend. So konnen beispielsweise die Schwingungfrequenzen eines symmetrischen
Molekiils durch die Eigenwerte einer linearen Abbildung mit derselben Symmetrie
ausgedriickt werden (siehe unten). Die experimentell bestimmbare Anzahl Eigen-
frequenzen gibt also Auskunft {iber die Symmetrie des Molekiils.

Prézisere Aussagen iiber Eigenwerte und Eigenvektoren gewinnt man mit Hilfe
des Lemma von Schur. Der einfachste Fall ist, wenn die Darstellung in einer Summe
paarweise indquivalenten Darstellungen zerfillt. Das Lemma von Schur gibt dann
(Ubung):

SATZ 4.1.2. Seien G, V, A wie im vorherigen Satz. Seien fir alle i # j die
Darstellungen Vi, V; nicht dquivalent. Dann ist, fir alle i, AV; C V; und die Ein-
schrinkung von A auf V; ist Aly, = \ily, fir ein A\; € C

Also ist A beziiglich einer Basis von V mit Basisvektoren in U;V; bereits dia-
gonal.

Im allgemeinen Fall kénnen die Eigenvektoren wie folgt bestimmt werden. Sei
V=W & @ Wy die kanonische Zerlegung der Darstellung p. Also fasst man
alle zueinander dquivalenten in V' vorkommenden irreduziblen Darstellungen zu-
sammen. Nach dem Lemma von Schur, Teil (i), ist AW; C W;. Also kénnen wir
A separat in jedem W; diagonalisieren, und wir haben das Problem auf den Fall
reduziert, wo V eine direkte Summe von zueinander dquivalenten irreduziblen Dar-
stellungen ist.

Betrachten wir zunéchst den Fall wo V' = V; @ V5 wobei ply, = ply, dquivalente
irreduzible d-dimensionale Darstellungen sind. Wir wihlen eine Basis (e});=1.. 4 von
V1 und bezeichnen mit p;(g) die Matrix von ply, (g) beziiglich dieser Basis. Die Basis
(€2) von Vy withlen wir als das Bild der Basis von V; durch den Isomorphismus

3

Vi — V5. Also hat die Darstellung beziiglich der Basis eh...,e}l,e%...,e?i die

Késtchenform
_( pmlg O
p(g)_(p()g m(g)>'

Die Matrix von A habe beziiglich derselben Basis die Form

A A
Ao Az )7
Die d x d Késtchen A;; erfiillen dann p;(g)Ai; = Ai;p1(g), also nach Schur A4;; =

ai;1, a;; € C. Es ist dann niitzlich, die Basis umzunumerieren: beziiglich der Basis
el,e?,... el e2 hat A die Form

o

(4.1) R
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wobei a die zwei mal zwei Matrix mit Matrixelementen a;; bezeichnet. Das Problem
ist dann auf die Diagonalisierung einer zwei mal zwei Matrix reduziert. Ist (vy,vs)
ein Eigenvektor von a zum Eigenwert A so sind die Vektoren viel +vse?,i =1,...,d,
Eigenvektoren von A zum selben Eigenwert .

Der allgemeine Fall, wo V eine direkte Summe von n zueinander dquivalenten
Darstellungen V,, ist, kann genauso behandelt werden. Die Isomorphismen zwischen
den Darstellungen erlauben uns fiir jedes @ = 1, ..., n eine Basis (e$);=1,...,¢ von V,
zu withlen, so dass die Matrix von p(g) beziiglich der Basis e1,... e, ... el ... en
késtchendiagonale Form mit gleichen diagonalen d x d Késtchen hat. Nach Schur hat
dann die Matrix von A beziiglich der umnumerierten Basis e}, ... e}, ... ,ezl, S, ey
die Form 4.1 mit n x n Késtchen a = (aqg) gegeben durch

Aef = Zagaef.
B

Das Problem ist dann auf die Diagonalisierung der n x n Matrix a reduziert. Die-
ses letztere Problem kann nicht im Allgemeinen durch Gruppentheorie vereinfacht
werden und muss “von Hand” gelost werden.

Wir haben also gesehen, dass das Eigenwertproblem fiir A € Homg (V, V') wobei
in V die irreduziblen indquivalenten Darstellungen p1, ..., pr von G ny,. .., bzw. ng
mal vorkommen, im Prinzip auf k Eigenwertprobleme der Dimensionen ny,. .. ,ng
reduziert werden kann.

BEISPIEL 4.1.1. Man betrachte eine Matrix der Form

a b b
A= b a b |, a,beC.
b b a

Dann ist p(c)A = Ap(o), wobei p die im Abschnitt 2.2 diskutierte Darstellung von
S3 ist. Dann sind die indquivalenten Unterdartellungen Vi, Vo Eigenrdume von A.
Die Eigenwerte sind Ay = a+ 2b bzw. Ay = a — b, wie man leicht durch Anwendung
auf einem beliebigen Vektor aus V; bzw. V5 feststellt.

Diese Matrix kommt zum Beispiel im Eigenwertproblem vor das die Schwin-
gungsfrequenzen von drei durch gleiche Federn miteinander verbundene Punktteil-
chen auf einer kreisféormigen Schiene bestimmt. Andere, physikalischere, Beispiele
sind hierunter diskutiert. Wir betrachten jetzt Anwendungen in der Molekiilphysik,
wobei wir uns auf die qualitativen Aussagen iiber die Entartungen der Eigenwer-
te beschrinken. Explizite Konstruktionen der Eigenvektoren nach obiger Methode
findet man z.B. in den Biichern [2, 5].

4.2. Kleine Schwingungen von Molekiilen

Wir betrachten kleine Schwingungen eines Molekiils um einer Gleichgewichts-
lage. Das Molekiil habe N Atome, mit Koordinaten y = (i1, ...,7n) € R3*V. Die
Gleichgewichtslage y* soll eine Symmetriegruppe G besitzen, eine Untergruppe der
O(3) die die Lage der Atome, bis auf Permutationen der Lagen gleicher Atomen,
festhélt. Man denke an NH3 mit Wasserstoffatomen an den Ecken eines regulidren
Dreiecks und Symmetriegruppe D3, oder CH4 mit Wasserstoffatomen an den Ecken
eines reguldren Tetraeders, mit Symmetriegruppe T' 22 Sy, oder Fullerene “bucky-
ball” Cgg, mit der Symmetriegruppe des Ikosaeders.

Die Gruppentheorie erlaubt, qualitative Aussagen iiber die Schwingungsfre-
quenzen zu machen. Wir betrachten das Molekiil im Rahmen der klassischen Me-
chanik. Bei kleinen Schwingungen sind die quantenmechanischen Rechnungen nicht
wesentlich verschieden, und werden auf die Rechnung der klassischen Eigenfrequen-
zen zuriickgefiihrt. Insbesondere sind diese Frequenzen durch Experimente im Prin-
zip messbar.
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Wir nehmen an, dass die Wechselwirkungen nur von den Abstédnden zwischen
den Atomen abhingt, so dass die potentielle Energie invariant unter orthogonalen
Transformationen ist:

V(Rgl,...,RgN):V(:ljl,...7gN), VREO(?))

Die Tatsache, dass gleiche Atome in einem Molekiil vorkommen, wird in der An-
nahme wiedergespiegelt, dass die potentielle Energie invariant unter Permutationen
o der Koordinaten von identischen Atomen sind:

V(go(l)a s aga(N)) - V(ﬁla e 7?771)
Beide Arten von Symmetrien der potentiellen Energie sind durch orthogonale Trans-
formationen von R3V gegeben.
Sei R € (. Also bildet R die Gleichgewichtslage y* bis auf eine Permutati-
on von gleichen Atomen nach sich selbst ab. Setzt man also R mit einer solchen

Permutation zusammen, so erhalten wir eine orthogonale Transformation p(R) von
RN, mit p(R)y* = y*:
P(R)(Zﬁ, oo 727N) = (Rga_l(l)v R R?ja—l(N))
wobei o durch Ryi = i}, definiert ist. Es ist leicht nachzuweisen, dass p die
Darstellungseigenschaft p(R1R2) = p(R1)p(R2) erfiillt.
Wir haben also eine (reelle) Darstellung p auf R3Y | mit den Eigenschaften, dass
V(p(R)y) = V(y) fiir alle R € G, y € R*N und p(R)y* = y*.
Die Newton’schen Bewegungsgleichungen fiir die Koordinaten ¢; = (y}, 47, v;)
der Atome als Funktion der Zeit ¢ haben die Form
d?y¢(t) ov
i = o (y(1),
i =~ g,a )

i=1,...,N, a=1,23.

Hier bezeichnet m; > 0 die Masse des iten Atoms, und die Ableitung nach der Zeit
wird mit einem Punkt notiert.

Im Gleichgewicht verschwindet die Kraft: o0V (y*)/dy® = 0. Fiir kleine Schwin-
gungen, setzt man y(t) = y* + x(¢) und entwickelt in einer Taylorreihe um z = 0:

dzx?(t) 0%V *\ .0 2
gy == 2 5 3 07)2(®) + O(1af),
7B (]

Unter Vernachléssigung der Terme zweiter und hoherer Ordung, haben die Bewe-
gungsgleichungen die Form

d*x(t)

Cdrr
Die 3N x 3N Matrix A hat Matrixelemente m;182V(y*)/8y?8y§3. Diese Matrix
ist dhnlich zur symmetrischen Matrix (m; 1/ 202V (y*)/ 8yf‘3yf m;/ ?) also diagona-
lisierbar. Die Symmetrie V(p(R)y) = V(y) der potentiellen Energie hat zur Folge,
dass die orthogonale Matrix p(R) die Gleichung

p(R)A = Ap(R)

wwt

(t) = —Az(t).

erfiillt. Der Exponentialansatz z(t) = e**z zur Losung der Bewegungsgleichungen,
fithrt auf das Eigenwertproblem Azg = w?zg. Ist also w? ein positiver Eigenwert
von A, so sind Real- und Imaginérteil der komplexen Losung z(t) Losungen die
Schwingungen der Periode 27 /w um der Gleichgewichtslage beschreiben. Die Posi-
tiven Wurzeln w aus den positiven Eigenwerten von A werden Eigenfrequenzen des
Molekiils genannt. Die Gruppentheorie gibt Auskunft iiber die Entartungen der Ei-
genwerte: Zerlegt man ndmlich die als komplexe Darstellung aufgefasste Darstellung
p in irreduzible Darstellungen, so entspricht jede irreduzible Unterdarstellung einem
Eigenwert mit Multiplizitdt gleich der Dimension der irreduziblen Darstellungen.
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Ist also die, durch experimentelles Bestimmen der Eigenfrequenzen gewonnene, An-
zahl Eigenwerte kleiner als die Anzahl Freiheitsgrade, so ist das ein Zeichnen, dass
das Molekiil eine nichtabelsche Symmetriegruppe besitzt. Um die irreduziblen Dar-
stellungen zu bestimmen, rechnet man den Charakter tr(p(R)) aus, und entwickelt
ihn nach aus Tafeln gewonnenen Charakteren von irreduziblen Darstellungen. Dies
wollen wir an einem Beispiel illustrieren.

4.3. Beispiel: Eigenfrequenzen von CH,

Als Anwendung wollen wir qualitative Aussagen iiber die Eigenfrequenzen ei-
nes Molekiils mit tetraedraler Symmetrie, wie CHy, herleiten. Fiir mehr Details und
eine Interpretation durch Vektorbiindel, S. [8]. Im Gleichgewicht sind die vier Was-
serstoffatome an den Ecken v7,..., s eines regulidren Tetraeders, wobei der Koh-
lenstoff im Mittelpunkt steht. Wir betrachten das System klassisch (bei kleinen
Schwingungen ist die quantenmechanischen Rechnung nicht wesentlich verschie-
den), und nehmen an, dass die Potentielle Energie V(#,. .., ¥4, ¥.) als Funktion
der Koordinaten ; € R? der H-Atome und g, des C-Atoms, invariant unter or-
thogonalen Transformationen und Permutationen der Koordinaten der H-Atome
ist:

V(Rgla"'aRg47RgC) = V(ﬁh"'v?j‘la]jC)’ VR € 0(3)
V(ga(1)7"'7g0(4)7g0) = V(?jla'- '7?747:?0% Vo € S4'

Wir betrachten kleine Schwingungen um einer Gleichgewichtslage. Wir wihlen diese
Gleichgewichtslage so, dass der Mittelpunkt des Tetraeders im Ursprung liegt. Dann
ist die Summe 7 + -+ U4 = 0.

Die Symmetriegruppe ist die Gruppe 1" der orthogonalen Transformationen die
den reguldren Tetraeder festlassen.

Die Tetraedergruppe T hat fiinf irreduzible Darstellungen p1, ..., ps. Ihre Cha-
rakteren x1,..., x5 werden durch folgende Charaktertafel gegeben (siehe z. B. [5]
oder [8)]):

24T | [1] 8[rs] 3[r2] 6[ss] 6][7]
w1 1 1 1 1
Yo |2 -1 2 0 0
s |11 1 -1 -1
X4 3 0 -1 1 -1
vs |3 0 -1 -1 1

1 ist die Identitét; r3 ist eine Drehung um eine Achse durch eine Ecke mit Winkel
27 /3 = 120°; 1o ist eine Drehung um eine Achse, die senkrecht durch eine Kante
geht, mit Winkel 27/2 = 180°; s4 ist die Zusammensetzung einer 120°-Drehung
r3 um eine Achse durch eine Ecke, sagen wir ¥4, und den Mittelpunkt mit einer
Spiegelung um eine Ebene die durch zwei andere Ecken, 7, U5 und den Mittelpunkt
geht; schliesslich ist 7 die Spiegelung beziiglich einer durch eine Kante und den
Mittelpunkt gehenden Ebene. Die entsprechende Permutationen der Ecken 1,2, 3,4
und des Mittelpunkts C sind (fiir eine Wahl der Achsen und Ebenen)

(123 4C (123 4 C
i\l1 342 c¢c) ™\l2143 ¢c)
(123 4C (123 4C
Sar\y 123 ¢ ) T'\1 243 ¢Cc)

Wir miissen also den Charakter tr(p(R)) fir R = 1,735,732, 84, T ausrechnen. Erstens
reduzieren wir das Problem auf die Rechnung der Spur der 3 x 3 Matrix R. Betrachte
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zum Beispiel p(R) fiir R = 7. Die entsprechende Permutation o ist die Transposition
der beiden letzten Ecken. Also hat p(R) die Zerlegung in 3 x 3 Kistchen:

R 0 0 0 0
0RO 0 0
p(RA)=] 0 0 0 R 0
00 R 0O 0
00 0 0 R

Die Spur ist also 3 tr(R), da nur die Késtchen R in der Diagonale zur Spur beitragen.
Diese Anzahl Késtchen in der Diagonale ist die Anzahl deri € {1,...,4,C}, so dass
o(1) = i, also der Fizpunkte der entsprechenden Permutation. Allgemein haben wir
die Fizpunktformel
Yo(R) = tr(p(R)) = tr(R) N
wobei Ng die Anzahl Fixpunkte der R entsprechenden Permutation ist.
Rechnung von tr(R). Eine Drehung mit Winkel 6 hat beziiglich einer geeigneten
Basis die Matrixform
cos(f) —sin(d) 0
sin(f) cos(6) 0 |,
0 0 1
also Spur 2cos(f) + 1. Insbesondere ist tr(rs) = 0, tr(rz) = —1. Eine Spiegelung
beziiglich einer Ebene hat fiir eine geignete Basis Diagonalform mit diagonalen
Matrixelementen 1,1, —1. Also ist tr(7) = 1. Um die Spur von s4 auszurechnen,
berechnen wir die Matrix von s4 beziiglich der Basis ¥, ¥, U3 von R3. Da s,7; =

Ujt1, und Uy = —0; — U — U3, ist diese Matrix
0 0 -1
1 0 -1
0 1 -1

Also ist tr(sq) = —1
Rechnung von x,. Multipliziert man jede dieser Spuren mit der ensprechenden
Anzahl Fixpunkte Ny =5, N, =2, N,, =1, N;, =1, N, = 3, so erhélt man:

X/)(l) =3-5= 15a X,D(r3) 202:07 XP(T2) :_11:_15
Xp(s4) =—1-1=—1, Xp(T)=1-3=3.

Wir konnen jetzt ausrechnen, wie oft die irreduziblen Darstellungen in p vorkom-
men. Die Multiplizitat n;, mit welcher die jte Darstellung vorkommt ist der Koeffizi-
ent von y; in der Zerlegung x, = > 5 X; von x;j. Aus der Orthogonalitéitsrelation
der Charakteren haben wir also mit |G| = 24,

ng = (va Xj)
= i(l 15 % (1) +8-0-x;(rs) + 3 (=1) - x;(r2)

+6-(=1) - x;(s4) +6-3-x;(7))
Diese Zahlen koénnen mit Hilfe der Charaktertafel einfach gerechnet werden, mit
dem Resultat

Xp = X1 + X2 + Xa + 3Xs.

Also haben wir eine Zerlegung in irreduzible Darstellungen p = p1 & po D ps B p5 B
ps @ ps. Die Eigenwerte sind also héchstens 6.

Nicht alle diese Eigenwerte entsprechen Schwingungen, denn manche verschwin-
den wegen der Translations- und Drehinvarianz der Gleichungen. Man hat ndmlich
die Translationsinvarianz V(¢1 + @, ... ¥, + @) = V(#1, ..., Yn) des Potentials. Dies
entspricht einem dreidimensionalen Raum von infinitesimalen Verschiebungen von
der Gleichgewichtslage in welcher Richtung die Kraft verschwindet. Ebenso hat
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man einen weiteren solchen dreidimensionalen Raum, der durch die infinitesima-
len starren Drehungen um den Ursprung gegeben ist. Diese Verschiebungen bilden
einen 6-dimensionalen invarianten Unterraum von R!'® der im Eigenraum von A
zum Eigenwert 0 liegt. Die Translation mit Vektor @ enstpricht der Verschiebung

zur Translation um Rd gehort. Also ist die Einschrinkung von p auf diesem Un-
terraum &dquivalent zur Darstellung R — R (als komplexe Matrix aufgefasst). Eine
infinitesimale Drehung wird durch einen Vektor b parallel zur Drehachse parame-
trisiert und entspricht der Verschiebung

xr = (5A6175A62,6A53,5A174,0)
wobei A das Vektorprodukt bezeichnet. Dann ist
p(R)I = (R(g/\ ’170—1(1)), L) R(g/\ 60*1(4))3 0)7

wobei nach Definition Rv; = v(;y. Anderseits gilt: R(Z A i) = det(R)RZ A Ry fiir
R € O(3). Also erhalten wir fiir jedes R € T: p(R)x = (0 ATy, .. 0 A U4,0) mit
b = det(R)Rb. Die infinitesimalen Drehungen bilden also eine dreidimensionale
Unterdarstellung die équivalent zu R~ det(R)R.

Eine Rechnung (Ubung) zeigt, dass die Darstellungen R — R, R +— det(R)R
irreduzibel sind mit Charakter x5 und x4. Also hat die Einschréankung von p auf

dem 6-dimensionalen Unterraum der infinitesimalen Translationen und Drehungen
Charakter x4 + x5. Auf dem orthogonalen Komplement hat p dann Charakter

X1+ x2 + 2xs.

Also hat man fiir CHy (héchstens) vier verschiedene Eigenfrequenzen.

Die entsprechenden Eigenschwingungen kann man auch ohne explizite Ausre-
duktion erraten (siehe [8]). Zum Beispiel, kann man sich vorstellen, dass der Tetra-
eder “atmet”, d.h. die H-Atome bewegen sich auf Geraden durch den Ursprung wo
C ruht, so dass der Abstand zum Urprung zu jedem Zeitpunkt fiir alle H-Atome
gleich ist. Diese Verschiebungen von der Gleichgewichtslage werden durch die Sym-
metrie auf sich selbst abgebildet. Also entspricht dies der trivialen Unterdarstellung

P1-






KAPITEL 5

Die Drehgruppe und die Lorentzgruppe

In diesem Kapitel werden die Drehgruppe und die Lorentzgruppe studiert. In
der Quantenmechanik werden diese Symmetriegruppen der klassischen Mechanik
durch zweifache Uberlagerungen SU(2), SL(2,C) ersetzt. Literatur: [4], [8], [9].

5.1. Isometrien des Euklidischen Raums

Der Euklidische Raum ist der Vektorraum R® versehen mit dem Skalarprodukt
-y = x1Y1 + Toy2 + w3y3. Der (Euklidische) Abstand zwischen zwei Punkten x
und y ist d(z,y) = |x — y| wobei |z| =z - x.

Eine Isometrie des Euklidischen Raums ist eine bijektive Abbildung f : R3 —
R3, die Absténde erhilt: d(f(z), f(y)) = d(z,y), YV, y. Insbesondere sind Isometrien
stetige Abbildungen. Isometrien bilden eine Gruppe beziiglich der Zusammanset-
zung von Abbildungen. Beispiele von Isometrien sind Abbildungen von der Form
f(z) = Rr + a wobei R eine orthogonale Matrix ist und a € R3. Der nichste Satz
besagt, dass es keine andere Beispiele gibt.

SATZ 5.1.1. Sei f eine Isometrie des Euklidischen Raums. Dann ist f von der
Form f(z) = Rz + a wobei R € O(3) und a € R3.

BEWEIS. Sei f eine solche Isometrie. Wir nehmen zuerst an, dass f(0) = 0,
und zeigen, dass dann f(z) = Rz, mit R € O(3).
Es folgt aus der Identitét

£y = {de,07 + d(y, 0 = d(z,)?)

dass f(x)- f(y) = x -y fiir beliebige z,y, d.h. f erhilt Skalarprodukte. Sei eq, e, €3
eine orthonormierte Basis von R3. Dann ist f(e;) = €} ebenfalls orthonormiert. Also
existiert eine orthogonale Matrix R mit e} = Re;, i = 1,2, 3.

Es bleibt zu zeigen, dass f(z) = Rz, V. Sei © = x1e1 +T2e3 +x3e3 € R3. Dann
ist Re =) wm;e}. Aber f(z) =Y (f(z) - €})e}., wobei

f(x)-ei=f(x) fle;) =x-e; = z;.

Also ist f(z) = Rux.

Der allgemeine Fall wird auf diesen Fall zuriickgefiihrt. Falls a = f(0), ist die

Abbildung = — f(z) — a eine Isometrie, die den Ursprung festldsst. Also existiert
eine orthogonale Matrix R, so dass f(x) — a = Rx. O

BEMERKUNG 5.1.1. Dieser Satz gilt natiirlich in beliebiger Dimension.

5.2. Die Drehgruppe SO(3)

Wir haben gesehen, dass die Gruppe der Isometrien von R?® aus den Trans-
formationen der Form = ~ Az + b besteht, wobei A orthogonal ist und b € R3.
Wir wollen die Untergruppe O(3) der orthogonalen Transformationen néher stu-
dieren. Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist 1 oder —1. Die Spiegelung
P : 2 — —z hat Determinante —1, und jede Matrix in O(3) ist entweder in SO(3)
oder der Form PA mit A € SO(3).

31
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Jede Matrix in SO(3) ist nach dem Normalformensatz von der Form

cost —sind 0
OR3(0)0O™1, Rs(¥) = sin® cos¥ 0 |, OeSO@3).
0 0 1

Die Matrix Rs(¢) entspricht einer Drehung um die 3-Achse mit Winkel 9.
Die Matrix OR3(9)O~! entspricht einer Drehung um die 3-Achse des Koordinaten-
systems mit Orthonormalbasis e, = Oe;. Der Drehwinkel ¥ wird konventionsgemaéss,
von einem ldngs der Drehachse orientierten Beobachter betrachtet, im Gegenuhr-
zeigersinn gemessen. Sei e = Oez = n. Die Matrix R(n,9) = OR3(9)O~! wird
Drehung um n mit Winkel 9 genannt. Es gilt R(—n,v¥) = R(n, 27 — ). Aus den
folgenden expliziten Formel ist ersichtlich, dass R(n,4) nicht von der Wahl von O
mit Oesz = n abhéngt. Sei x - y das Skalarprodukt und x A y das Vektorprodukt in
R3.

LEMMA 5.2.1. Sei O € SO(3) und n = Oes. Dann ist

R(n,9) = OR3(9)O™' = (z-n)n + [z — (x - n)n] cos ¥ + n A xsind

BEWEIS. Fiir O = 1 ist diese Formel eine einfache Umschreibung der Definition
von R3(¥). Fiir allgemeine O setzen wir O~z in die Formel fiir R3(4) ein:
OR3(9)0 'z = O{(O™ 'z - e3)es + [0 to + (O~ 12 - e3)es] cos 9 + ez A O~ sin 9}

= (2 - Oe3)Oes + [z + (z - Oez)Oes] cos ¥ + Oes A xsin¥.
O

Die geometrische Interpretation dieser Formel ist einleuchtend: Die Projektion
(z - n)n auf die Drehachse wird festgehalten wihrend die Projektion p(z) = = —
(z - n)n auf die zur Drehachse orthogonale Ebene wird in dieser Ebene gedreht zu
einer Linearkombination von p(z) und dem dazu orthogonalen gleich langer Vektor
n A p(x) =n Az mit Koeffizienten cos, sin .
Insbesondere ist R3(9¥) = R(e3, ) und
1 0 0
Ri(¥):=R(e1,9)=| 0 cos?d —sin?
0 sind  cosd
LEMMA 5.2.2.
(i) R(n,9¥) = R(—n,—9) = R(n,—9)~!
(ii) R(nl, 191)R(n2, 192) = R(né, 192)R(n1, 191), wobei n'2 = R(nl, 191)%2.
Bewers. (i) Klar. (ii) Mit der Abkiirzung R = R(ni,v;) haben wir, fiir alle
x € R3,

RR(n2,¥2)x = (x-n2)Rns+ [Rx — (z-n2)Rng]cos? + R(na A ) sind
= (Rx- Rng)Rng + [Rx — (Rx - Rng)Rng] cos? + Rny A Rx) sin )
R(R’Ilg,’ﬂz)R.

O

5.3. Die Eulerwinkel
Der folgende Satz zeigt, dass Ry (¢) und R3(¢) die Gruppe SO(3) erzeugen.
SATZ 5.3.1. Jedes A € SO(3) lisst sich schreiben als

A = R3(p)R1 (V) R3(¢)
mit ¢ € [0,2x[, ¥ € [0, 7], ¢ € [0,27].
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ABBILDUNG 1. Die Eulerwinkel

Die Winkel ¢, 9,9 heissen Euler Winkel. Aus der nachfolgenden Konstruktion
ist ersichtlich, dass fir ¥ # 0,7 die Zerlegung eindeutig ist. Fiir 9 = 0 (bzw.
m) ergeben (p,1) und (p + @ mod 27,9 — a mod 27) (bzw. (¢ + a mod 27,1 +
a mod 27)) dieselbe Matrix.

BEWEIS. (Satz 5.3.1) Sei ¢; = Ae;. Ist e # e3 oder —es, so schneiden sich die
von eg, es aufgespannte Ebene und die von e}, e}, aufgespannte Ebene lings einer
Geraden durch den Ursprung. Sei e ein Einheitsvektor lings dieser Geraden. Wir
orientieren e so dass det(es, €5,e) > 0. Sei ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen e und e,
¢ der Winkel zwischen e; und e und ¢ der Winkel zwischen e und ¢f. Die Winkel
seien so gemessen, dass die Drehung um die e3-Achse, die e; nach e abbildet, eine
Drehung um e3 mit Winkel ¢ ist und die Drehung um die e5-Achse, die e nach e}
abbildet, eine Drehung um e mit Winkel ¢ ist. Offenbar ist

A = R(és,¥)R(e, ) Rles, ¢).

Die Drehungen R(ef, ), R(e,¥) sind um Koordinatenachsen von rotierten Ko-
ordinatensysteme zu verstehen. Wir konnen sie durch R(e;, ) und R(es, ) mit
Hilfe von Lemma 5.2.2 ausdriicken:

R(e?ﬂ) = R(637@)R(61,19)R(63,g0)717
R(eh, 1) (R(e, V) R(es, 90)) R(es, ) (R(e, ) R(es, g@)) -t

Einsetzen ergibt A = R(es,¢)R(e1,9)R(e3,1). Ist e3 = +ef dann ist fiir alle e in
der ejes-Ebene die obige Konstruktion moglich. O

5.4. Der Homomorphismus SU(2) — SO(3)

Die Gruppe SU(2) kann geometrisch als dreidimensionale Sphire S3 aufgefasst
werden:
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LEMMA 5.4.1. Jede Matriz A € SU(2) ist von der Form

A:< e 5), (o, ) €C?, o> +|8)* = 1.

,B a
BEWEIS. A = gfy‘f), detA=1=A""1= (f7 D), Ar=(57) DaA =471,
folgt 6 =&, v= -0, |a* +|B]* = 1. O

Sei Hy der reelle Vektorraum aller hermiteschen spurfreien 2 x 2 Matrizen.
Da alle solchen Matrizen der Form (Ijly I:iy)7 z,y, 2z € R? sind, ist dim Hy = 3.
Wir definieren fiir X,Y € Hp, (X,Y) = £tr (XY). (, ) ist ein Skalarprodukt
denn: (X,Y) = (Y, X) (Zyklizitdt der Spur), ( , ) ist offensichtlich bilinear und
TrX? = Lr X*X = %EU |Xi;]> >0, (=0& X =0). Fir A € SU(2) definiere
die lineare Abbildung ¢(A) : Hy — Hy durch

P(A)X = AXA™.
Es ist klar, dass ¢(A)X hermitesch und spurfrei ist.

SATZ 5.4.2.
(i) ¢(AB) = ¢(A)p(B), A,BeSU(2)
(i) (#(A)X,0(A)Y)=(X,Y), AeSU(2), X,Y € H,.
d.h. ¢ definiert einen Homomorphismus von SU(2) auf die Gruppe der
orthogonalen Abbildungen von Hy nach Hy.

BeEWEIS. (1)¢(AB)X = ABX(AB)* = ABXB*A* = ¢(A)¢(B)X
(i) tr (B(A) X G(A)Y) = tr (AXA*AY A*) = tr (A*AXA*AY) = tr (XY), da
A*A=1. O

Wir fithren eine orthonormierte Basis in Hy ein, um die orthogonalen Abbil-
dungen von Hy mit O(3) zu identifizieren. Wie oben bemerkt ist jede Matrix in H
von der Form

. 3
IS i X1 — 1xo
T:= 3 = g 04, J;ER3,
T1 +1T2 —T3 —

(01 (0 - /10
01 = 1 0 ) 02 = i 0 ) g3 = 0 —1 ’

die Pauli Matrizen sind. Diese Matrizen sind eine orthonormierte Basis, denn

wobei

tr 0,05 = 2(2]

(Ubung). Wir bezeichnen ebenfalls mit ¢(A) € O(3) die Matrix von ¢(A) in
der orthonormierten Basis 01,03,03. Wir haben also einen Homomorphismus ¢ :
SU(2) — O(3) mit ATA* = ¢(A)x. Da SU(2) zusammenhéngend ist (Jede Matrix
A € SU(2) ist von der Form A; mit A; = B(Oe:ig,)B’l, B e SU(2), und der Weg
t — A; verbindet 1 mit A) und ¢ stetig ist, folgt det(¢(A)) =1 fiir alle A € SU(2),
also definiert ¢ einen Homomorphismus

¢:SU(2) — SO(3).
SATZ 5.4.3. ¢ : SU(2) — SO(3) ist surjektiv mit Kern {£1}. Also ist
SU(2)/{%1} = SO(3).
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BEWEIS. Der Kern von ¢ ist die Menge aller Matrizen A mit AX A* = X, fiir
alle X € Hy. Sei A= (% 2) und X = (§ °)). Bs folgt [af> — |8]* = 1 und a8 =0,
also 8 =0und |a? = 1. Mit X = ({}) folgt a® = 1. Also ist der Kern {£1}. Um
die Surjektivitéit nachzuweisen geniigt es nach Satz 5.3.1 zu zeigen, dass Ry (¢) und
R3(¥) im Bild von ¢ sind. Eine explizite Rechnung zeigt

cos?/2  —isind/2 \ e—W/2 B
¢ ( —isin®/2  cos?/2 ) = Ra(9), ¢ ( 0 ei?/2 | T R3(9).
O

Es ist eine gute Ubung in “Pauli Matrizengymnastik” folgende Formel fiir Dre-
hungen um beliebige Achsen herzuleiten:

@(Lcos/2 — insind/2) = R(n, ), neR? |n|=1

Beachte, dass wenn ¢ von 0 nach 27 lduft, R(n, ) einen Weg in SO(3) beschreibt,
der 1 mit 1 verbindet. Dagegen geht die entsprechende SU(2) Matrix von 1 nach
—1. Dies ist von grosser Bedeutung in der Quantenmechanik von Spin 1/2 Teilchen.

5.5. Der Minkowski-Raum

Der Minkowski-Raum (auch: Raumzeit) ist R* versehen mit der symmetrischen

Bilinearform (“Minkowskimetrik”)

(z,y) = 2" — 2yt —2%y® — 2%, z,yeRY
(Die Koordinaten eines Punktes werden konventionell von 0 bis 3 statt von 1 bis 4
numeriert).

Ein Vektor x € R?* heisst zeitartig falls (z,x) > 0, raumartig falls (x,z) < 0
und lichtartig falls (x, ) = 0. Die Menge der lichtartigen Vektoren heisst Lichtkegel
K.

In der speziellen Relativititstheorie sind z!, 22, 2° die Raumkoordinaten eines
Ereignisses beziiglich eines inertialen Bezugssystems. Die Zeitkoordinate ist ¢t =
2%/c, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet.

2

5.6. Die Lorentzgruppe

Die Lorentzgruppe O(1,3) ist die Gruppe aller linearen Transformationen von
R* die die Minkowskimetrik erhalten:

O(1,3) = {A € GL(4,R) | (Az, Ay) = (z,y), Vx,y € R'}.
Die Elemente dieser Gruppe heissen Lorentztransformationen. Lorentztransforma-
tionen bilden zeit- (licht-,raum-)artige Vektoren nach zeit- (licht-,raum-)artigen
Vektoren ab. Da 2(z,y) = (x + y,z + y) — (z,2) — (y,y), ist folgende Definition
dquivalent:
0(1,3) = {A € GL(4,R) | (Az, Az) = (z,z), Vz e R}
In Matrixnotation besteht L aus allen 4 x 4 Matrizen A = (A;;), so dass

1
T -1
AgAT =g, 9= 1
-1
oder Y, AirgriAji = gij. Es folgt insbesondere fiir A € L, dass
det(A) det(g) det(AT) = det(yg),

und also det(A) = +1.
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DEFINITION 5.6.1. Eine Basis by,. . ., b3 von R?* heisst orthonormiert (beziiglich
der Minkowskimetrik) falls (b;,b;) = g;; fiir alle 4,5 =0, ...,3.

Zum Beispiel ist die Standardbasis ey = (1,0,0,0), ..., es = (0,0,0, 1) ortho-
normiert.

SATZ 5.6.1. Sind (b;)3_o, (b})3_, 2wei orthonormierte Basen vom Minkowski-
raum R*, so existiert genau eine Lorentztransformation A, so dass b;- = Ab;.

BEWEIS. Die Eindeutigkeit ist klar, denn jede lineare Abbildung ist eindeutig
durch ihrer Wirkung auf Basisvektoren bestimmt. Es bleibt zu zeigen, dass die durch
Ab; = b;- definierte Abbildung eine Lorentztransformation ist. Seien x = > x;b;,
y = Y yibi € RY Dann gilt (Az, Ay) = Y zy;(Ab;, Ab;) = Yoy (b, b)) =

> ziy;(bi, bj) = (2, y). U
Wendet man diesen Satz auf die Standardbasis an, so erhélt man

Eine 4 x 4 Matriz ist genau dann in O(1,3) wenn ihre Spalten beziiglich der
Minkowskimetrik orthonormiert sind.

Die Spalten einer Matrix beinhalten namlich die Komponenten der Bilder von
Standardbasisvektoren.

5.7. Beispiele von Lorentztransformationen

(a) Orthogonale Transformationen von R®. Ist R € O(3) eine orthogonale
Transformation, so ist die 4 x 4 Matrix

1.0 0 O
0
0 R
0

eine Lorentztransformation. Dadurch kénnen wir O(3) als Untergruppe von O(1, 3)
auffassen, und schreiben einfach R um die obige 4 x 4 Matrix zu bezeichnen.

(b) Lorentzboost. Der Lorentzboost in der 3-Richtung mit Rapiditit x € R ist
die Lorentztransformation

cosh(x) 0 0 sinh(x)

0 1 0 0

LOJ = o 0 1 0
sinh(x) O 0 cosh(x)

Die Spalten dieser Matrix sind tatséchlich orthonormiert, wie man leicht unter Be-
nutzung der Identitit cosh(x)?—sinh(x)? = 1 nachweist. Es gilt auch L(x1)L(x2) =
L(x1 + x2), also bilden diese Matrizen eine zu R isomorphe Untergruppe.

(c) Diskrete Lorentztransformationen. Die Lorentztransformationen P (“Raum-
spiegelung”) und T' (“Zeitumkehr”)

-1

bilden mit 1 und PT eine abelsche Untergruppe der Ordnung 4.
LEMMA 5.7.1. Fliir alle Lorentztransformationen A gilt:

AT = PA~'P=TA"'T.
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Diese Identitiiten folgen unmittelbar aus der definierenden Relation AgAT = g,
unter Verwendung der Matrizenidentititen P = g = —T.

Insbesondere ist die Transponierte einer Matrix aus O(1, 3) ebenfalls in O(1,3)
und es folgt:

Fine 4 x 4 Matriz ist genauw dann in O(1,3) wenn thre Zeilen beziglich der
Minkowskimetrik orthonormiert sind.

5.8. Struktur der Lorentzgruppe

Sei 04(1,3) ={A € O(1,3) | Agp > 0} die Menge der Lorentztransformationen,
deren erstes Matrixelement positiv ist. Solche Transformationen heissen orthochron,
d.h. zeitrichtungerhaltend. Sei nédmlich Z; die Menge aller zeitartigen Vektoren,
deren 0—Komponente positiv ist.

SAaTz 5.8.1. O4(1,3) ist eine Untergruppe von O(1,3). Sie besteht aus den
Lorentztransformationen die Z1 nach Z, abbilden.

BEWEIS. Wir beweisen zuerst die zweite Aussage. Sei A € O4(1,3) mit Ma-
trixelementen A;; und x € Z,. Dann ist Ax ebenfalls zeitartig. Mit der Notation

/YO = (Ao, A2, Ap3) und ¥ = (z!, 2%, 2?), ist die 0—Komponente von Az
20 = Aool‘o + A'O - T

Da die erste Zeile von A zeitartig ist (sie erfiillt (a,a) = 1), hat man |Ay| < Ago
und mit |Z| < 20,

2’0 > Agoa® — | Aol || > 0.
Also ist Az € Z,. Umgekehrt: bildet eine Lorentztransformation A Z, nach sich
selbst, so ist insbesondere die 0—Komponente von Aej positiv. Das bedeutet, dass
Ago > 0.

Es bleibt zu zeigen, dass Oy (1,3) eine Untergruppe ist. Es ist klar dass das
Produkt von Transformationen die Z; nach sich selbst abbilden wieder dieselbe
Eigenschaft haben. Wir miissen nur noch zeigen, dass aus A € O4(1,3) A7! €
04 (1, 3) folgt.

Da A(—z) = — Az, bildet A die Menge Z_ = —Z der zeitartigen Vektoren mit
negativer 0—Komponente ebenfalls nach sich selbst. Da A die Menge Z = Z; UZ_
aller zeitartigen Vektoren bijektiv nach Z abbildet, folgt, dass A~ auch in O, (1, 3)
liegt. O

DEFINITION 5.8.1. Die orthochrone spezielle Lorentzgruppe SO (1,3) ist die
Gruppe der orthochronen Lorentztransformationen der Determinante 1.

Drehungen und Lorentzboosts sind in SO (1, 3).

SATZ 5.8.2. Jede Lorentztransformation liegt in genau einer der folgenden Klas-
sen: SO4+(1,3), {PX|X € SO+(1,3)}, {TX|X € SO,+(1,3)} oder {PTX |X €
SO+(17 3)}

Wir haben gesehen, dass die Determinante einer Lorentztransformation 1 oder
—1 ist. Da die erste Spalte einer Lorentztransformation ein zeitartiger Vektor ist,
ist notwendigerweise |Agg| > 0, also entweder Agy > 0 oder Agg < 0. Wir ha-
ben also vier Moglichkeiten fiir die Vorzeichen der Determinante und des ersten
Matrixelements. Wenn X € SO, (1,3), dann ist

‘ det =1 det=-1
Ago >0 X PX
Agp <0 PTX TX
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LEMMA 5.8.3. Jede orthochrone spezielle Lorentztransformation ist von der
Form Ry L(x)Ra, mit x € R und Ry, Ry € SO(3).

BEWEIS. Sei A € SO, (1,3) und es bezeichne a = (a’, @) € R* die erste Spalte
von A. Ist R; eine Drehung, die (0,0, |d|) nach @ abbildet, so ist die erste Spalte
von R;'A von der Form a' = (u,0,0,v), mit u > 0 und u? —v? = 1. Also ist
u = cosh(x) und v = sinh(x) fiir geeignetes x € R. Also L(—x)a’ = (1,0,0,0) und
L(—x)R; ' A ist eine Matrix mit erster Spalte (1,0,0,0). Die erste Zeile hat dann
die Form b = (1,b), b € R3. Da aber (b,b) = 1 —b-b = 1, folgt dass b = 0. Mit
L(—x) = L(x)~", finden wir, dass L(x) 'R;'A eine Lorentztransformation der
Form

10 0 0
0
0 R
0

mit Determinante 1 ist. Die Bedingung, dass die Spalten orthonormiert beziiglich
der Minkowskimetrik, bedeutet, dass die Spalten von R beziiglich des Euklidischen
Skalarprodukts orthonormiert sind. Also ist R eine Drehung Rs. ]

BEMERKUNG 5.8.1. Dieses Lemma zeigt, dass SO (1,3) die Zusammenhangs-
komponente von O(1,3) ist, die die Identitét enthdlt (Siehe 1.2), und dass die
Zerlegung von Satz 5.8.2 die Zerlegung in Zusammenhangskomponenten ist. Lisst
man némlich die Drehwinkel und die Rapiditéit in der Zerlegung R L(x)R2 kon-
tinuierlich variieren, so kann man jede Matrix in SO (1,3) durch einen Weg mit
der Identitat verbinden. Dagegen kénnen Matrizen der Form PX, T'X, oder PTX,
X € S04(1,3) nicht mit der Identitét (oder miteinander) durch Wege verbunden
werden, da die Determinante und das erste Matrixelement niemals verschwinden,
also das Vorzeichnen nicht &ndern kénnen.

5.9. Inertiale Bezugssysteme

In der speziellen Relativitéitstheorie heisst eine orthonormierte Basis (b;) ein
(inertiales) Bezugssystem. Darunter kann man sich eine Beobachterin oder einen
Beobachter am Ursprung eines Euklidischen Achsensystem und eine Uhr vorstel-
len !. Ein Punkt z im Minkowski-Raum heisst Ereignis. Die Koordinaten von x
im Bezugssystem (b;) sind durch z = Y 2%; gegeben; z!, 2% 2® sind die Raum-
koordinaten und ¢t = x°/c ist die Zeitkoordinate des Ereignisses. Dabei ist ¢ die
Lichtgeschwindigkeit.

Ein Punktteilchen wird in einem Bezugssystem durch eine Bahn &(¢) beschrie-
ben, die die Raumkoordinaten als Funktion der Zeit angibt. Im Minkowski-Raum
haben wir also eine Kurve, die Weltlinie des Teilchens, mit parametrischer Darstel-
lung beziiglich (b;)

20 = et, 7= (), t eR.
Fiir Teilchen, die sich langsamer als das Licht bewegen ist die Weltlinie eine Kurve
im Minkowski-Raum, deren Tangentialvektor dz/dt stets zeitartig ist.

Ist (b}) ein zweites Bezugssystem und A € O(1,3) mit b; = Ab; = >, Ajibj, so
werden die Koordinaten 2%/ eines Ereignis im Bezugssystem (b)) aus den Koordina-
ten z° desselben Ereignis im Bezugssystem (b;) durch die Lorentztransformation A

gegeben:
.TZ/ = Z AZJ,CE]
J

Wir betrachten hier Bezugssysteme mit iibereinstimmendem Ursprung zur Zeit 0. Allgemei-
ner kann man eine Verschiebung des Ursprungs mit wenig Anderung betrachten
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Die Bahn eines Punktteilchen &' (t) beziiglich (b}) ist dann durch
3
(') = Ayal(t), i=1,2,3,
=0

als Funktion der Bahn beziiglich (b;) gegeben, wobei ct’ =3 Ao;x? (t) implizit ¢
durch ¢ ausdriickt.

Sei zum Beispiel A = L(x), der Lorentzboost in der z-Richtung mit Rapi-
ditdt y. Dann ist ein Teilchen, das sich in Ruhe im Ursprung des Bezugssystems
(b;) befindet, durch die Weltlinie x°(t) = ct, #(t) = 0 beschrieben. Im Bezugs-
system (b)) ist dieses Teilchen durch die Bahn #' ~ '(¢') mit 2! = 2% = 0 und
2% (t') = tanh()ct’ beschrieben. Also bewegt sich der Ursprung des Bezugssystems
(b;) (oder allgemeiner jedes beziiglich (b;) ruhendes Teilchen) fiir den Beobachter des
Bezugssystem (b;) mit konstanter Geschwindigkeit v = tanh(x)c in der z-Richtung.

5.10. Der Isomorphismus SL(2,C)/{£1} — SO+(1,3)

Algebraisch wird dieser Isomorphismus gegeben, indem wir den Minkowski-
Raum mit dem vierdimensionalen Raum H aller hermiteschen 2 x 2 Matrizen iden-
tifizieren: jede solche Matrix hat namlich die Form

. 3
£ 20+ 23 2t —ix? x01+2xj
= . = g,
l‘l +’L$2 xO_l,B — 70
j=

wobei x € R* ist. Setzt man z° = 0 in dieser Formel, so erhilt man wieder die
frither definierte Abbildung x — & von R3 nach Hj.

LEMMA 5.10.1. Fiir alle z € R* gilt (z,x) = det(%)

BeEweis. Klar. O

Fiir jede Matrix A € SL(2,C) definieren wir die lineare Abbildung von H nach
H:
X — AX A"
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn mit X ist auch AXA* hermitesch. Also
gibt es eine lineare Abbildung ¢(A) von R* nach R%, so dass

—

Az A* = §(A)z.

Die Determinante von AX A* ist det(A)det(X)det(A*) = det(X)|det(A4)]? also
gleich det(X) fiir A € SL(2,C). Es folgt aus dem Lemma, dass ¢(A) € O(1, 3).

BEISPIEL 5.10.1. A=W, = (ee %), 0 R

0 e ?
20(,.0 | .3 1_ 5.2
N e (a? 4+ 2%) T —iT
WoiWy = ( ol piz? e P(a0 — 23) >

Also ist ¢p(A)x = 2/, mit 2’1 = 2!, 2’2 = 22, und
1
20 = 5(629(.%’0 +2%) + e 2 (2% — 2®)) = cosh(260)x° + sinh(20)2®,

und 2’2 = sinh(20)2° + cosh(260)z3. Es folgt dass ¢(Wy) = L(260), der Lorentzboost
mit Rapiditat 26.

SATZ 5.10.2. Die Abbildung ¢ ist ein surjektiver Homomorphismus von SL(2, C)
nach SO (1,3) mit Kern {£1}.

Also induziert ¢ einen Isomorphismus SL(2,C)/{£1} — SO, (1,3). Die FEin-
schrinkung von ¢ auf SU(2) C SL(2,C) ist der Homomorphismus 5.4 SU(2) —
SO(3).
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BEWEIS. Da A* = A~! fir A € SU(2), ist es klar, dass die Einschrinkung
von ¢ auf SU(2) mit dem frither definierten Homomorphismus SU(2) — SO(3)
iibereinstimmt.

Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus, denn

(AB)X(AB)* = ABXB*A*.

Um zu zeigen, dass das Bild dieses Homomorphismus in SO, (1,3) enthalten ist,
geniigt es zu zeigen, dass SL(2, C) zusammenhéngend ist. Ist ndmlich A € SL(2,C)
und ¢t — A; € SL(2,C) ein Weg mit Ag = 1, A; = A, so hiingt det(¢p(A;)) stetig
von t ab, kann also nicht das Vorzeichen wechseln. Da det(¢(Ap)) = 1, ist auch
det(¢(A)) = 1. Ahnlich folgt, dass ¢(A)go > 0, also ¢p(A) € SO4(1,3).

Die Gruppe SL(2, C) ist zusammenhéngend, denn es folgt aus dem Jordanschen
Normalformsatz, dass jede Matrix in SL(2,C) von der Form A = D(O‘;EI)D*1 ist.
Wihlt man irgendwelche Kurve ¢ — a; (¢ € [0,1]) in der komplexen Ebene, mit
ats # 0, so dass ag = 1, a; = a, so verbindet der Weg t — A = D(Oa;fbl)D_l die
Identitatsmatrix mit der vorgegebenen Matrix A. '

Der Homomorphismus ¢ ist surjektiv, denn jede Matrix B € SO,(1,3) ist,
nach Lemma 5.8.3, von der Form R;L(x)Rz. Sind also Ay, Ay € SU(2) so, dass

®(A;) = R; (solche Matrizen existieren wegen Satz 5.4.3), so gilt
P(ALW, )2A2) = B.

Der Kern von ¢ besteht aus den Matrizen A € SL(2,C) mit der Eigenschaft, dass
Az A* = z. Fir x = (1,0,0,0) erhéilt man die Gleichung AA* = 1, also A € SU(2).
Es folgt dann, wie im SU(2) Fall, dass A = +1. O

5.11. Die Lorentzgruppe und der Sternhimmel

Der Isomorphismus ¢ hat eine physikalisch-geometrische Bedeutung in der klas-
sischen Relativitéatstheorie.

Ein Lichtstrahl (durch den Ursprung) ist eine lichtartige Gerade {Az, A € R},
x # 0 mit (x,2) = 0. Die Menge aller Lichtstrahlen bezeichnen wir mit S(K).
Lorentztransformationen sind linear und bilden lichtartige Vektoren nach lichtarti-
gen Vektoren ab. Also bilden sie Lichtstrahlen nach Lichtstrahlen ab. In anderen
Worten induziert jede Lorentztransformation A eine Abbildung Sy : S(K) — S(K)
auf der Menge der Lichtstrahlen.

Physikalisch hat diese Abbildung folgende Bedeutung: eine in einem Bezugs-
system in Ruhe im Ursprung befindende Beobachterin sieht zur Zeit 0 den Himmel
an: auf ihr kommen Lichtstrahlen von weiten Sternen an. Ein anderer Beobachter
ist in Ruhe im Ursprung beziiglich eines anderen Bezugssystems. Die Koordinaten
eines Ereignisses beziiglich dieses zweiten Bezugssystems seien durch eine Lorentz-
transformation A als Funktionen der Koordinaten beziiglich des ersten gegeben.
Das Bild vom Sternhimmel zur Zeit 0 des Beobachters wird dann aus dem Bild vom
Sternhimmel der Beobachterin durch die zugehorige Abbildung Sy : S(K) — S(K)
gewonnen.

Diese Abbildung wird expliziter beschrieben, wenn wir den Himmel als eine
Kugeloberfliche (das Himmelsgewolbe) auffassen: jedem Lichtstrahl durch den Ur-
sprung ordnet man einen Punkt auf einer Kugeloberfliche vom Radius 1 zu, den
Punkt auf dem Lichtstrahl mit 0-Koordinate 2% = —1. Das gibt eine Identifikation
von S(K) mit der Einheitssphiire S?, und wir fassen S als eine Abbildung von S?
nach S? auf.

SATZ 5.11.1. Die Abbildung A — Sy ist ein Isomorphismus von der orthochro-
nen speziellen Lorentzgruppe SOy (1,3) nach der Gruppe der winkeltreuen, orien-
tierungserhaltenden Transformationen der Einheitssphdre S2.
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Also sieht die Beobachterin im bewegten Bezugssystem ein zwar verzerrtes Bild
des Himmels, sie wird aber dieselben Winkel messen wie im Ruhesystem.

Die konforme Gruppe von S?, die Gruppe der winkeltreuen, orientierungserhal-
tenden Transformationen von S?, ist isomorph zur Mobiusgruppe, welche ihrerseits
zur Gruppe SL(2,C)/{£1} isomorph ist (S. Beispiel 1.1.11). Wir erhalten also einen
Isomorphismus ¢: SL(2,C)/{£1} — SO+(1,3). Wie dieser Isomorphismus aussieht
hingt von der Identifikation der konformen Gruppe mit SL(2,C)/{£1} ab. Wir
beweisen Satz 5.11.1, indem wir ¢ explizit berechnen fiir die durch die stereogra-
phische Projektion beziiglich des Nordpols definierte Identifikation der konformen
Gruppe mit SL(2,C)/{£1}. Wir werden sehen, dass % sich von ¢ um eine einfache
Konjugation unterscheidet.

Zuerst fassen wir die Theorie der Mobiustransformationen kurz zusammen. Es
bezeichne p : $2 — C = C U {oo} die stereographische Projektion:

p(xl,xQ,xS) —
Diese Projektion sendet einen Punkt x auf der Kugeloberflichen nach dem Durch-
schnitt der durch den Nordpol (0,0,1) und = gehenden Gerade mit der (mit C
identifizierten) x-y Ebene. Der Nordpol wird nach oo abgebildet. Die stereographi-
sche Projektion ist eine winkeltreue bijektive Abbildung mit inverser Abbildung

_ 2Re(z) 2Im(z) |z]? —1
P 1(2): 2()7 2(),| |2 )
22+ 17 |22+ 17 |22+ 1

Eine Mdbiustransformation ist eine bijektive Abbildung C — C der Form
va(z) = (az+b)/(cz + d), (f(o0) := a/c). Die Koeffizienten werden dabei in einer
Matrix A = (*}) zusammengefasst. Da

ay Zfzzj:s; +b (a1a2 + b102)2 + a1by + bids

01% +d;  (cra2 +dic)z + bica + dids’

ist die Zusammensetzung von Mobiustransformationen wieder eine Mobiustrans-
formation, und es gilt

YA, ©YAs = VYA As-

Insbesondere ist v4 genau dann invertierbar wenn A invertierbar ist, also wenn
det(A # 0). Die Inverse ist dann die Mobiustransformation y4-1. Da die Mébius-
transformation v4(z) sich nicht édndert, wenn die Koeffizienten a, b, ¢, d mit einer
nichtverschwindenden Konstanten multipliziert werden, konnen wir annehmen, dass
det(A) = ad—be = 1. Somit haben wir einen surjektiven Homomorphismus A +— 4
von SL(2,C) nach der Gruppe M der Mobiustransformationen. Der Kern dieses
Homomorphismus ist {£1}. Also ist M isomorph zu SL(2,C)/{+1}.

SATz 5.11.2. Sei A € SO4(1,3). Identifiziert man die Menge der Lichtstrahlen
S(K) mit S? und, via stereographische Projektion, mit C, so ist S eine Mobius-
transformation 4. Die Abbildung A — A ist ein Isomorphismus ¢¥~': SO, (1,3) —
SL(2,C) und es gilt

s =o@ae, o=( 1 ).

BEISPIEL 5.11.1. Der Boost A = L(x) in z-Richtung sendet den Lichtstrahl
durch den Punkt (—1,z%, 2%, 23) € K nach dem Lichtstrahl durch

(= cosh(x) + 2® sinh(x), ', 2%, — sinh(x) + 2 cosh(x)),
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also durch (=1, 2, 2%, 2%") mit

1 2
1/ €T 2/ T

- cosh(x) — z3 sinh(x)’ T cosh(x) — z3 sinh(x)’
3 —sinh(x) + 2® cosh(x)
~ cosh(x) — z3sinh(y)

Die stereographische Projektion dieses Punktes ist 2z’ = (z/ + iz?")/(1 — %) =
e X(z' +iz?)/(1 — 2®). Somit entspricht Sy der M&biustransformation

zre Xz=1x

()

Satz 5.11.2 wird am natiirlichsten bewiesen, indem C als komplezen eindimen-
sionalen projektiven Raum CP' aufgefasst wird. CP" ist der Raum aller eindimen-
sionalen Unterrdume von C"*1. Im Falle n = 1 schreiben wir [21,22] € CP! fiir
den durch (z1, z2) # 0 aufgespannten Unterraum. Dann ist die Bijektion CP* — C
durch [z1, 20] ¥ 21/29 gegeben. Es ist leicht zu zeigen, dass diese Abbildung eine
wohldefinierte Bijektion ist. Die Mobiustransformationen stammen dann aus linea-
ren Abbildungen von C? nach C?: eine A = (’Cldb) € SL(2,C) bildet [21, 2z2] nach dem
Unterraum [az; 4 bza, cz1 + dz3] ab, also z = 21 /25 nach (az + bzs)/(cz1 + dz2) =
va(2).

Dann hat die Bijektion S(K) — C = CP! folgende Interpretation: sie bildet
einen Lichtstrahl {\z | A € R}, x € K — {0} nach dem Bildraum der Matrix Z ab.
Da det(z) = (x,2) = 0 und = # 0, hat & einen eindimensionalen Bildraum, der

durch (z° + 23, 2! + ix?) aufgespannt wird. Ist 2° = —1 so ist der entsprechende
Punkt in C: .

—1+a° 1 _ 1 2 3

I1+7;.’E2 - p(scl,:L’Z,x:S) _’}/Q(p(m 7$ ’x ))

Falls A = ¢(A), dann ist Az = A2A*. Also

Bild(Az) = {A2A*w|w € C*} = Bild(A#) = ABild(2).
Somit induziert die Lorentztransformation A die Mobiustransformation YQYAYG -
Ygag-1 auf C. Der Satz ist bewiesen.



KAPITEL 6
Lie-Algebren

Literatur: [4], [8]. Vertiefung: [7], [9]

6.1. Exponentialabbildung

Sei Mat(n,K), K = R oder C, der Vektorraum aller n x n Matrizen mit Elemen-
ten in K. Durch die Identifikation mit K"z, x = (xi;) = (z11,Z12,. .., Tnn) erhilt
Mat(n,K) eine Norm

1/2
Izl = | S Jel? ] = (ee(X7X)) 2,
i,j=1
LEMMA 6.1.1. | XY || < | X|[|Y]l, VX,Y € Mat(n,K).
BEWEIS.
XY = Z ZXmYkJ < Z <Z|Xzz|2 > |ij|2> — | XYY
1,7=1 k=1 i,7=1

Im zweiten Schritt wurde die Schwarzsche Ungleichung |(u,v)|? < ||ul|?||v]|? fiir

ur = X, und v = Yy, (bei festem i, j) verwendet. O

LEMMA 6.1.2. Die Reihe
=1
exp(X) = Z EXk
k=0

konvergiert absolut fir alle X € Mat(n,K).

BEWEIS. Aus Lemma 6.1.1 folgt induktiv, dass || X*|| < || X||*.
Also ist || 5 XF|| < HIX|*F und 3572, | 5XF| < el ¥ < . O

Es folgt, dass die Matrixelemente von exp(X) absolut konvergente Reihen in
den Matrixelementen X;; von X sind, und somit analytisch von X;; abhéngen.

LEMMA 6.1.3. Seien X,Y € Mat(n,K), K=R oder C.
(i) exp(X)exp(Y) =exp(X +7Y) falls XY =YX
(ii) exp(X) ist invertierbar, exp(X)~! = exp(—X)

(iii) Aexp(X)A~! =exp(AXA~Y), Ae GL(n,K)

(iv) det(exp(X)) = exp(tr(X))

(v) exp(X™) = (exp(X))*, exp(XT) = (exp(X))"

BEwEIs. (i)
ol Iy | =1,
exp(X)exp(Y) = 27XJZEYk = > Tk'XJY’“
jzoj' k=0 k,j:o]' :
- Y Y = X e
n=0 n! 7=0 ]'(n _‘7)! n=0
= exp(X+Y)
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Die Vertauschung der Summationen ist bei absoluter Konvergenz erlaubt.
(ii)Aus (i) folgt mbbebondere exp(X) exp( X) =exp(—X)exp(X) =1.
AN CAN AXITA- AXAY)
(5 )4 -2 () - R
3=0 Jj=0 Jj=0
(iv)Sei X = AY A~! wobei Y eine obere Dreiecksmatrix ist, und A € GL(n,C).
Sind y1,...,y, € C die Diagonalelemente von Y, so ist fiir alle k& > 1 Y* eine

Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen y¥, ..., y* (Induktion nach k). Folglich ist
exp(Y) ebenfalls eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen e¥!,... e¥».
Also

det(exp(Y) = e¥! - - - e¥n = V1t Fun — gtV
Die Behauptung folgt aus (iii) mit det(AZA~!) = det Z und tr(AY A~1) = tr(Y).
(v)(X*)* = (X*)*. Die Behauptung folgt unter Verwendung der Stetigkeit der
Abbildung X +— X*. Analog (X¥)T = (XT)*. O

Die Abbildung Mat(n,K) — GL(n,K), X — exp(X) heisst Exponentialabbil-
dung.

BEISPIEL 6.1.1. exp(g 8) =1+ (8 8) = (0 1) Allgemein fiir nilpotente Matri-
zen N ist exp(V) ein Polynom in N

N? Nk
exp(N)*1+N+?+ +W
BEISPIEL 6.1.2. Sei X = (7). Aus X2 = ¢?(—1) folgt
X2k — @Qk(—l)kl
0 -1
2+l _ 2k+1/_1\k
X = ¢ (=D (1 0 )
(oo} [ee]
exp(X) = ZLXWC_'_Z;XQICJA
P (2k)! (2k + 1)
k=0 k=0
o (=DF 4 o (DF 0 -1
= 1 )
D G T G 10
k=0 k=0

. . 0 -1\ [ cosp —sing
= COS<p1+Slng0<1 0 >_(sing0 cos >€SO(2)

BEISPIEL 6.1.3. Sei X = iZ?:l n;joj, [n| = 1. Dann ist X? = —1 und
exp(9X) = cos? 1+ sind X.

LEMMA 6.1.4. Die Abbildung
exp : Mat(n,K) — GL(n,K)

ist in einer Umgebung von 0 invertierbar, d.h es existiert eine Umgebung U von 0
so dass die Abbildung exp : U — exp(U) invertierbar ist. Die inverse Abbildung ist
durch eine absolut konvergente Potenzreihe gegeben.

Bewers. Die Reihe
1 n
IOgX Z n+1 )
ist fiir || X — 1] < 1 absolut konvergent denn

X — 1"
z” I rog — x — 1)) < o0

o0

>

n=1

( 1)n+1 (
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Es folgt, dass exp(log X) = X falls | X —1|| < 1 und log(exp X) = X fiir | exp X —
1| < 1. 0

6.2. Einparametergruppen

DEFINITION 6.2.1. Eine Abbildung R — GL(n,K), t —» X(t), K = R oder C,
heisst Einparametergruppe falls sie stetig differenzierbar ist, X (0) = 1 und fiir alle
t,s R X(s+1t) = X(s)X(t) gilt.

Das Bild einer solchen Abbildung ist eine Untergruppe mit X (¢)~! = X(—t).

SATZ 6.2.1.

(i) Fir alle X € Mat(n,K) ist t — exp(tX) eine Finparametergruppe.
(ii) Alle Finparametergruppen sind von dieser Form.

DEFINITION 6.2.2. X heisst infinitesimaler Erzeugender der Einparametergrup-
pe t — exp(tX).

BeEWEIS. (i)Da tXsX = sXtX ist nach Lemma 6.1.3(i) exp(tX)exp(sX) =
exp(tX + sX). exp(tX) ist stetig differenzierbar und 4 exp(tX) = exp(tX)X.

(ii)Sei t — X (¢) eine Einparametergruppe. Dann ist X (¢) Losung der Differen-
tialgleichung

d X+ h) - X XOX(R) - X(2)
a = fim h = Jo h
= X(1)Jim XMW =1 _ v ix(0)

mit Anfangsbedingung X (0) = 1. Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Differentialglei-
chungen erster Ordnung folgt

X(t) = exp(tX(0)).

6.3. Matrix-Lie-Gruppen

Sei G C GL(n,K) eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,K) (abgeschlos-
sen heisst: Fir jede Folge (g;) in G, die in GL(n, K) konvergiert, liegt der Grenzwert
lim;_, g; auch in G). Wir definieren

Lie(G) = {X € Mat(n,K) | exp(tX) € G Vt € R}.
Lie(G) heisst Lie-Algebra der Lie-Gruppe G.

SATZ 6.3.1. Sei G eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,K), K =R oder
C. Dann ist Lie(G) ein reeller Vektorraum, und fiir alle X,Y € Lie(G), XY -Y X €
Lie(G).

Dieser Satz wird spéter bewiesen. Da wir uns nur fiir diese Lie-Gruppen inter-
essieren beniitzen wir folgende Definition von Lie-Gruppen:

DEFINITION 6.3.1. Eine (Matrix-)Lie-Gruppe ist eine abgeschlossene Unter-
gruppe von GL(n,K).

Es stellt sich heraus, dass abgeschlossene Untergruppen von GL(n,K) tatséich-
lich Lie-Gruppen im Sinne von Abschnitt 1.2 sind (S. Satz 6.4.2). Die Lie-Algebra
einer Lie-Gruppe G kann dann als Tangentialraum 771G am Einselement 1 € G
alternativ definiert werden:

LEMMA 6.3.2. Lie(G) besteht aus allen Tangentialvektoren X (0) = 4 X (t)]t=0
von glatten Kurven X : ] —€,e[— G mit X(0) =1 und € > 0.



46 6. LIE-ALGEBREN

BEWEIS. Einparametergruppen in G sind glatte Kurven durch 1 also sind ihre
infinitesimalen Erzeugenden Tangentialvektoren der verlangten Form. Umgekehrt
miissen wir zeigen, dass X (0) € Lie(G) fiir jede glatte Kurve X : | — ¢, ¢[— G mit
X(0) = 1, also dass exp(tX(0)) € G fiir alle t € R. Dafiir betrachten fiir jedes feste
t € R die Folge X (t/n)™ € G. Fiir n € N gross genug ist X (¢/n) definiert und nahe
bei 1 und somit im Definitionsbereich des Logarithmus. Es folgt

X(t/n)" = exp (nlog(X(t/n)))

O )

= exp (n (X(O):l + O(l/n2)>)
= exp(tX(0) + O(1/n))) — exp(tX(0)), 7 — oco.

Da G abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in G also exp(tX(0)) € G. O

Die Gruppen (S)U(n,m), (S)O(n,m), GL(n,K), SL(n,K), Sp(n), sind alle
Matrix-Lie-Gruppen. Sie werden namlich als Mengen von gemeinsamen Nullstellen
von stetigen Funktionen f : GL(n,K) — K definiert, und sind deswegen abge-
schlossen: Z. B. besteht SL(n,K) aus den Nullstellen der stetigen Funktion f(A) =
det(A) — 1. Ein Gegenbeispiel ist die nicht abgeschlossene Untergruppe GL(n,Q)
von GL(n,R) der inveritierbaren Matrizen mit rationalen Koeffizienten.

Wir definieren den Kommutator von X und Y € Mat(n, K) durch

[X,Y]=XY - YX.

Folgende Eigenschaften sind leicht nachzupriifen.
(i) [AX + uY. 2] = X, Z) + ulY. 2], ApckK
(i) [[X,Y],Z] +[[Z, X],Y] +[[Y, Z], X] = 0 (Jacobi Identitét).
DEFINITION 6.3.2. Ein reeller oder komplexer Vektorraum g, versehen mit einer
Abbildung (“Lie-Klammer”) [, ] : g X g — g, welche die Eigenschaften (i)-(iii) hat,
heisst (reelle bzw. komplexe) Lie-Algebra. Ein Homomorphismus ¢ : g1 — go von

Lie-Algebren g1, go ist eine lineare Abbildung, so dass [p(X),p(Y)] = ¢([X,Y]).
Bijektive Homomorphismen heissen Isomorphismen.

Also besagt Satz 6.3.1, dass Lie(G) die Struktur einer reellen Lie-Algebra hat.

BEISPIEL 6.3.1. Lie(GL(n,K)) = Mat(n,K) als reeller Vektorraum betrachtet.
Diese Lie-Algebra wird mit gl(n, K) bezeichnet. Eine Basis von gl(n, R) ist durch die
Matrizen E;;, i,j = 1,...,n, mit Matrixelementen (E;;)x = d;x9;;. Die Lie-Algebra
Struktur ist in dieser Basis durch die Kommmutationsrelationen

[Eij, Exi]l = Eqdjr — Ejrda
gegeben. Die Dimension ist n*. In gl(n,C) hat man die Basis (Eij, v =1Ei;)}"—;.
dim gl(n, C) = 2n2.

BEISPIEL 6.3.2. u(n) := Lie(U(n)), su(n) := Lie(SU(n)).

LEMMA 6.3.3.

u(n) = {X eMat(n,C)| X" =—-X}
su(n) = {X eMat(n,C)| X" =—-X, trX = 0}.
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BEWEIS. Sei X € u(n). Dann gilt fiir alle t € R
(exp(tX))* exp(tX) = 1.
Da (exp(tX))* = exp(tX™*), folgt nach Ableitung nach ¢ an der Stelle 0
X+X*"=0.

Ist X € su(n) so ist zuséztlich 1 = detexp(tX) = exp(ttrX) fiur alle ¢t € R.
Also trX = 0. Umgekehrt folgt aus X* = —X und t € R, (exp(tX))*exp(tX) =
exp(—tX)exp(tX) =1 und, falls trX = 0, detexp(tX) = 1. O

Die Dimension des reellen Vektorraums u(n) (bzw. su(n)) ist n? bzw. n? — 1.

BEISPIEL 6.3.3. o(n) := Lie(O(n)), so(n) := Lie(SO(n)). Ganz analog beweist
man

LEMMA 6.3.4.
o(n) = so(n) = {X € Mat(n,R) | X" = —X}.

Beachte, dass Matrizen X mit X7 = —X verschwindende Diagonalelemente
haben. Also ist die Bedingung trX = 0 automatisch erfiillt. Die Dimension von
so(n) ist $(n* —n).

BEISPIEL 6.3.4. s5p(2n) = Lie(Sp(2n)). In geeigneter Basis ist w(z,y) = 7 Jy,

wobei J die Matrix
0 -1
=(1 )

ist (1 ist die n X n Einheitsmatrix hier).
Also ist Sp(2n) = {A € Mat(2n,R) | ATJA = J} und es folgt sp(2n) = {X €
Mat(2n,R) | XTJ + JX = 0} Somit besteht sp(2n) aus allen Matrizen der Form

(é _iT), B=B", c=CT

(Ubung).

BEISPIEL 6.3.5.
5) su(2) = {X € Mat(2,C) | X + X* =0, trX = 0}.
FEine Basis ist durch die Pauli Matrizen gegeben:

. 0 ¢ . 0 1 . i 0
t1201<i 0), t2202<_1 0)7 t3“73(0 —i)’

und es gilt [t;,tx] = — Z?:l 2¢jit;. Hier ist €123 = 1 und €5, ist antisymmetrisch
unter Vertauschungen der Indizes.

6.4. Die Campbell-Baker—-Hausdorff Formel

Wir werden Satz 6.3.1 mit Hilfe der Campbell-Baker-Hausdorff Formel bewei-
sen.

SATz 6.4.1. (CBH) Seien X,Y € Mat(n,K). Firt klein genug gilt

exp(tX) exp(tY) = exp (tX +tY + g[X, Y]+ O(t3)> .
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BEWEIS. Fiir ¢ klein ist || exp(tX)exp(tY) — 1]] < 1. Also, nach Lemma 6.1.4,
exp(tX) exp(tY) = exp Z(t), wobei Z(t) = > o7, t"Z, eine fiir kleine ¢ konvergente
Reihe ist. Wir vergleichen Koeffizienten:

t2 t2
exp(tX)exp(tY) = <1 +tX + §X2 +.. ) <1 +tY + EYQ +.. )

t2
:1+t(X—|—Y)+§(X2—|—2XY+Y2)+...
1
expZ(t) =1+ Zit + <2Zf+22> 2+

Alsoist Zi = X +Y, Zy = L(X2 4 2XY +Y?) - L(X +Y)? = L[X,Y]. O

BEMERKUNG 6.4.1. Man kann zeigen (und dies ist die vollstindige Fassung
des CBH Satzes), dass fiir kleine ¢, exp(tX) exp(tY) = exp(d e, t*Z}), wobei Zj,
eine Linearkombination von k-fachen Kommutatoren ist, d.h. von Ausdriicken, die
aus X und Y durch (k — 1)-fache Anwendung der Operatoren [X,-],[Y,] erzeugt

werden. Beispiele:

1 1
Also bestimmt die Lie-Algebra die Gruppenmultiplikation in der Umgebung des
Einselementes.

Beweis von Satz 6.3.1:

1) Lie(G) ist ein reeller Vektorraum.

Sei X € Lie(G). Dann ist auch nach Definition AX € Lie(G) fiir alle A € R.
Seien X,Y € Lie(G), t € R. Wir zeigen, dass X +Y € Lie(G). Fiir n — oo gilt

exp (itX) exp (itY) = exp (;(X +Y)+0 (732)) )
Mit (exp A)" = exp(nA) folgt
= o (LY (2]
= exp (t(X +Y)+0 (;)) "I exp(H(X +Y)).

Die Folge A, ist in G und konvergiert in GL(n,K) gegen exp(¢(X +Y)). Da G
abgeschlossen ist, ist also exp(t(X +Y)) € G.
2)X,Y € Lie(G) = [X, Y] € Lie(G).
Wir zeigen zuerst, dass exp([X,Y]) € G:

Gaexp(inX>eXp( )—exp(ii (X +Y) +2—[X Y]+O( ))

und also
1 1 "
B, = [exp <X> exp ( ) exp ( X) exp ( )}
n n

:[exp( (X+Y)+22[XY] (X+Y)+2 [XY]+O(TL13>)]"

3\*—‘

= exp ([X, Y]+O0 <n>> " exp([X, Y]).

Da B,, € G fiir alle n, folgt exp([X,Y]) = lim,,,oc B, € G. Nach Ersetzen von X
durch tX folgt dass auch exp(¢[X,Y]) € G fiir alle t € R.
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SATZ 6.4.2. (ohne Beweis) Sei G C GL(n,K) eine Matriz-Lie-Gruppe mit
Lie-Algebra g und Exponentialabbildung exp: g — G. Dann gibt es eine offene
Umgebung 0 € U C g von 0 und eine offene Umgebung 1 € V. C G so dass
exp: U — GL(n,K) eine glatte Finbettung ist mit exp(U) = V.

Eine glatte Einbettung ist eine injektive glatte Abbildung deren Tangential-
abbildung (Ableitung) in jedem Punkt injektiv ist. Dann ist fiir jedes g € G die
Abbildung ¢4: U = G, X — gexp(X) ein Hom6omorphismus U — ¢V von U
nach einer Umgebung von g. Die Abbildungen 90;1 sind dann Karten, die G als
eine Mannigfaltigkeit definieren.

SATZ 6.4.3. Sei G C GL(n,K) eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g C gl(n,K).
Die Gruppe aller Matrizen der Form

exp(X1) - -exp(Xg), X,...,.XrEg, k>1,
ist die Zusammenhangskomponente von 1 € G.

BEWEIS. Das angegebene Produkt liegt auf der Kurve
t— exp(tXy)---exp(tXk),

die fiir ¢ = 0 durch 1 geht. Also ist es in der Zusammenhangskomponente von 1.
Umgekehrt sei g in der Zusammenhangskomponente von 1 und seien U,V wie im
Satz 6.4.2. Dann gibt es eine stetige Kurve t — g¢(¢) mit g(0) = 1 und ¢(1) = g.
Fiir jedes t € [0,1] sei Uy C [0, 1] ein offenes Intervall um ¢, so klein, dass g(U;) in
g(t)V enthalten ist. Die Mengen U; bilden eine offene Uberdeckung des kompakten
Intervalls [0, 1], die also eine endliche Teiliiberdeckung Uy, U- - -UUy, D [0, 1] besitzt.
Wir kénnen annehmen, moglicherweise durch Hinzufiigen endlich vieler zusétzlicher
Up,dass 0 = tg <ty < --- <t =1lund t; € Uy, fir ¢ = 1,...,k — 1. Also ist
g = g(1) € g(tp—1)V. Das bedeutet dass g = g(ty_1)exp(Xy) fiir ein X € g.
Analog g(t;) = g(t;—1)exp(X;) fir alle ¢ = 1,...,k mit g(tg) = 1. Es folgt: g =
g(ty) = exp(X1) - - - exp(Xp). O

BEISPIEL 6.4.1. G = U(n). Jede unitidre Matrix ist von der Form
U = Adiag (e, ... e""")A™, AeU(n).

Also ist U = exp(X), X = Adiag (ig1,...,i0,)A~" und exp(tX) ist eine Einpara-
metergruppe in U(n). Es folgt, dass exp : u(n) — U(n) surjektiv ist.

BEMERKUNG 6.4.2. Wir haben nur Matrix-Lie-Gruppen betrachtet aber was
wir fiir Matrix-Lie-Gruppe gezeigt haben gilt auch fiir allgemeine Lie-Gruppen:
Die Lie-Algebra g einer Lie-Gruppe ist, als Vektorraum, der Tangentialraum 771G
am Einselement. Um die Lie-Algebra-Struktur zu definieren wird 771G mit der Lie-
Algebra der linksinvarianten Vektorfelder identifiziert, wie wir im Folgenden kurz
skizzieren.

Einem Vektorfeld X auf G ordnen wir seine Richtungsableitung X : C*°(G) —
C*°(G) zu, die wir ebenfalls mit X bezeichnen. Ist X(g) = ¥(0) € T,G der Tan-
gentialvektor zu einer Kurve ¢ — v(t) in G mit v(0) = g, so bildet die Richtungs-
ableitung an der Stelle g eine Funktion f nach X f(g) = 2 f(y(t))|t=0 ab. Die
Lie-Klammer von Vektorfeldern X7, X, ist durch ihre Richtungsableitungen defi-
niert [X1, Xo|f = X1 Xof — Xo X1 f und man verifiziert dass [X7, Xs] tatséchlich
die Richtungsableitung eines Vektorfelds ist. Sei fiir g € G, Ly: G — G die Links-
multiplikation mit ¢g: Ly(h) = gh. Ein Vektorfeld X auf G heisst linksinvariant
falls (Lg).X(h) = X(gh) fir alle g,h € G. Hier ist (Lg)s: TG — TyG die
Tangentialabbildung. Lie-Klammer von linksinvarianten Vektorfeldern sind links-
invariant, also bilden linksinvariante Vektorfelder eine Lie-Algebra g. Die Abbil-
dung g — T1G, X — X (1) ist ein linearer Isomorphismus mit inverser Abbildung
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a— (g (Lg)sa). Zu einem Vektorfeld X auf einer Mannigfaltigkeit M definiert
man den Fluss ¢ : M — M zur Zeit t: ;X () ist die eindeutige Losung der Diffe-
renzialgleichung 4 X (2) = X (¢; (z)), mit Anfangsbedingung ¢ (z) = =z, solange
sie existiert. Die Exponentialabbildung exp: g — G wird als exp(tX) = ;¥ (1) defi-
niert. Sie ist ein Diffeomorphismus von einer Umgebung von 0 nach einer Umgebung
von 1 € G und sie erfiillt die CBH Formel.

Man kann zeigen, dass jede kompakte Lie-Gruppe isomorph zu einer Matrix-
Lie-Gruppe ist. Isomorph bedeutet hier dass der Isomorphismus sowohl ein Diffeo-
morphismus wie auch ein Gruppenhomomomorphismus ist. Bei allgemeinen Lie-
Gruppen gilt immerhin dass sie lokal isomorph zu Matrix-Lie-Gruppen sind: Zu
jeder Lie-Gruppe G gibt es einen differenzierbaren surjektiven Gruppenhomomor-
phismus G — Gy C GL(n,K) nach einer Matrix-Lie-Gruppe, der ein lokaler Dif-
feomorphismus ist.



KAPITEL 7

Darstellungen von Lie-Gruppen

Wir betrachten (stetige) Darstellungen von Lie-Gruppen. Diese induzieren Dar-
stellungen von Lie-Algebren. Die Darstellungstheorie von Lie-Algebren liefert ein
wichtiger Hilfsmittel, um Darstellungen von Lie-Gruppen zu konstruieren. So geben
wir eine Klassifikation, bis auf Aquivalenz, aller irreduziblen Darstellungen von U (1)
und SU(2). Als Anwendungen betrachten wir Kugelfunktionen, d.h. Einschrinkun-
gen auf S? von harmonischen Polynomen in drei Unbekannten, und zeigen dass
sie irreduzible Darstellungen von SU(2) mit ungerader Dimension bilden; und wir
zerlegen Tensorprodukte von SU(2)-Darstellungen in irreduzible Darstellungen.

Literatur:[4], [8]. Vertiefung: [7], [3], [9]

7.1. Definitionen

Unter einer Darstellung einer Lie- (oder allgemeiner einer topologischen) Grup-
pe G auf einem (reellen oder komplexen) endlichdimensionalen Vektorraum V' # 0
verstehen wir stets einen stetigen Homomorphismus p : G — GL(V). Stetigkeit
bedeutet, dass die Matrixelemente von p(g) beziiglich einer beliebigen Basis stetig
von g € G abhéngen.

Eine Darstellung heisst komplex oder reell wenn V' ein komplexer bzw. reeller
Vektorraum ist. Die Dimension einer Darstellung ist die Dimension des Darstel-
lungsraums V.

Wenn nichts anderes vermerkt, werden alle betrachteten Darstellungen als kom-
plex vorausgesetzt.

7.2. Beispiele

Die Gruppe U(1) aller komplexen Zahlen mit Betrag eins, ist eine kompakte
abelsche Lie-Gruppe. Also ist jede Darstellung vollstéindig reduzibel. Die irredu-
ziblen Darstellungen sind eindimensional.

SATZ 7.2.1. Fir jedes n € Z ist p, : U(1) = GL(C) = C — {0}, z — 2™ eine
Darstellung von U(1). Jede irreduzible Darstellung von U(1) ist dquivalent zu py,
fiir geeignetes n.

Es ist klar, dass p,, eine stetige Abbildung von U(1) nach C — {0} definiert. Die
Darstellungseigenschaft folgt aus (zw)™ = 2z"w™".

Die Gruppe SU(2) der unitéiren 2 x 2 Matrizen der Determinante eins ist eben-
falls kompakt aber nicht abelsch. Wir haben also wiederum vollsténdige Reduzibi-
litdt. Die irreduziblen Darstellungen werden wir klassifizieren, mit dem folgenden
Resultat.

SATZ 7.2.2. Fir jedesn =0,1,2,... existiert eine irreduzible Darstellung p,,
SU(2) — GL(V,,) der Dimension n+ 1. Jede irreduzible Darstellung von SU(2) ist
dquivalent zu p, fiir geeignetes n.

Wir geben jetzt eine Konstruktion dieser Darstellungen. Wir werden ihre Irre-
duzibilitdt und die zweite Aussage dieses Satzes im Abschnitt 7.4 beweisen (Siehe
Satz 7.4.6).

51
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Diese Darstellungen werden auf Vektorrdumen von homogenen Polynomen kon-
struiert. Ein Polynom p(z1,...,zx) in N Unbekannten heisst homogen vom Grade
d >0 falls p(Az1, ..., Azn) = A9p(21, ..., zy) fiir alle Skalare \.

LEMMA 7.2.3. Homogene Polynome vom Grade d in N Unbekannten bilden
einen Vektorraum. Die Monome z{" --- 2\ mit ji > 0 und Y, ji = d, sind eine
Basis dieses Vektorraums.

BEWEIS. Es ist klar, dass jede Linearkombination von homogenen Polynomen
vom Grad d wieder ein homogenes Polynom vom Grad d ist, also bilden diese Po-
lynome einen Vektorraum. Monome z{' - -- 23 sind linear unabhéngig: verschwin-
det ndmlich eine Linearkombination > aj, .y z{l e z%\’ identisch, so verschwinden
auch alle partiellen Ableitungen an der Stelle 0, also auch alle Koeffizienten a;, . ;, .
Sei p homogen vom Grad d. Das Polynom p(Az) — A%p(z) verschwindet, also miissen
seine Koeffizienten fiir alle A verschwinden. Daraus folgt, dass die Koeffizienten in
p verschwinden, ausser diejenigen von z{l szN mit > jr = d. Also bilden diese
Monome eine Basis. O

Sei V,, der (n+ 1)-dimensionale komplexe Vektorraum aller Polynome p(z1, 23)
mit komplexen Koeffizienten in zwei Unbekannten, die homogen vom Grade n sind.
Fiir A € SU(2) definieren wir p,,(A) : V,, — V,, als die lineare Abbildung

(pn(A)p)(Z) = p(A_lz), z = (21,2’2) € (Cz.

Ist p ein Monom 27z 7/ und A~! = (1), soist (pn(A)p) (21, 22) = (az1+bz2) (cz1+
dz)" 7. Aus dieser Formel und dem Binomialsatz, ist es ersichtlich, dass p,(A4)p
wieder ein homogenes Polynom vom Grad n ist. Also ist p, eine Darstellung von

SU(2) auf V,,.

BEMERKUNG 7.2.1. Allgemeiner kénnen wir Darstellungen von SU(N) auf dem
Raum der homogenen Polynome in N Unbekannten vom Grad d konstruieren. Es
stellt sich heraus, dass diese Darstellungen ebenfalls irreduzibel sind, aber es gibt
auch andere, nicht fquivalente, Darstellungen von SU(N) wenn N > 3.

BEMERKUNG 7.2.2. Die Darstellung po; (j = 0,1/2,1,3/2,...) heisst Spin j
Darstellung in der physikalischen Literatur.

BEMERKUNG 7.2.3. Es gilt: p,(—A4) = (—1)"pn(A). Also definiert fiir n gerade,
und nur dann, p,, eine Darstellung von SU(2)/{£1} = SO(3).

7.3. Darstellungen von Lie-Algebren

LEMMA 7.3.1. Seip: G — GL(V) eine Darstellung einer Lie-Gruppe G. Dann
bildet p Einparametergruppen nach Einparametergruppen ab.

BEWEIS. Es folgt unmittelbar aus der Darstellungseigenschaft, dass fiir jede
Einparametergruppe ¢, ¢ := p(¢:) € GL(V') die Eigenschaft ;15 = 111 besitzt.
Da p stetig ist, hangt auch v; stetig von ¢ ab. Es bleibt zu zeigen, dass v; nach ¢
stetig differenzierbar ist. Es geniigt zu zeigen, dass ¢y an der Stelle 0 differenzierbar
ist: Existiert ndmlich die Ableitung 1/}0 an der Stelle 0, so existiert auch der Limes
in GL(V)

Yirn —
dt ) h
und héngt stetig von ¢ ab.

Da 1), stetig von t abhéngt ist fiir kleine ¢ v, nahe zur Einheitsmatrix. Also
existiert eine stetige gl(V')-wertige Funktion a; = log: mit ag = 0 so, dass 1y =

Yy —1

h = wt¢07

=y
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exp(at). Da Yhs = Prys = ¥sthy, haben wir exp(a) exp(as) = exp(a; + as). Also
gilt as + a; = asy¢ fiir alle kleine ¢, s. Insbesondere gilt a,,; = na; fir n = 1,2, ...
und ¢ klein. Also fiir alle kleine rationale Zahlen r = p/q und e erhélt man qa,/, =
Gep = Pae, und ape = ra.. Setzt man a = e Lac, so gilt dann a, = rea fiir alle
kleinen rationalen, und wegen der Stetigkeit fiir alle kleinen reellen r. Es folgt dass
a; = ta und ¢ = exp(ta) fiir kleine ¢. Also ist 1); tatséichlich differenzierbar an der

Stelle 0. 0
Sei p: G — GL(V) eine Darstellung und X € Lie(G). Definiere
pe(X) = pn plexptX) € Lie(GL(V)) = gl(V).
t=0
P« ist eine Abbildung Lie(G) — gl(V).

LEMMA 7.3.2.

(i) plexptX) =exp(tp«(X)), t € R, X € Lie(G),

(i) pu(AX 4+ pY) = Apu(X) + up(Y), L, p € R, X, Y € Lie(G),
(iii) p«([X,Y]) = [pu(X), p(Y)], X, Y € Lie(G).

BEWEIS. (i) Aus Lemma 7.3.1 folgt, dass p(exptX) die Form exp(tY), Y €
gl(V) hat. Die Behauptung folgt durch Differenzieren nach ¢ an der Stelle 0.
(ii) Sei A € R, X € Lie(G). Es gilt

exp(tps(AX)) = p(exp tAX) = exp(tAp.(X)).
Also p.(AX) = A (X). Fiir X,Y € Lie(G) hat man

exp(t(pe(X) + pu(Y)) = lim [exp (;p*(X)) exp (:Lp*(Y)ﬂn

(oo (1) ()]
= plexpt(X +Y)) = exp(tp.(X +Y)).

(iii) wird analog bewiesen. Details als Ubung. O

DEFINITION 7.3.1. Sei g eine Lie-Algebra iiber R oder C. Eine Darstellung
von g auf einem Vektorraum V # {0} ist eine R- (bzw. C-) lineare Abbildung
T:g— gl(V), so dass

[r(X), 7(YV)] = 7([X, Y]).

Invariante Unterrdume, Irreduzibilitit und vollstdndige Reduzibilitdt werden
genau wie bei Gruppen definiert.

Darstellungen heissen komplex bzw. reell je nach dem ob V komplex oder reell
ist.

SATz 7.3.3. Sei p: G — GL(V) eine Darstellung der Lie-Gruppe G. Dann ist
ps eine Darstellung der reellen Lie-Algebra Lie(G). Die Einschrinkung von p auf
die Finskomponente Gy von G ist eindeutig durch p, bestimmdt.

BEWEIS. Noch zu beweisen ist die letzte Aussage. Nach Satz 6.4.3 ist jedes

g € Go von der Form exp X ---exp X,,. Also kann p auf Gy durch p, ausgedriickt
werden:

plexp X1 -+ exp Xp) = exp ps(X1) - - exp pi (X)) (*)

d

SATZ 7.3.4. Sei p: G — GL(V) eine Darstellung einer zusammenhingenden

Lie-Gruppe G. Dann ist p genau dann irreduzibel (bzw. vollstindig reduzibel) wenn
px irreduzibel (bzw. vollstindig reduzibel) ist.
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BEWEIS. Ist W C V invariant fiir p, so ist fiir alle t € R, X € Lie(G),
plexptX)W C W, also auch p,(X)W C W. Umgekehrt, wenn W C V invari-
ant fiir p, ist, so ist W nach (%) auch fiir p invariant. Also stimmen invariante
Unterrdume von p, p, iiberein, und die Behauptung folgt. O

BEISPIEL 7.3.1. Triviale Darstellung: V = C, p,(X) =0VX € g.
BEISPIEL 7.3.2. Adjungierte Darstellung. Sei Ad : G — GL(g),
Ad(9)X = gXg™",

die adjungierte Darstellung von G auf g = Lie(G). Die adjungierte Darstellung von
g ist ad = Ad,:

ad (X)Y = % exp(tX)Y exp(—tX) = [X,Y].
t=0
Diese reelle Darstellung spielt eine wichtige Rolle in der Physik der fundamentalen
Wechselwirkungen (Eichbosonen) und in der Lie Theorie: hat eine endlichdimen-
sionale Lie-Algebra triviales Zentrum (d.h. ad (X) = 0 = X = 0), so kann man
zeigen, dass Int (g) = {exp(ad (X1)) - --exp(ad (X,))} C GL(g) eine Lie-Gruppe ist,
deren Lie-Algebra mit g tibereinstimmt.

7.4. Irreduzible Darstellungen von SU(2)

Wir klassifizieren alle endlichdimensionalen irreduziblen Darstellungen der kom-
pakten Lie-Gruppe SU(2) bis auf Aquivalenz. Da SU(2) zusammenhingend ist, ist
jede Darstellung durch eine Darstellung von su(2) bestimmt. Wir fassen dann su(2)
als Lie-Unteralgebra von s(2, C) auf und reduzieren das Problem auf die Klassifika-
tion der Darstellungen von s[(2, C). Diesen Ubergang zum Komplexen formulieren
wir etwas allgemeiner: wir betrachten su(n) = {X € sl(n,C) | X* = —X}.

LEMMA 7.4.1.
(i) Jedes Z € sl(n,C) kann eindeutig als Z = X +1iY, X,Y € su(n), ge-
schrieben werden.
(ii) Sei 7 eine Darstellung von su(n) auf V. Dann definiert

(X +4Y) =7(X) +ir(Y)

eine (C-lineare) Darstellung der Lie-Algebra sl(n,C), deren FEinschrdnk-
ung auf su(n) mit T dbereinstimmt.

(iil) 7¢c ist genau dann irreduzibel (vollstindig reduzibel) wenn T irreduzibel
(vollstindig reduzibel) ist.

BEwEIs. ()X = 3(Z—2%),Y = 5(Z+ Z%).

(ii)Zuerst zeigen wir die C-Linearitdt von 7¢. Es ist klar, dass fiir A, u reell
und Z, W € sl(n,C), 1c(AZ + pW) = Ac(Z) + pre(W). Es bleibt zu zeigen, dass
c(iZ) = itc(Z).

(X +iY)) =1c(-Y +iX) = —7(Y) + i7(X) = irc(X +14Y).
Somit ist 7¢ eine C-lineare Abbildung. Es ist klar, dass 7¢(X) = 7(X) wenn X €
s5u(2). Also haben wir die Darstellungseigenschaft [rc(X), 7c(Y)] = 7c([X,Y]) fur
X,Y € su(2). Aus der C-linearitét von 7¢ und der C-Bilinearitéit des Kommutators
(X,Y) = XY — Y X folgt, dass die Darstellungseigenschaft auch auf ganz s((2, C)
gilt.

(iii) Ist W C V invariant fiir 7¢c, dann ist W insbesondere invariant fiir 7 =
¢ |su(n)- Ist umgekehrt W invariant fiir 7 so gilt fir w € W

(X +iY)w =7(X)w+it(Y)w € W,
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also ist W invariant fiir 7¢. O

Die Darstellung 7¢ heisst Komplezifizierung von 7. Oft werden wir zur Verein-
fachung der Notation 7 statt 7¢ schreiben.

Wir klassifizieren die endlichdimensionalen irreduziblen komplexen C-linearen
Darstellungen von s[(2,C) = {X € Mat(2,C) | trX = 0}. Eine Basis von s((2, C) ist

1 0 0 1 0 0
= h) =) = (V0)
LEMMA 7.4.2. [h,e] = 2e, [h, f] = =2f, [e, f] = h.

Ist also (7, V) eine C-lineare Darstellung von sl(2, C), so erfiillen H = 7(h), E =
7(e), F' = 7(f) die Relationen von Lemma 7.4.2. Umgekehrt folgt aus der Bilinea-
ritdt des Kommutators, dass wenn H, F, F lineare Selbstabbildungen eines Vek-
torraums sind, die die obigen Relationen erfiillen, dann definiert 7(ah + be + cf) =
aH + bE + cF, (a,b,c € C) eine C-lineare Darstellung von sl(2, C). Also gilt:

KOROLLAR 7.4.3. Ist7: sl(2,C) — gl(V') eine C-lineare Darstellung, so erfillen

(7.1) H =7(h), E =T1(e), F =1(f),
die Relationen
(7.2) [H,E] =2E, [H,F] = —2F, [E,F]=H.

Umgekehrt, sind H, E, F' lineare Selbstabbildungen eines komplexen VektorraumsV,
die (7.2) erfiillen, so existiert eine eindeutige C-lineare Darstellung T : s1(2,C) —
gl(V), so dass (7.1) gilt.!

Sei (7,V) eine irreduzible Darstellung von sl(2,C) und A € C der Eigenwert
von H mit grosstem Realteil, vg ein Eigenvektor zu A

HUO = )\’Uo, Vo # 0.

LEMMA 7.4.4.
(i) Evy=0.
(ii) Sei vy, = FFvg. Dann gilt
I‘I”U]€ = ()\ - Qk)vk,
Ev, = k(A—k+1)vg_1.

BEWEIS. (i) Sei w = Fuy; wir zeigen, dass Hw = (X 4+ 2)w, woraus folgt, dass
w =0, denn Re (A +2) > Re .

Hw = HEvy = [H, Elvg + EHvg = 2Evy + AEvg = (A + 2)w.
(ii) Induktionsverankerung:

HUO = )\’Uo, EUQ =0.

Induktionsschritt:
Hvp1 = HFv, =[H,Fluy + FHuy
= —2up41 + (N —2k)vkq,
Evgy1 = EFv, =[E,Flog + FEu

Hu, + Fk‘()\ —k+ 1)1}1@,1
[0 — 2k) + k(A — k + Doy
= (k+1)(\— kv

INotation in der physikalischen Literatur: h = 203, e = o4, f =0, H=2J3,E = J;,F =
J_.
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Es folgt, dass die lineare Hiille von vg,v1,ve,... ein invarianter Unterraum
# {0} ist, also gleich V. Die Vektoren vg, vy, ... sind linear unabhingig, denn sie
gehoren zu verschiedenen Eigenwerten von H. Also ist V nur dann endlichdimen-
sional, wenn ein n > 0 existiert mit v, 1 = 0. Sei v,4+1 = 0, und v, # 0 fiir m < n.
Dann ist

0=FEvpt1 = (n+1)(A—n)u,.
Das ist nur moglich wenn A =n=0,1,2,....

SATZ 7.4.5. Sein =0,1,2,... undvy, ..., v, die Standardbasis von V,, = C*t1,
Dann definiert

Hv, = (n—2m)un,,
Ev, = mn+1-—m)v,_1,
FUm =  Um+1,

eine irreduzible Darstellung 1, von sl(2,C). Jede komplexze (n + 1)-dimensionale
irreduzible Darstellung von sl(2,C) ist dquivalent zu T, .

BEWEIS. Man verifiziert durch explizite Rechnung,dass 7,, eine Darstellung de-
finiert, z.B.:

[E, Flv,, = [(m+1)(n—m)—mn+1—m)u,
(n —2m)v,
= Hup,.

Irreduzibilitéit: Sei W C V invariant, W # 0. Dann hat H |y einen Eigenvektor v,,.
Da m(n+1—m) nur fiir m = 0 verschwindet (m € {0,...,n}), kann vy, fir alle m’
durch Anwendung von E oder F aus v,, gewonnen werden. Also W = V. dass jede
irreduzible Darstellung diese Form hat folgt aus den vorherigen Uberlegungen. [0

BEMERKUNG 7.4.1. Die Operatoren E, F' werden oft Auf- und Absteigeopera-
toren genannt.

Wir zeigen nun, dass alle so konstruierten Darstellungen aus Darstellungen von
SL(2,C) kommen. Sei U,, der Raum aller homogenen Polynome in zwei Variablen
(21,22) € C? vom Grade n. U,, hat Dimension n + 1 mit Basis

n _n—1 n—1 _n
21,21 2250y R1%9 y %9

. Wir fithren die Darstellung von SL(2,C)

(pn(A)p)(2) =p(A~'2), A€ SL?2,C), peU,,
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ein, wobei zu beachten ist, dass mit p(z) auch p(A~1z) in U, ist, denn p(A~1\2) =
p(AA~1z) = A\"p(A~1z). Wir berechnen p,, : sI(2,C) — gl(U,,)
d d » (( et 0 ) z)
—o 0 e

(pre(W)p)(2) = dtt_op(eXpt(é 01))p<2>zdt

I GRCRNCE W
= 15’21 262’2 b(z),

ot = g w(ew(=(0 0))2) -3 #((5 1))
= *Zzaizlp(z),
et = g oo (=(00)):) =g (L 1))
0
= _2187,22 (2)

Wir sehen, dass diese Darstellung dquivalent zur Darstellung 7,, von Satz 7.4.5 ist.
Der Isomorphismus ist vy, — (—1)™2z{"25 """ /(n —m)!. Also ist nach Lemma 7.4.1
die Einschriankung von p,, auf SU(2) C SL(2,C) irreduzibel.

Zur Diskussion der Unitaritéit, ist es zweckmiéssig die Basis v, zu reskalieren.
Sei

Um, = Amvm

mit A\pp—1/Am = v/m(n+ 1 —m). Dann hat man

Huy, = (n—2m)upy,
Eu,, = m(n+1—m)um_1,
Fuy,_1 = m(n 4+ 1 —m)un,,

und es gilt offensichtlich H* = H und E* = F', wobei * beziiglich des Skalarproduk-
tes definiert ist, in dem (u;) eine orthonormierte Basis ist. Allgemeiner gilt dann
pn(X)* = pp(X*) fiir X € 51(2,C) und speziell p.(X)* = —pp.(X) fiir X € su(2).
Es folgt, dass p, eine unitidre Darstellung von SU(2) ist. Eine mogliche Wahl von

. —m)! .
A ist A = % Wir fassen zusammen.

SATZ 7.4.6. Zu jedem n = 0,1,2,... gibt es bis auf Aquivalenz genau eine
irreduzible Darstellung (ppn,Uy) von SU(2) der Dimension n + 1. Dabei ist

n
U, = { Z em2] 7y " | em € (C}
m=0

der Raum der homogenen Polynome vom Grade n in zwei Unbekannten, und fiir

AeSU2), feU,

(pn(A)f)(2) = F(AT"2).

pn ist unitdr beziiglich des Skalarproduktes in dem die Basis

2Pzy™™
m!(n —m)!

orthonormiert ist.

BEMERKUNG 7.4.2. Das Skalarprodukt ist durch die Unitaritdt der Darstel-
lung bis auf eine positive Normierungskonstante eindeutig bestimmt. Da H* = H,
ist néamlich (v, vpy) = 0 fiir m # m/, da vy, vy zu verschiedenen Eigenwer-
ten gehoren. Zudem ist wegen (Vpmi1,Vm+1) = (FUm,Vmy1) = (Um, EUmt1) =
(m~+1)(n —m)(Vm, vm), (, ) eindeutig durch (vg,vo) bestimmt.
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BEMERKUNG 7.4.3. Jeder Darstellung p von SO(3) auf V ist eine Darstellung
p o von SU(2) zugeordnet, wobei ¢ : SU(2) — SO(3) der in 1.3 definierte Ho-
momorphismus ist. Die Darstellung p o ¢ hat die Eigenschaft p o p(—1) = 1, da
—1 € Kerg. Umgekehrt ist fiir jede Darstellung p von SU(2) mit p(—1) =1,

p(R) = p(4),  ReSO@),

wobei ¢(A) = R unabhéngig von der Wahl von A (denn p(—A) = p(A)) ist, und eine
Darstellung p von SO(3) definiert, die pop = p erfiillt. Also sind die Darstellungen
von SO(3) in eindeutiger Beziehung zu Darstellungen von SU(2) mit p(—1) = 1.
Es ist leicht nachzuweisen, dass irreduzible Darstellungen von SU(2) irreduziblen
Darstellungen von SO(3) entsprechen. Aus

(Pn(=1)f)(2) = f(=2) = (=1)"f(2)

folgt, dass nur irreduzible Darstellungen von SU(2) mit ungerader Dimension SO(3)
Darstellungen definieren.

7.5. Harmonische Polynome und Kugelfunktionen

Sei H; der Raum der homogenen Polynome der Ordnung / in drei Unbekannten
X1,T2,T3:

H, = { Z CaX®, Co € (C}.
la|=1

aenN3

Der Vektorraum H; hat Dimension dim H; = (1 +1)(1+2) = an:o S Ist

( Otgio
P(z) € H; so auch P(R™'x) fiir alle R € SO(3). Wir haben also die Darstellung
von SO(3) auf H;

(p(R)f)(z) = f(R™"2).
LEMMA 7.5.1.
(o= [ T@sow
z|=1
ist ein Skalarprodukt auf H;. Die Darstellung p ist unitdr beziglich ( , ).

BEWEIS. Die Axiome des Skalarproduktes sind bis auf (f,f) = 0= f =0
offensichtlich. Aber aus (f, f) = 0 folgt, dass f(x) = 0 fiir || = 1, und mit f(rz) =
r! f(z) fiir alle z. Die Unitaritéit folgt durch Variablensubstitution unter Verwendung
der Rotationsinvarianz von df). Expliziter siecht man dies aus der Darstellung

1 Tl —|x
(9 = Gy [ Tt
g

Der Laplaceoperator A = Zle (%22 bildet H; ab nach H;_5. Definiere den
Raum l
Vi={feH|Af=0}
der harmonischen Polynome in H;. Die Dimension von V; erfiillt
dimV; > dim H; — dim H;_o = 2] + 1.

N 1 SR
Beispiele: 1, x1, x2, ©3, T1T2, 123, TaT3,. .., (T1 + ix2)", (v1 — iz2)".

Die Riaume r2*Vi_op = {r?kf | f € Vi_ax}, k = 0,1,...,[1/2], sind Unterriume
von Hj, denn aus f € H;_o, folgt 72% f = (22 + 22 + 22)F f € H,.
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SATZ 7.5.2. FEs gilt die Zerlegung
[1/2]

@7” "Vioak
in paarweise orthogonale, invariante Unterrdume, und dimV; = 21 + 1.
BEwEISs. Orthogonalitét: Seien
Fla) =1 F(0, ) € Viior und  g(2) = ' §(0, ) € Viaw.
Mit der Green’schen Identitdt hat man

Fo FAQ)dP e — of 89)
/M(Afg FAgyis /m:l(arg 729) i

(2k — 2k') F3do.
|z|=1
Also (r2%f, 72 g) = 0 falls k # k.
Invarianz: Da r2* rotationsinvariant ist, geniigt es zu zeigen, dass Vj fiir alle [
invariant ist, dh. Af =0 = Ap(R)f = 0. Es gilt sogar

Ap(R)f = p(R)AF.

0

Es ist ndmlich

9 _ - -
ox (7 1:8)) B Z ﬂax '2)
7 j=1 J
3 3
0? -1 of _
2 gz VBT) = Z: Jiiik 5 (B7w) = (AR ™)
da R~! = RT.
Zerlegung:
[L/2] [1/2]

, 1
dim Hy = S(1+1)(1 +2) Zdlmv; 2k>z (1—2k)+1) = (l+1)(l+2).

Daraus folgt, dass dim V; = 2] + 1 und die Zerlegung von H;. O

Es soll weiter die Darstellung von SO(3) auf V; untersucht werden. Diese Dar-
stellung definiert eine Darstellung p von SU(2), wie in der Bemerkung angedeutet:

(p(A)u)(z) = u(p(A)"'z), weV, AeSU(Q2),

und p(exp(—i Z?zl o;n;¥/2)) = R(n,d), |n| = 1. Wir berechnen die entsprechende
Lie-Algebra Darstellung. Sei X =3, a;(—io;) € su(2):

X = ( .—Z'Oég —ioz.1 — Qg ) 7 ac RS.
—10] + Qo (0%}
Sei @ = nY/2 mit [n| = 1. Dann ist
(X)) = | u(R@) )
dt|,_,

R(n,9) 'z = R(n,—9z = (v -n)n+ (v — (z-n))cosd —nAzsind,
d _
o (n,t9) = —nAzt=-2aArz,
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und es folgt nach der Kettenregel

(r(X)u) () = —2 wa)a;j‘ﬁ(x)

3T QoL + (a1 a3x + (g 1T u.
342 243 T 143 341 ) 241 142 73
Wir kénnen jetzt TC ausrechnen: H, E,F entsprechen o = (0,0,i), o = (%, 7%,0)

bzw. a = (£,1,0). Also

302
oo (g o)
b o (L) -t
F = z3 <_81+ 8x2>+(x1_m2)(‘})(23'

In V; kennen wir bereits das harmonische Polynom vy = (z1 + iacg)l. Es erfiillt
Huvg = 2lvg und Evg = 0. Nach der Konstruktion des vorigen Abschnittes, spannen
die Vektoren v,, = F™vy eine irreduzible Darstellung von s[(2,C) der Dimension
2l + 1 auf. Da dimV; = 2] + 1 gilt, ist v,, eine Basis von V;. Es folgt, dass V; eine
2] + 1 dimensionale unitére Darstellung von SU(2) ist. Eine orthonormierte Basis
finden wir wie folgt: Die Norm im Quadrat von (z1 + iz)’ ist:

2m
|(z1 +iz0)! > = /S(gcl—f—gcz ) dQ(x // (sin )2 T dvdy

-~ 207)2
J“72)819271'/ (1—2? )dI—47TL.
1 20+ 1)
(siche MMP I, IV.5). Also hat
21+ 1)! (-1/2)" ,
wy (21, 2, 73) = ( L (L/2) (5514_2952)[ (1)

4 I

Norm eins, und nach (7.3) sind die rekursiv definierten Polynome

Fupy_ji1(w1,22,23)
j(QZ +1-— j)

(2)

Ul,l—j(xlax%xS) =

orthonormiert.

SATzZ 7.5.3. Die Darstellung von SU(2) auf dem Raum V; der harmonischen,
homogenen Polynome vom Grade 1 in drei Unbekannten ist irreduzibel und unitdr

beziiglich (f,g) st fgdf2. (1),(2) definiert eine orthonormierte Basis und es gilt
Hupn = 2mugm,
Bupn = (I =m)(I4+m+ 1)ugmi,
Fup, = (I—m+1)(1+ MU —1.-

DEFINITION 7.5.1. Eine Kugelfunktion Y : S? — C von Index [ ist die Ein-
schrinkung auf S? C R? eines homogenen harmonischen Polynoms vom Grade .

Es bezeichne V; den Vektorraum der Kugelfunktionen von Index I.
Also ist Y = Y(9,¢) genau dann in V; wenn 7'Y (¥, ¢) € V;. Eine orthonor-
mierte Basis von V] ist also durch

Yim (90, 9) = 1~ wign (1,9, )
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gegeben. Insbesondere haben wir

@+ (=2t il
Va0, ) = | S S sin o)
sowie die Rekursionsformeln
HY), = 2mYj,,
EYim = VI —m)I+m+1)Y i,
FYim = VU—m+1)+m)Yim,
wobei in die Operatoren H, F, F Kugelkoordinaten einzusetzen sind (Rechnung!)
)
1 0p
. 0 0
E = 6“0 (8'(9 +ZCOt198S0) 5
. 0 0
F = e <_819 +i00“96<p> .

Es folgt, dass Y, die Form Y}, (9,9) = Fjn(9)e"™% hat. Die Orthonormalitéits-
relation ist

T 27
/ / Yim (9, )Yy (9, @) sin ¥ddde = 811 8 -
o Jo

Der sphirische Laplace Operator Agz auf C°°(S?) ist durch die Formel fiir den
Laplace Operator in Kugelkoordinaten
92 290 1
=—+-—+=A
or? * ror 2ot
definiert. Explizit
o + cot 0 0 + Lo
062 00 sin? 0 O¢?
SATZ 7.5.4. Die Funktionen Y}, (9,¢) sind Eigenvektoren von Agz:

Ag2Yim = —1(1+ 1)Yim.

Ago

BEWEIS.
0=A0Y) =r""2(1(1 1) + 20 + Ag2)Yip.
U
SATZ 7.5.5. Die Funktionen Yj,,(9,¢) bilden firl=0,1,2,..., m = —1,—1+
1,...,1, eine orthonormierte Basis von L?(S?,dSQ).

BEWEIS. Wir beniitzen, dass die stetigen Funktionen in L? dicht sind. Sei
f(, @) stetig und x eine stetige Funktion auf Ry mit x(r) = 1 fir |[r — 1] < §
und x(r) = 0 fiir |r — 1| > 26. Dann ist f = x(r)f(9, ¢) eine stetige Funktion auf
R3. Nach dem Weierstrass’schen Approximationssatz, existiert ein Polynom u in
T1, X2, T3 Mit

maxu(z) - f(@)] <e.

Insbesondere gilt dann |u(x) — f(x)| < € fir |z| = 1 Nach Satz 7.5.2 ist u von der
Form ZiV:O rfus, wobei ugs harmonisch sind. Setzt man r = 1, so sieht man, dass
die Einschrinkung von u auf S? eine Summe von Kugelfunktionen ist. Es folgt, dass
Koeffizienten ¢;,, existieren, so dass

S i Yim(0,0) — [(9,9)| < e.

I<N
|m| <1
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Der Schluss des Beweises ist dann genau wie im Falle der Fourierreihen. U

7.6. Tensorprodukte von SU(2) Darstellungen

Das Tensorprodukt von zwei endlichdimensionalen Darstellungen (p, V') (p/, V')
einer Gruppe G ist die Darstellung p® p’ auf dem Tensorprodukt V @ V', die durch
die Formel

(pep)(g) = pl9) @0 (9)

gegeben wird. Es folgt aus den Eigenschaften von Tensorprodukten (sieche Appendix
A.2), dass diese Formel eine Darstellung definiert, und dass die Assoziativitit (p ®
PRp" = pR(p'®p") gilt, wenn die Darstellungsriume (VRV)QV", Vo (V'V")
durch (v ®v") ® V" = v ® (v ® v") identifiziert werden.

Ist G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, so wird die Darstellung (p®p’). durch

(P@p)u(X) =pu(X) @1y + 1y ® p(X), VX €G,

gegeben. Es ist ndmlich nach der Produktregel

(expltp. (X)) @ exp(tf, (X)) = &

exp(tp.(X)) @ 1y

dt =0

t=0

exp(tpl(X)).
t=0

e
Ve dt

Die allgemeine Frage ist nach der Zerlegung von Tensorprodukten irreduzibler Dar-
stellungen in irreduzible Darstellungen.

Wir studieren diese Frage im Falle der Gruppe SU(2). Da SU(2) kompakt
ist, ist jede endlichdimensionale Darstellung vollstindig reduzibel. Insbesondere
das Tensorprodukt p, ® p,~ der irreduziblen Darstellung der Dimension n’ mit
der irreduziblen Darstellung der Dimension n” zerfiillt in eine direkte Summe von
irreduziblen Darstellungen. Wir haben diese klassifiziert: zu jeder nichtnegativen
ganzen Zahl n, gibt es bis auf Aquivalenz genau eine irreduzible Darstellung p,, der
Dimension n + 1. Sie ist dadurch charakterisiert, dass der Darstellungsraum einen
bis auf Multiplikation mit einer Zahl eindeutigen Vektor vy # 0 enthéilt, so dass
Hvy = nvy und Evy = 0. Hier sind H, E, F' die Bilder unter der komplexifizier-
ten Lie-Algebra-Darstellung der Basisvektoren h,e, f von s[(2,C), siehe Korollar
7.4.3. Eine Basis des Darstellungsraums kann durch wiederholte Anwendung des
Absteigeoperators I’ gewonnen werden.

Um eine Darstellung p von SU(2) zu reduzieren, miissen wir also die (Komplexi-
fizierung der) Lie-Algebra-Darstellung p, betrachten und die “primitiven” Vektoren
finden, ndmlich die Eigenvektoren von H die im Kern von E sind.

Sei also p = py @ py. Der Darstellungraum von p,,s hat eine Basis vy, ..., v,
so dass die entsprechende Darstellung 7, = py/. von sl(2,C) durch Ev} = j(n’ +
L—j)vi_q, Hvj = (n' —2j)vj, Fvj = v}, gegeben wird, mit der Konvention, dass
v’y =}, = 0 (Siehe Satz 7.4.5). Genauso hat der Darstellungsraum von py

eine Basis v{, ..., v],, mit den entsprechenden Eigenschaften.
Eine Basis des Darstellungsraums von p ist dann v} ®@ vy, j = 0,...,n/, k =

0,...,n”. Diese Basis besteht aus Eigenvektoren von H = p.(h):
H(v; @vy) = (Hvj) ® vy +v; @ (Hvy)
= (0 = 2j)v; @ vy + (n" = 2k)v; @ vy
(n' +n" —2(j + k))v); @ vy

Also sind die Eigenwerte von H auf dem Tensorprodukt von der Form n’ +n' — 2l
1=0,1,2,... und die Eigenrdume werden durch v; ®uy mit j+k = [ aufgespannt.
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In diesen Eigenriume miissen wir den Kern von F finden. Also suchen wir
Linearkombinationen

I
_ i "
w = E a;jv; QV_j,
7=0

so dass Fw = 0. Jeder solche nichtverschwindende Vektor w ist dann primitiv und
erzeugt eine irreduzible Unterdarstellung der Dimension n’ +n’” — 1 — 2[. Eigentlich
erstreckt sich die Summe in w auf einem kleineren Intervall falls [ gross ist. Wir
nehmen aber an, dass [ < min(n’,n"), so dass alle v}, v}” ; in der Summe wohldefi-
niert sind. Wir werden dann zeigen, dass alle primitiven Vektoren diese Annahme
erfiillen.

Wir 16sen jetzt die Gleichung Ew = 0 fiir die Koeffizienten a; bei gegebenem I:

!
_ ! 1"
0 = EE a;v; @v_;
Jj=0

!
= Z a;(Ev; @ v ; 4+ v; @ Ev)’_ ;)
=0

! -1
= Y +1- ) @+ Y (=) + 11+ )@,
j=1 §=0
-1
= D (G + 1) =) +a;(l =" +1=1+5)v;@ v,y
§=0
Wir erhalten die Rekursionsformel
I ([ ET R FU
j+1 = — ; - s
" G+ =5)
(wir kénnen durch (j +1)(n’ — j) dividieren, weil dieser Ausdruck fiir j im angege-
benen Intervall niemals verschwindet) mit Losung

=0,...,01—1,

e = 1 )
T

Somit haben wir fiir jedes [ = 0,1,...,min(n’,n”) einen irreduziblen invarianten
Unterraum der Dimension n’ + n” + 1 — 2[. Die Summe dieser Dimensionen ist

min(n’,n"")
S n+1-2) =0 +1)(n" +1),
1=0
also gleich der Dimension des Tensorproduktes. Somit haben wir das Tensorprodukt
vollsténdig reduziert. Da n' +n” —min(n’,n"”) = |n’ —n”|, konnen wir das Resultat
folgendermassen formulieren.

SATZ 7.6.1. (Clebsch—-Gordan Zerlegung) Die Zerlegung eines Tensorproduktes
von irreduziblen Darstellungen der Dimensionen n’ +1, n”' + 1 ist:

P/ & Pny = Priynt S Prignr—2 B - B Pl |-

Die irreduzible Unterdarstellung der Dimension n' + n' + 1 — 21 ist aufgespannt
durch wy, Fwy, . . ., Fr/an’ =20, wobei, beziiglich der oben definierten Basen,

i(_l)j (W = 0" — 1+ 4)!

'U/' ®U” -
) Y 7 l—]
= 7' = j)!
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BEISPIEL 7.6.1. n’ = n/ = 1. Der Darstellungsraum von p; ist zweidimensional
mit Basis vg,v; = Fvg. Das Tensorprodukt hat Dimension 4 und ist eine direkte
Summe einer dreidimensionalen Darstellung mit Basis vg®uvg, vo Qv +v1Rvg, v1 QU1
und einer eindimensionalen Darstellung, aufgespannt durch vg ® v1 — v1 ® vg. Die
Zerlegung ist also die Zerlegung in symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren.



ANHANG A

Begriffe aus der linearen Algebra

A.1. Direkte Summen

Alle Vektorrdume seien iiber einem festen Korper K, z.B. R oder C.

Direkte Summen von Vektorrdumen beziehen sich auf zwei zunéchst logisch
verschiedene Begriffe, die aber a posteriori identifiziert werden kénnen.

Erstens sagen wir, dass ein Vektorraum V' in eine direkten Summe von Un-
terrdumen Vi,...,V,, C V zerfillt (Notation: V =V, @---®V,,), falls jeder Vektor
v € V eindeutig als v = vy + --- 4+ v,, dargestellt werden kann, wobei v; € V;,
i=1,...n (Beipiel: ist V; C R3 eine Gerade durch 0, V5 C R? eine Ebene durch 0,
die V4 nicht enthilt, so ist R3 =V} @ V3).

Zweitens, gegeben n beliebige Vektorrdume V7, ..., V,, definiert man deren di-
rekte Summe V = Vi+---+V,, als das kartesische Produkt V = V; x --- x V,, mit
Vektorraumstruktur

(Wi, vp) + (V. 0) = (v, v UL, v, vs € Vi,
Aoty vn) = (Avg, .. Aoy), Ae K,v; €V,

(Beispiel: R? = R+R). Dann definiert die Abbildung ¢; : V; — V,
v (0,...,0,v,0,...,0),

mit v an der iten Stelle, eine Einbettung von V; in V. Identifiziert man, fiir alle
i, V; mit dem Unterraum ¢;(V;) von V, so zerfiillt V' in einer direkten Summe von

Vi,...,V,. Mit dieser Vereinbarung koénnen wir dann + durch @ ersetzen. Wir
schreiben auch v; @ -+ ® v, um den Vektor (vi,...,v,) von V1 @ --- @&V, zu
bezeichnen.

Es sei nun eine lineare Abbildung A : V' — W gegeben, wobei V = Vi &--- @V,
W = W@ --@W,,. Dann hat A Komponenten A;; : V; = W;: das Bild w = Av von
v = v1D- - -Pvy, hat eine Zerlegung w = w1 P- - -Pw,,, und wir setzen w; = Zj Aijvj.
In anderen Worten, haben wir A;; = p; o Ao j, wobel p; : w1 @ -+ @ wy, —
w; die Projektion W — W; ist. Also ist A;; als Zusammensetzung von linearen
Abbildungen linear.

Wir sagen, dass eine Basis (e;))Y, einer endlichdimensionalen direkten Sum-
me V = Vi @ - ® Vy kompatibel ist, falls eq,...,eq, eine Basis von V; ist,
€dy+1y---,€d+d, €ine Basis von V5 ist, und so weiter. Dann zerfillt die Matrix
einer linearen Abbildung A : V' — W beziiglich kompatibler Basen in Késtchen,
die die Matrizen der Komponenten A;; enthalten:

All o Aln
A=l 1

Aml T Amn
SindV 3w £ 7 lineare Abbildungen zwischen als direkten Summen dargestellten
Vektorrdaumen, so gilt fiir Komponenten (BA);; = >, BirAj.

65
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A.2. Tensorprodukte

Wir betrachten Vektorrdume iiber K = C oder R. Fiir eine beliebige Menge
M, bezeichnen wir mit K[M] den Vektorraum aller formalen Linearkombinationen
von Elementen aus M mit Koeffizienten aus K. Also ist ein Vektor in K[M] ein
formaler Ausdruck der Form A\ymq +-- -+ Agmy mit m; € M und \; € K. Addition
und Multiplikation mit einem Skalar sind durch Addition, bzw. Multiplikation mit
einem Skalar, der Koeffizienten definiert. Sind zum Beispiel m, m’, m” drei Elemente
aus M so hat man (3m—+m')+(—4dm+4m”) = —m+m/+4m” und 4- (3m+2m’) =
12m + 8m/. Wir beniitzen wie tiblich die Schreibweise m = 1m, —m = (—1)m.
Nach Konstruktion ist dann M eine Basis von K[M].

DEFINITION A.2.1. Das Tensorprodukt zweier Vektorriaume V, W ist der Vek-
torraum K[V x W]/U, wobei U der von den Vektoren

(A1v1 + Agva, w) — A1 (vi, w) — Aa(va, w), Ai € K,vp e Viwe W,
(v,/\lwl + )\ng) - )\1(1],11}1) - /\2(’1),11)2), NeEKveVw, €W,
erzeugter Unterraum ist.!

Die Aquivalenzklasse von (v, w) in V@ W wird mit v ® w bezeichnet. Vektoren
in V@ W werden manchmal Tensoren (von Rank 2) genannt. Tensoren der Form
v ® w werden reine Tensoren genannt.

Was das alles bedeutet, ist durch folgendes Lemma erkléart, das als eine prag-
matische Definition von V ® W aufgefasst werden kann.

LEMMA A.2.1.

(i) V@ W besteht aus Elementen der Form vy @ wy + -+ vy ® wy,.
(ii) Es gelten die Rechenregeln

(/\11}1 —|-/\21]2) R w = )\1(1}1 ®w) +/\2(1]2 ®w), NEK v eVweW,
VR ()\1w1 +A2’LU2> = )\1(’1)@1111) +)\2(v®w2), NeEKveVw eW.

BEWEIS. (ii) ist eine unmittelbare Folge der Definition: die Differenz zwischen
linker und rechter Seite ist die Klasse eines Elements in U also gleich null. Insbe-
sondere ist (\) ® w = A(v @ w), was (i) zeigt: nach Definition ist nédmlich jedes
Element in V @ W von der Form A\ (u; @w1) 4+ Ap (v @wy,) mit A\; € K, u; €V,
w; € W. Setzen wir v; = \;u; so erhalten wir die Behauptung. [l

SATZ A.2.2. Sei(e;)icr eine Basis von V., (f;)jes eine Basis von W. Dann ist
(€i ® fj)ij)erxg eine Basis von V@ W.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dass jedes Element von V' ® W eine Linearkom-
bination von e; ® f;, i € I,j € J ist. Wegen Lemma A.2.1 geniigt es dies fiir
Elemente der Form v ® w zu zeigen. Aber v ist eine Linearkombination Y vie; der
e; mit endlich vielen nichtverschwindenden Komponenten v* € K, also haben wir
nach wiederholter Anwendung von Lemma A.2.1:

v@w=(vie, + - +vte,) @w=10v"e @w - +ve;, @ w.
Ahnlich schreiben wir w als Linearkombination der fj, und wir erhalten v @ w =
i vtwle ® fj.

Es bleibt zu zeigen, dass die Vektoren e; ® f; linear unabhéngig sind. Dafiir
beniitzen wir das spéter bewiesene

LEMMA A.2.3. Ist o : V — K eine lineare Funktion, so existiert genau eine
linare Abbildung ay : V@ W — W, so dass a1 (v @ w) = aq (v)w

Hier bezeichnet (v,w) € V x W das geordnete Paar bestehend aus v und w (nicht etwa ein
Skalarprodukt)
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Um den Satz fertig zu beweisen, setzen wir, fiir beliebig gegebenem j, a(e;) =
0ij, Vi € I. Nehmen wir an, es existieren Zahlen \j;, hochstens endlich viele davon
nicht verschwindend, so dass ), Axer ® fi = 0. Dann ist 0 = a1 (D, Awier ® fi) =
Yow Akeler) fi = >, Njufi. Da aber die f; linear unabhéngig sind, verschwindet
Aj fiir alle [ € J. Aber j ist beliebig, also verschwinden alle A;;, j € 1,1 € J: die
Vektoren e; ® f; sind linear unabhéngig. O

Also ist insbesondere die Dimension eines Tensorproduktes gleich dem Produkt
der Dimensionen der Faktoren.

Wir kénnen Komponenten v'7 € K eines Tensors v € V @ W beziiglich Ba-
sen (e;), (f;) von V bzw. W durch die Formel v = 37, v"¢; @ f; einfithren. Sind
el =, Akey, fi =>4 Bj»fl andere Basen, so ist die Beziehung zwischen den
entsprechenden Komponenten v/ und den Komponenten v* durch die Formel

(A1) v =" AL Bl
kl

gegeben. So erhélt man eine andere, in der Physik und der frithen Differentialgeo-
metrie geldufige, Definition von Tensorprodukten: ein Tensor in V ® W ist eine von
einer Wahl von Basen in V und W abhingige Sammlung von Zahlen v/, die sich
unter Basiswechsel wie in (A.1) transformieren.

Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung von Lemma A.2.3, die “universelle
FEigenschaft von Tensorprodukten”. In vielen Biicher wird diese Eigenschaft als De-
finition der Tensorprodukte verwendet. Eine bilineare Abbildung von einem Kartesi-
schen Produkt V' x W von Vektorrdumen nach einem Vektorraum Z ist eine Abbil-
dung f so, dass fiir beliebige feste vg € V', wy € W, die Abbildungen v — f(v,wq),
w — f(vo,w) linear sind. Zum Beispiel ist die Abbildung (v,w) — a(v)w von
Lemma A.2.1 bilinear.

LEMMA A.2.4. Fir jede bilineare Abbildung f : V. x W — Z existiert eine
eindeutige lineare Abbildung f:V @ W — Z so, dass f(v®@ w) = f(v,w).

~ Bewaeis. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma A.2.1, (i). Existenz: wir definieren
f: K[V x W] — Z durch

FOq(v,w1) + -+ Ap(vn, wn)) = A1 f(vr,wr) + - A f (v, wy).

Aus der Linearitdt von f folgt dann, dass f auf dem Unterraum U verschwindet,
und so eine wohldefinierte Abbildung f auf dem Quotient K[V x W]/U induziert.
Sie erfiillt f(v® w) = f(v,w). O

Dieses Lemma ist niitzlich, um eine Reihe von grundlegenden Eigenschaften
von Tensorprodukten zu beweisen. So kénnen wir Tensorprodukte von linearen
Abbildungen konstruieren:

SAaTz A25. Sind A:V = V', B: W — W' lineare Abbildungen so existiert
eine eindeutige Abbildung AQB : VW = V' QW' SindC:V' - V", D: W' —
W' ebenfalls lineare Abbildungen so gilt (C @ D)(A® B) =CA® DB.

BEwEISs. Die Abbildung f : V. x W — V' @ W', f(v,w) = Av ® Bw ist
bilinear (zeigen Sie das!), also induziert sie eine eindeutige Abbildung f = A ® B
mit der gewiinschten Eigenschaft. Die Produktregel folgt nach Anwendung von
(C ® D)(A® B) auf ein Element der Form v ® w. O

Wihlen wir Basen (e;)icr, (fj)jer, (€})ier, (f})jer der Vektorraumen V, W, V',
bzw. W', so sind die linearen Abbildungen A, B durch Matrizen (A;;), (B;;) gege-
ben. Die Matrix von A® B beziiglich der Basen (e; ® f;) (i j)erx., (€;® f}) (i j)er <
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ist dann (A ® B).,1)(,5) = AriBi;. Es gilt ndmlich
(A® B)e; ® fj = Ae; ® Bf;
= A€, ® > Bif]
k 1
= AwiBije;, @ f].
k,l

SATZ A.2.6. Sind A:V =V, B: W — W lineare Abbildungen auf endlichdi-
mensionalen Vektorriumen, so gilt tr(A ® B) = tr(A)tr(B)

BEWEIS. Die Spur ist die Summe der diagonalen Matrixelemente beziiglich
einer beliebigen Basis. Also haben wir beziiglich einer Basis e; ® f; wie oben,

r(A@B) = Y (A® B)uji)
(i)

= Y AuBy
i
> Aid By
i j

= tr(A)tr(B).
[l

Allgemeiner kann man Tensorprodukte von n Vektorrdumen Vi, ..., V,, definie-

ren:
Vi@V, =K[V; x--xV,]/U,

wobei U von den Vektoren der Form

(. ey Vi1, )\Ui —+ A/’U;,Ulqu, . )

—)\( ey Vi—1,V55, V541, - - ) - )\/( .. 71)1'_17U;,’L}i+1, ce ), 1= 1, ey

erzeugt ist. Die Klasse von (vy,...,v,) wird mit v; ® - -+ ® v, bezeichnet. Wie im

Lemma A.2.4 zeigt man die universelle Eigenschaft: es existiert zu jeder multilinea-
ren (d.h. in jedem Argument linearen) Abbildung f: V; x --- x V,, = W eine ein-
deutige lineare Abbildung f : Vi ®---®@V,, — W mit f(1;®---®uv,) = f(v1,...,0,)
fiir alle v; € V;.

Dieses n-fache Tensorprodukt kann auch als iteriertes zweifache Tensorprodukt
aufgefasst werden, dank dem

LEMMA A.2.7. Zu jedem Tripel V,W, Z von Vektorridumen, existiert genau ein
linearer Isomorphismus (VOW)®Z - VW RZ, so, dass (v@w)®z — vQuwRz,
fir alleveV,weW und z € Z.

BeEwEIs. Die Abbildung f : (VxW)xZ - VW®Z, ((v,w), z) — vQuw®z ist
multilinear. Insbesondere ist sie fiir jedes feste z € Z bilinear in den ersten beiden
Argumenten. Sie induziert deshalb nach Lemma A.2.4 eine bilineare Abbildung
f:(VW)xZ->VeWe®Z mit fllvQw,2) =v®w® z. Wenden wir dann
Lemma A.2.4 nochmals an, so erhalten wir eine lineare Abbildung von (V@ W)®Z
nach VW ®Z die (v®@w)®z nach v®w®z sendet. Diese Abbildung ist invertierbar:
die inverse Abbildung ist durch die multilineare Abbildung (v,w,2) = (v @ w) ® z
induziert, und bildet deshalb v ® w ® 2z nach (v ® w) ® z ab. O

Wie im Falle von zwei Faktoren, bilden fiir jede Wahl von Basen (egi))je 1, der

Vektorraume V;, die Tensoren ez(-ll) ® ~-~e§n) eine Basis von V; ® --- ® V,,. Dabei

lauft (i1,...,4,) iiber Iy x --- x I,. Hat man lineare Abbildungen A; : V; @ W,
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1 < i < n so ist ihr Tensorprodukt A = A; ® --- ® A, eine lineare Abbildung von
Vi -V, nach Wi®---W,. Sie erfiillt A(Ul@@vn) = Alvl®®Anvn
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