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Plan du cours

Le principal objectif de ce module est une introduction aux séries de Fourier, c’est a dire ’étude de
séries de fonctions trigonométriques de la forme
oo
Z(an cos(nx) + by, sin(nx)). (0.1)
n=0
En accord avec cet objectif, le cours suit la progression a complexité croissante suivante:

Chapitre 1: On étudie les suites numériques, c’est & dire des objets de la forme (u,)nen avec un
terme général u,, € R réel.

Chapitre 2: On introduit ensuite les séries, c’est-a-dire les objets de la forme > wu,

Chapitre 3: On étudie les suites et séries de fonctions: la complexité augmente en permettant
au terme général u,(z) de dépendre d’'une variable réelle x € R.

Chapitre 4: Ces outils permettent I’étude des séries de Fourier (0.1) en spécialisant le terme
général u,(z) au cas particulier d’une fonction trigonométrique de la forme x — a,, cos(nz) +
by, sin(n).

Chapitre 5: Enfin, on dira quelques mots sur les séries entieres, ou le terme général wu,(z) se
spécialise au cas particulier d’une fonction polynomiale de la variable complexe z € C de la
forme z — a,2".






CHAPITRE 1

Suites numériques

1. Introduction

Les classes précédentes ont introduit la classification bien connue des ensembles de nombres N C Z C
Q c R c C. Cette classification n’est pas uniquement “esthétique” mais correspond a ’ordre dans lequel
ces ensembles sont construits pour répondre a des besoins mathématiques spécifiques.Voici un apergu
trés bref de I’histoire qui s’y rapporte:

1. Au commencement est la théorie des ensembles, qui fixe les “regles du jeu” sur les ensembles et les
opérations autorisées qui s’y rapportent (union, différence, ensemble des parties).

2. Ces regles permettent de donner une définition axiomatique de ’ensemble des entiers naturels N =
{0,1,...,} selon le principe suivant: par définition, le nombre 0 est ’ensemble vide: 0 := (); 1 est
Pensemble & un seul élément 1 := {0}, puis 2 := {0,1}, 3 := {0,1,2} et ainsi de suite. On obtient
également les opérations arithmétiques + et x. On retiendra que le principal intérét de l’ensemble N
est le dénombrement, c’est-a-dire le calcul du nombre des éléments d’un ensemble fini.

3. L’ensemble des entiers relatifs Z est construit en “ajoutant les opposés” —n pour n € N, ce qui répond
au besoin de pouvoir “inverser” ’opération +. Le principal intérét de I’ensemble Z est [’arithmétique.

4. Enfin, I'ensemble des rationnels Q est construit en “ajoutant les inverses” 1/q pour ¢ € Z \ {0}, ce
qui répond au besoin de pouvoir “inverser” ’opération Xx.

A partir de 13, on pourrait penser étre satisfait et s’arréter 13 car Uensemble Q a une structure suffisam-
ment riche pour permettre toute sorte de calculs mathématiques avec les opérations + et x. Qu’est-ce
qui motive donc l'introduction d’un ensemble plus grand, a savoir ’ensemble des réels R? Cet ensemble
est introduit pour répondre aux besoins de 1’analyse; en particulier permettre I'utilisation de la notion
de limites.

Un bon exemple motivant I'introduction de R est donné par la notion d’écriture décimale: tout
rationnel peut étre approché par une écriture décimale finie. Par exemple, le nombre 1/3 = 0.3333333....
peut étre approché par les nombres suivants: rg = 0, r1 = 0.3, r2 = 0.33, etc...On peut prouver
que D’écriture décimale d’un rationnel est nécessairement périodique. Par conséquent, le nombre dont
Pécriture décimale (non périodique) serait donnée par 0.12345678910111213... ne peut pas appartenir
a I’ensemble Q. Cependant, on “sent” qu’un tel nombre doit exister car il peut étre approché par les
rationnels ro = 0, r; = 0.1, ro = 0.12, r3 = 0.123, etc. ..

Plus formellement, I’ensemble R répond au constat qu’il existe des suites (7,)neny € QY (cette
notation signifie Vn € N, r,, € Q) dont I’écart entre les termes est aussi petit que l'on veut & partir d’un
certain rang:

Ve>0,3NeN,Vp,g >N, |r, —ry| <e.

De telles suites sont dites “de Cauchy”. Le nombre r, semble étre de plus en plus proches d’un certain
nombre au fur et & mesure que n grandit; cependant ce nombre n’appartient peut-étre pas a I’ensemble
Q. L’ensemble R est construit pour pallier a ce probleme, de telle sorte que toute suite de Cauchy
(rn)neN € RN converge effectivement vers un nombre limite r € R.

2. Suites réelles et limites

2.1. Vocabulaire des suites réelles

DEFINITION 1.1. Une suite réelle est une application v de N dans R:
v : N = R
n = u(n).

On note en pratique (uy,)peny 0u méme plus simplement (u,,) une telle suite. L’ensemble des suites réelles
est noté RY.



Il existe plusieurs manieres de définir des suites:

1. Explicitement, par exemple:
VneN, u, =n>+e ™ —1.
2. Par récurrence: il faut connaitre les n premiers termes pour calculer le terme d’ordre n + 1. Par

{Vn eN upp1 =v1i+u,

'LLOZO

exemple:

3. Parfois implicitement. Par exemple, soit wu, ['unique solution positive x solution de ’équation
2?2 +2zx—n=0.
Il faut connaitre un certain nombre de qualificatifs pour les suites réelles:

DEFINITION 1.2. Une suite (uy,) est dite:

e Majorée si
dM eR,VneN, u, < M.

e Minorée si
IneR VneN u, >m

e Bornée si
In, M eR, VneN m<u, <M
DEFINITION 1.3. Une suite réelle (u,,) € RY est dite

e Croissante si
Vn € N, upy1 > Up.

e Décroissante si
Vn € N, Un+41 S U -

2.2. Définition de la limite d’une suite

Pour formuler la notion de limite, il est nécessaire de formuler précisément ce que ’on entend par
distance entre deux points. Dans R, la distance entre deux éléments est mesurée par la valeur absolue:

DEFINITION 1.4 (Valeur absolue). La valeur absolue est la fonction notée |- | : R — Ry et définie

par
Vo € R, |z| = max(x, —x).

FIGURE 1. Graphe de la fonction valeur absolue.

Moralement, |z| peut étre interprété comme la “taille” du réel z € R, et |z — y| comme la distance
entre deux réels x et y (cf. Figure 2). La proposition suivante montre formellement que la valeur absolue
joue le role d’une distance sur ’ensemble des réels:

PROPOSITION 1.1. La fonction valeur absolue vérifie les propriétés fondamentales suivantes:

o Positivité:
Vz e R, |z| > 0.
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FIGURE 2. Interprétation de la valeur absolue comme distance sur la droite réelle.

e Inégalité triangulaire:
Ve e R,Vy e R, |z +y| < |z| + |y,
Vz e R,Vy €R, |lz] - [y|| < [z —y].

o Homogénéité:
VA eR, Vz e R, |Az| = |A]|z].
e Caractere défini:

Ve eR, |z =0 2 =0.

PREUVE. Contentons nous de prouver I'inégalité triangulaire, les autres propriétés étant triviales.
Soit z,y € R, on commence par montrer |z + y| < |z| + |y|. En effet:
|z +y| =max(z +y, —z —y) =d(z +y)
avec ¢ un nombre valant —1 ou +1. On a alors dx < |z] et dy < |y| d’ou le résultat. La seconde inégalité
triangulaire est une conséquence de la premiere, en effet:
Vo,y €R, || =yl = v —y +yl =yl <[z —y[+ [yl - |y[ = [z = v],

et de méme en permutant z et y, —(|z| — |y|) < |x — y|, d’out le résultat car

[l = ly|| = max(|z] = |y|, = (=] = ly[))-
O

REMARQUE 1.1. L’interprétation de l'inégalité triangulaire est la suivante: la distance entre deux
points x et y est toujours inférieure a la somme des distances en passant par un troisieme point z:

Vo,y,2 €ER, [z —yl =z -2+ 2z —y| <[z —2[+ |z -yl

Toutes ces propriétés font de la valeur absolue une norme sur R, comme on le reverra aux chapitres
suivant. Cette notion de distance permet de définir la limite d’une suite réelle.

DEFINITION 1.5 (Limite). Soit (u,) € RY une suite réelle. On dit que (u,) converge si il existe un
réel £ € R tel que u, est arbitrairement proche de ¢ & partir d’'un certain rang:

Ve>0,INeN,Vne N, n> N = |u, —¥] <e. (1.1)

Lorsqu’'un tel réel ¢ existe, il est nécessairement unique, et est appelé la limite de la suite u,. On dit

ue (u converge vers £ lorsque n tend vers +o0, ce ui s’écrit
n ’
n—oo

lim w, =¢ oubien wu, —— /.
n— oo

Si un tel réel n’existe pas, on dit que la suite diverge.

PREUVE. Il faut justifier 'unicité de la limite. Intuitivement, si il existe deux limites £ et £/, alors la
distance entre ¢ et £ doit étre petite car u,, doit étre arbitrairement proche des deux nombres & la fois.
Mathématiquement, pour tout € > 0, il doit exister N € N tel que |uy — €] < €/2 et |uy — '] < €/2, ce
qui implique alors

=0 <|l—un|+ [l —un|<e.
Puisque cette inégalité est vraie pour tout € > 0 arbitrairement petit, en particulier pour e = |¢ — ¢'|/2,
il est nécessaire que £ = ¢'. O

La définition de la limite est illustrée sur la Figure 3. Il est aussi utile, en pratique, de définir la
notion de divergence vers +00 ou —o0.
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FIGURE 3. u, {: a partir d’'un certain rang, tous les u, sont arbitrairement

proches de la limite /.

DEFINITION 1.6. Soit (u,) € RY une suite réelle. On dit que u, tend vers +oo quand n tend vers
400 si u, est aussi grand que 'on veut a partir d’'un certain rang:

VM eR, AN e N, Vne N, n> N = u, > M.

Dans ce cas, on note

—+ . .
Up —T% 100  oubien lim wu, = +oo.
n—-+4oo

On dit que u,, tend vers —oo quand n tend vers +oo si —u, tend vers +oo.

3. Les trois propriétés fondamentales de ’ensemble des réels

Nous allons maintenant énoncer trois propriétés fondamentales équivalentes et qui distinguent I’ensemble
des réels R par rapport a I’ensemble des rationnels Q. Ces trois propriétés sont & la base de quasi tous
les énoncés de I'analyse réelle et complexe. Nous ne donnerons pas de preuves qui nécessiteraient des
développements sur la construction formelle de R. Pour commencer, rappelons les notions de majorant,
minorant d’un sous ensemble de R.

DEFINITION 1.7. Soit A C R une partie de R. On dit que

e A est majoré si
IMeR, Vxe A,z <M

e A est minoré si
dJneR Vre Az >m

REMARQUE 1.2. Vérifier qu'une suite (u,) € RY est majorée (resp. minorée) si ’'ensemble de tous
les termes de la suite A = {u,, |n € N} est majoré (resp. minoré).

La propriété fondamentale des réels est l'existence de la borne supérieure:

THEOREME 1.1 (Théoréme fondamental des réels (borne supérieure)). Toute partie A C R majorée
et non vide admet un plus petit majorant appelé borne supérieure. Ce plus petit majorant est dénoté
sup A et satisfait, par définition:

Vre A,z <supA (sup A est un majorant de A)
VM eR, Ve A,z < M)=supA<M (sup A est le plus petit des majorants de A).
On peut montrer que cette propriété est équivalente a la seconde suivante:

THEOREME 1.2 (Théoréme fondamental des réels (suites croissantes majorées)). Toute suite crois-
sante majorée converge.

Enfin, une troisieme proposition équivalente peut étre formulée a I’aide du concept de suite de Cauchy
motivé dans I'introduction.

DEFINITION 1.8. Une suite réelle (u,) € RY est dite de Cauchy si I'écart entre deux termes de rangs
suffisamment grands est arbitrairement petit:

Ve>0,INeN,VpeN,Vge N, p> N and ¢ > N = |u, — uq| < 2e. (1.2)
Il est facile de montrer que toute suite de Cauchy est convergente:
PROPOSITION 1.2. Soit (u,,) € RN une suite convergente. Alors (uy,) est une suite de Cauchy.
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PREUVE. Soit £ € R la limite de la suite (u,). Alors pour tout € > 0, il existe N € N assez grand
tel que |u, — €| < €/2 pour n > N. On a alors

Vp,q > N, |up —ug| = up — 04+ €—ug| <|up — £ + |ug — ¢ <e.
O

La proposition précédente est également vraie dans Q: toute suite de rationnels (r,) € QY con-
vergeant vers un rationnels ¢ € R est de Cauchy. Cependant, nous ’avons vu dans l'introduction, la
réciproque est fausse dans Q: une suite de Cauchy de Q peut ne pas converger vers un rationnel. Dans
R, cette “pathologie” est soignée:

THEOREME 1.3 (Théoréme fondamental des réels (suites de Cauchy)). Une suite réelle (u,) € RY
est de Cauchy si et seulement si elle converge. On dit que R est complet.

Les trois précédents théoremes sont équivalents, vrais pour ’ensemble des réels mais faux sur les
rationnels. Par exemple, soit (r,,) € QY une suite de rationnels croissante et convergeant (dans R) vers
un réel £ € R\ Q. On pose pose A = {r, |n € N}). Alors on peut montrer que (r,) est une suite de
Cauchy, croissante et majorée, et pourtant elle ne converge pas dans QQ. L’ensemble A est une partie de Q
majorée non vide, mais n’admet pas de borne supérieure dans Q puisque I'on montre que sup A = ¢ € R.

4. Propriétés des limites
Nous commencons avec une remarque qui sera utilisée tout au long de cours:

PROPOSITION 1.3. Une suite (u,) € RY est bornée si et seulement si la suite des valeurs absolues
(|un|)nen est majorée.

PREUVE. Si (u,) est bornée, il existe m, M € R tel que Vn € N, m < u,, < M, ce qui implique aussi
Vn € N, —u,, < —m puis Vn € N, |u,| = max(u,, —u,) < max(M, —m). Réciproquement si (|u,|) est
majorée par M € R, on peut alors écrire pour tout n € N, u,, < |uy| < M et —u, < |u,| < M donc
VneN,—M < u, < M. O

Il est pratique d’introduire la norme infinie d’une suite bornée (u, ), qui est définie comme le meilleur
majorant possible de Pensemble {|u,||n € N}:

lunlloe = sup { |un|[n € N}.
Nous reviendrons sur cette notion dans le chapitre 3.

PROPOSITION 1.4. Toute suite convergente est bornée.

PREUVE. Supposons u, 22120 4 Pour € = 1, la définition de la limite dit qu’il existe un rang N

tel que Vn > N, |u, — ¢| < 1. Cela implique ¥n > N, |u,| < |u, — €] + [4| < |¢] + 1. En définitive,
Vn €N, |u,| < max(|¢| + 1,Og}ga<xN Up)- O

DEFINITION 1.9. On dit qu’une suite (u,,) € RY tend vers 07 (resp. 07) si uy, D2H05 0 et si il existe
uy, est strictement positif (resp. négatif) & partir d’un certain rang.

La proposition suivante est a connaitre intuitivement. Essentiellement, tout se “passe bien” pour les
opérations sur les limites de suites sauf dans les cas co — 0o, 0 X 00, 0o/00 et 0/0.

PROPOSITION 1.5 (Compatibilité avec les opérations). Soit (uy,) et (vy,) deux suites réelles et €, 0/, \ €
R. Les regles suivantes s’appliquent:
n—-+oo n—-+oo

n—-+oo n——+oo

o u, —— L etv, —— 0 = u, + v, —— L+ N et u,v, ———— 0.
° unm+oo et)\>0é)\unm>+oo et—/\unM—oo.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

o u, —— 0" = 1/u, —— +oco et —u, 0.

PREUVE. Démontrons seulement le premier point, pour illustrer que toutes ces propriétés viennent
de la Definition 1.5. Soit € > 0. Nous avons, a partir d’'un certain rang N:
Vn > N, |[up + vy — (E+ M| < Jup — € + (M, — ] < (14 |A\])e

et

Vn > N, |upv, — | = |(un — O)vp 4+ Loy — )] < elvn| + [fe < (|[vnloo + [€])e,
ce qui conclut la preuve, car nous avons montré que les écarts entre les suites respectives (un + )\vn) et
(unvy,) et leurs limites candidates sont aussi petits que on veut & partir d’un cetain rang. O
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REMARQUE 1.3. Attention aux formes indéterminées! Par ailleurs, une limite de type 1/0 est
indéterminée a priori, par exemple la suite de terme général 1/((—1)"e™™) diverge.

PROPOSITION 1.6 (Passages d’'inégalités a la limite). Soit (uy) et (vy) deux suites réelles convergeant
respectivement vers deuz réels £ et 0.

o Sit </t alors il existe un rang N € N tel que
Yn >N, u, < v,.
e Réciproquement, si Vn € N, u,, < v, alors £ < {'.

PREUVE. La premiere propriété résulte d’un dessin:

€ €
0 /¢ A ¢ —
[ ° | [ ° |
[ - ) L - )
L Up, Un _j
La seconde est la contraposée de la premiere. O

REMARQUE 1.4. Attention, si Vn € N, u,, < v,, cela n’implique pas £ < ¢'. Par exemple, Vn €

—+
N, 1-%71 > 0 et pourtant %-H 0.

PROPOSITION 1.7 (Théoreme des gendarmes). Soit (uy) une suite réelle. Si il existe une suite (o)
telle que

—
Vn €N, |u,| < ap avec o, Do, 0,

alors
n—-+o0o

Uy ——— 0.
PREUVE. Soit € > 0 et N un rang a partir duquel |a,,| < e. Alors a partir de ce rang, il est clair que
[tn| < an < |ag| < €, dont le résultat. O

REMARQUE 1.5. Le lecteur vérifiera aisément que ce résultat est équivalent & la formulation plus

: : n—+00 n——+0o0o n—+00 .
connue suivante: si v, < u, < w, avec v, —— ¢ et w, ——— ¢, alors u,, ——— £ (appliquer la
propriété précédente avec o, = max(|w, — £|,|v, — £])). En pratique, on n’utilisera que la formulation

de la Proposition 1.7 qui est plus pratique.

EXEMPLE 1.1. Si u,, est borné et v, notoo, 0, alors u, vy, 27E0 0. Par exemple,

(—1)" +sin(n) nossoo

0.
n+1

On mentionne enfin le théoreme des suites adjacentes, qui ne servira quune seule fois dans ce cours
(& la Proposition 2.7).

THEOREME 1.4 (Suites adjacentes). Soit (uy,), (v,) € RN deuz suites vérifiant:

(1) (uy) est croissante
(2) (vy,) est décroissante

(3) un — vy, 222 0.
Alors les deux suites (up) et (vy) sont convergentes vers une méme limite.
PREUVE. Pour commencer, (u,) et (v,) sont respectivement majorées et minorées en vertu de
Vn €N, up = Up — U + Uy < [ty — Uy + 00 < |ty — Unlloo + V0
Yn €N, v, =vp — Up + Up > U — |Un — Up| = g — ||t — Vnl|oo

(on rappelle que la suite (u,, —v,) est bornée par convergence). Par conséquent, chacune des deux suites

(un) et (v,) convergent. Finalement, les limites doivent étre les mémes en vertu de w, —v, —— 0. O
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5. Outils de comparaisons

On introduit maintenant quelques outils et notations qui permettent de simplifier les calculs de
limites et de formuler des développements asymptotiques.

DEFINITION 1.10. Soit (u,) et (v,) deux suites réelles avec v,, # 0 & partir d’un certain rang. On
dit que:

(1) uy, est équivalent & v,, quand n — +o0 et ’on note wu,, ~ v, si et seulement si w, /vy, noteo, .

(2) uy, est un “petit 0” de v, et on note u,, = o(vy,) si et seulement si wu,, /v, n7ER

U, = o(vy) & Un noteo,

n—)_-‘roo Un
(3) uy, est un “grand O” de v, et Pon note u, = O(v,) si et seulement si u, /v, est borné:

Un

up = O0(v,) & 3C >0, Vn € N, <C.

n
Moralement, u,, N Un signifie que u,, et v, ont au premier ordre le méme comportement asymp-
n—-+oo
totique quand n va & Uinfini. La relation u, = o(vy,) est la définition mathématique de la notation
n—-+0oo
physique w,, << v, signifiant que u,, est négligeable devant v,, (pour n suffisamment grand). La relation
uy, = O(vy,) signifie que |u,| n’est pas plus grand que |v,|.

REMARQUE 1.6. En pratique, et dans ce qui suivra, on omettra lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité
le symbole n — 400 sous les symboles ~ et = lorsque 'on écrit les développements asymptotiques.
Attention, dans ce contexte, il faut garder a I’esprit qu’une expression de la forme

Uy = Vp, + 0(vy)
sous entend n — +00, a ne pas confondre avec une expression de la forme
9(x) = f(z) + o(f(x))
qui sous entend x — 0.
Nous nous servirons souvent des petit résultats suivant:
PROPOSITION 1.8. Soit (uy) et (v,) deux suites réelles.
Up ~ Up S Uy = Uy, + 0(Uy).

n—-+oo
Un, = 0(Uy) & Uy = €0y, avec €, —— 0.

Up ~ Up OU Uy, = 0(Vy) = up = O(vy,)
= IM € Ry, Vn €N, |un| < Mv,|

PREUVE. Remarquer que u,=0(1) < u, “=72 0 puis que o 22H0, 1 signifie =14 o(1).
Pour la seconde équivalence, on peut bien siir poser ¢, = %=, .. O

Un
Les “petits 0” et les “grand O” permettent d’écrire des développements asymptotiques du type
log(n log(n
up,=log(n) + gTE ) +0( &l )>,

n

qui dit que moralement, u,, se comporte a l'infini comme log(n) + log(n)/n plus un terme négligeable
devant log(n)/n.

Puisque les relations faisant intervenir des “petits 0” et les “grand O” sont écrites avec des “égalités”,
toutes les opérations usuelles (additions, multiplications, inverse...) sont permises avec ces objets.
Attention, la relation d’équivalence “~”, quant a elle, est utilisée pour “présenter” le premier terme
du développement asymptotique, par exemple avec 'exemple ci-dessus, on a u, ~ log(n). On gardera
bien cela en téte, en particulier, on ne peut pas sommer les équivalents (par exemple, u, ~ u, et
—Uy, ~ —u, cependant u, — u, % 0).

En pratique, on utilisera donc systématiquement les “petits 0” et les “grand O” pour effectuer les
calculs de limites ou de développements asymptotiques, et on réservera 'usage du symbole “~” pour la
écrire le résultat final.
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6. Rappels des limites et développements asymptotiques usuels

PROPOSITION 1.9. Soit ¢ € R. La limite de la suite géométrique (¢™)nen est donnée en fonction de
lq| par

0silg <1
n——+oo
+oo si|q| > 1.

On a alors les résultats suivant:

e Un polynome en n est équivalent a son terme de degré le plus élevé:
Vp,q €N, p < qg=nP =o(n9)
e Le factoriel gagne contre la puissance:
Vg € R, ¢" = o(n!).
e La puissance gagne contre le polynome:
Vp € N,Vg > 1, n? = o(q")

1
Vpe N, Vg e [0,1], ¢" =0<)

npb

e Le polynome gagne contre le logarithme:

Vp € N, q € R, log(n)? = o(n?)

Développements asymptotiques usuels & savoir retrouver par cceur:
2 3 k

T ldat b T T o(ah)
et = ltet o+ o ol
x2 $4 (_1)kx2k ok
COS(%)I:01*7+Q+"‘+W+O(‘T )
3 25 (_1)k+1$2k+1 ok
i = -4+~ 4.4 7 7 +1
@) Sttt ey o)
1
= 1+az+22+--+ 2" +o(2")
11—z z—0
L 2 k., k k
1+xw;01—z+x + -4+ (=D)"2" 4 o(z")
a? | @ ka1 2 k+1
log(1+m)m30x—?4—?4—---4—(—1) m+o(az )

On prendra bien garde au fait que les développements précédents sont valides avec z — 0. On évitera
donc d’écrire des aneries du type cos(n) = 1 — n?/2 + o(n?) avec n — +oo (rappelons que la fonction
cosinus est bornée...). En pratique on applique ces développements via un changement de variable du
type © = v, avec v, une suite qui tend vers 0 lorsque n — +oc.

EXEMPLE 1.2. Soit z € R fixé et (u,) la suite définie par

Uy = COS (x/n)n2 .
Alors
Up 222 exp(—a?/2). (1.3)
En effet, on peut écrire pour n suffisamment grand (pour que cos(1/n) > 0):
u, = exp (n®log(cos (z/n)))

Puis appliquer le développement du cosinus en 0:
2

cos(x/n)zl—;nQ—&-o(l)

n2

14



En appliquant maintenant le développement de log(1 + y) en 0 avec y = —x2/(2n?), il vient:
z? 1 2 1 1 1
tantof) =106 (1= 505 0 (55 ) ) =5 40 () + 2 (o 42 ()
x? n 1
= ———— 0 R
2n?2 n?

On obtient donc en multipliant par n?:

u, = exp (—2%/2 + o(1)) = exp(—2?/2) exp(o(1)).

Etant donné que o(1) est une suite qui tend vers 0, on obtient exp(o(1)) KA N (par continuité de

lexponentielle en 0), puis le résultat (1.3).
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CHAPITRE 2

Séries numériques

1. Introduction

Les séries sont un moyen “pratique” de définir de nouveaux nombres ou de nouvelles fonctions &
partir de sommes infinies. On en manipule tous les jours via I’écriture décimale: la notation

ag, 10203 ...
avec ai, € {0,1,...,9} pour tout k € N est une écriture “pratique” de la somme
a a a = a
ao+ﬁ+ﬁ+-~-+ﬁ+---=;oﬁ.
Lorsque I’on écrit un nombre ayant une infinité de décimale ay € {0, ..., 9} non nulles, on utilise donc une

abréviation pour faire référence & la somme infinie des az/10*. Remarquons que jusqu’au baccalauréat,
personne n’a jamais justifié qu'une telle somme infinie a effectivement un sens...Noter que ’écriture
d’une telle somme n’est d’ailleurs pas unique, un exemple “amusant” étant 1’égalité 0.999999...=1. En
effet, par définition de I’écriture décimale,

.9 9 1
) R I
0-9999 ;wk 10 1-1/10

L’objectif de ce chapitre est de fournir un certain nombre de moyens “pratiques” permettant de déterminer
si la somme infinie

—+oo
D> un
n=0

a un sens étant donnée une suite (u,,) € RY.

2. Rappels sur le symbole ¥ et analogies discret—continu

Commengons par rappeler Iécriture et les propriétés élémentaires des sommes finies.

DEFINITION 2.1 (Symboles Y et []). Soit (un)nen une suite numérique, réelle ou complexe. On
note

q
Zuk:up—l—up+1+~-~—l—uq (2.1)
k=p

la somme des ug pour k allant de p a ¢, et

q

Huk:upxup+1><~~-><uq (2.2)
k=p

le produit des uy pour k allant de p a q.

REMARQUE 2.1. Il est bon de savoir qu’il y a ¢ — p + 1 termes dans la somme ZZ:p uy, ou dans le
produit HZ:p Uk

PROPOSITION 2.1 (Analogies somme — intégrale). Soit (uy), (v,) deuz suites numériques, p,q € N,
(ar1) € (C x C)N une suite a double indices. Soit X\ € R, f et g deuz fonctions intégrables sur un
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intervalle [a,b] C R et h une fonction de deuz variables intégrable sur un pavé [a,b] x [c, f] C R%. Alors
on a les propriétés suivantes pour les sommes discrétes et continues:

q q q b b b
(ug +vi) = uy, + v (f(z) + g(z))da = fl)dx + (z)dz
kX_% k k }CX_]:D k kz_;? k /a g /a /a g
b b
Aug) =) wu Mz)de =X | f(z)dz
]; k ,; k /a /a
P q q p b pd d b
ag,; = ag, h(z,y)dzdy = h(z,y)dydz.
;; kel ;’; kel /a/c Y Y /c /a y)ay

REMARQUE 2.2. Dans la proposition ci-dessus, on sous-entend en toute rigueur h “Lebesgue intégrable”
pour que la formule sur la double intégration (théoreme de Fubini) soit vraie.

On pousse maintenant ’analogie un peu plus loin a 'aide du concept de suite dérivée:

DEFINITION 2.2. Soit (u,) € CY une suite numérique.
(1) On appelle suite dérivée de (uy,) la suite (D, (u)) définie par
Vn €N, D,(u) = upy1 — Up. (2.3)

(2) On appelle somme partielle de (uy,,) la suite Sy, (u) définie par
Vn e N, Sp(u) = Zuk
k=0

La suite dérivée D,,(u) est comparable & un taux d’accroissement, étant donné que
un+1 — Up
(n+1)—n’

d’olt appellation “dérivée”. La somme partielle S, (u) est ’analogue discret de I'intégrale entre 0 et n.
Nous allons maintenant voir que l'intégration et la dérivation discrete ont des propriétés analogues a ce
qu’il se passe pour l'intégration et la dérivation des fonctions.

Un =

PROPOSITION 2.2 (Analogies séries intégrales — sommes téléscopiques). Soient (u,) € CN, n € N et f
une fonction continument dérivable sur un intervalle [a,b]. Alors on a les propriétés analogues suivantes
pour la somme discréte et l'intégration:

n

b
(s~ ) = s o | [ @)de = ) - fla)
k=0 @
n+1 n

d x
Up — Y Uk = Up — f)ydt = f(x).

L’analogie de la proposition précédente permet de calculer certaines sommes. Le résultat de ’exemple
suivant est a connaitre.

EXEMPLE 2.1. La somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison ¢ € R\ {1} est
donnée par

k_qn-‘,-l_l

NE

q q—1

=

=0
La somme des n premiers entiers est donnée par
n
5 :
k=0

Pour retrouver ces résultats, on utilise I’analogie discret-continu: les sommes ci-dessous se calculent de

3N . , a a . . . o .
maniere analogue aux intégrales fo q*dx et fo xdz. On se souvient que dans le cas continu, une primitive
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de  — ¢® est proportionnelle & ¢%, et quune primitive de 2 + 2 est proportionnelle & z — z2. On
calcule et on somme donc les “dérivées” des suite (¢")nen et (n?)nen:

n 1— qn+1

n
1
VEeN, ¢ —¢" = (¢ - 1)¢" = qu =1 Z(qu —-q¢") = 1og (2.4)
k=0 k=0

VkeN, (k+1)? —k*=2k+1

:»Zk%(i((kﬂ)?—k%—il) = Lt =D o)
k=0 =

k=0 k=0

3. Définition et premiére propriété des séries

DEFINITION 2.3 (Série). Soit (u,)nen € RY une suite réelle. La série de terme général (u,,) est la
suite des sommes partielles (S, (u))nen:

VneN, S,(u) = . (2.6)
k=0

En général, on note plus simplement > u,, cette suite (S, (u)). Si (Sp(uw)) converge vers une limite finie
lorsque n tend vers +oo, on dit que la série Y u,, converge et on note

+oo n
> = HETOOZuk (2.7)
n=0 k=0

cette limite. Dans le cas contraire, on dit que la série Y u,, diverge.

EXEMPLE 2.2. Reprenons les sommes de I’Exemple 2.1.

e Pour ¢ € R, > ¢™ converge si et seulement si |¢| < 1, et la limite est alors donnée par

+o00 1
= 2.8
;q - (2.8)

Ce résultat est a connaitre par coeur. Il permet par exemple de retrouver le développement
limité de 1/(1 — x) en z = 0.

. nkrfoo Y ko k = +oo donc la série ) n diverge.

La proposition suivante fournit une condition nécessaire de convergence: le terme général doit tendre
vers 0.

PROPOSITION 2.3. Si Y u, converge, alors il est nécessaire que uy, nzdeo, .

PREUVE. On écrit que

n—1

Vn>1, u, = zn:uk - Zuk,
k=0 k=0

puis on passe a la limite quand n — +00; les deux sommes du terme de droite convergent vers la méme
.. 400
limite > 7 un. d

REMARQUE 2.3. Attention, la réciproque de la Proposition 2.3 est fausse: il existe des suites (uy,)
telles que u, 2210 0 sans que les sommes partielles > ;_,uj, convergent. Nous verrons ci-dessous
I'exemple suivant qui est “canonique”:

-1
Z 7™ log(n) D2, oo
k=1
(penser a Panalogue continu flr %dt = log(t)). Moralement, % converge “trop lentement” vers 0 pour
que sa série converge.

19



4. Séries de référence

L’objectif de cette partie est de dresser un “catalogue” de séries de référence (Corollaire 1 ci-dessous)
qui permettent d’analyser la convergence de séries plus générales. L’outil essentiel qui permet d’obtenir
ce catalogue est la comparaison série-intégrale.

THEOREME 2.1 (Comparaison série-intégrale). Soit f : R — R une fonction positive et décroissante.
Alors la série Y. f(n) et Uintégrale [ f(t)dt sont de méme nature , dans le sens ou:

lim /0 f(t)dt = lim kzzo f(k),

n—-+4oo n—-+oo

cette limite pouvant étre infinie. De plus:

o Si [, f(t)dt 22E0, too, alors

+oo n
> (k) N/ f(H)dt  quand n — +oo.
k=0 0

o Si [ f(t)dt converge et f(n)=o (f:oo f(t)dt) pour n — 400, alors

—+o0

400
Z f(k) ~ / f@®)dt  quand n — +oo
k=n n
PREUVE. L’idée de la preuve est donnée sur le dessin de la Figure 1. On commence par écrire:

Y

E k+1 €z

F1GURE 1. Comparaison série intégrale.

Wk € N, VE€ [k k+ 1, f(k+1) < f(t) < f(k) = f(k+1) < /k " pwar < s,

qui est exactement ’encadrement des aires visibles sur la Figure 1. On somme ces inégalités de k =0 a
k =n — 1 pour obtenir

dnen S <SS [ pwa = [ rwa < S ),

Observer maintenant que tous les termes de cette inégalité sont des suites croissantes en n. Soit elles
convergent, soit elles tendent vers +o0o. Cet encadrement implique alors que:

k+1

e Si fon ft)dt — 400, alors il doit en étre de méme pour la somme et réciproquement. On a
alors

f(n) — £(0) < / "= f(k) < —f(n)
k=0

puis Yo f(k) =[5 f(£)dt + O(1), car f(n) est borné. Puisque [;° f(t)dt 12T, 150, on &
O(l)=o0 (fon f(t)dt) d’ott I'équivalent annoncé.

n

20



e Si fon f(t)dt converge, alors la somme ZZ:o f(k) est majorée donc converge, et inversement.
En sommant ’encadrement des aires plus haut de n & 400 on obtient

+oo
VneN, > f(k:)S/

k=n-+1 n

—+o0

+oo
fF)dt <> f(k)
k=n

puis
+oo

“+oo
> 1= [ s+ o(sw).
k=n n

d’ott le résultat en utilisant I’hypothese f(n) = o (f:oo f(t)dt).

Le “catalogue” suivant des séries de référence a connaitre par coeur:

COROLLAIRE 1 (Séries de référence). Soit o € R.
Série de Riemann: La série )
- 2.9
PR (2:9)

n>1
converge si et seulement si « > 1. Pour a =1, on a l’équivalent suivant:

n

1
Z P log(n) quand n — +oc.
k=1

Série de Bertrand: La série
1
2.10
Z nlog®n (2.10)
n>1

converge si et seulement si a« > 1. Pour a =1, on a l’équivalent suivant:

=~ 1
];1 W log(h) ~ log(log(n)) quand n — +oo.

Série géométrique: Soit ¢ € R. La série

>q" (2.11)

converge si et seulement si |q| < 1.

PREUVE. e Pour la série de Riemann, on utilise la comparaison série-intégrale avec f(x) =
—at1_ . .
=% Pour a # 1, on a fln t~odt = ”Tﬂl qui converge quand n — +oo si a« > 1. Pour

a=1,ona fln t~1dt = log(n) qui ne converge pas.

e Pour la série de Bertrand, on procede de méme avec f(x) = ﬁ“(w)' En posant y = log(t), on
obtient fln tl(fﬁ = Olog(n) S—Z, qui converge par le premier point si « > 1. Pour a = 1, cette

intégrale vaut log(log(n)) d’ou I’équivalent annoncé.
o Cf. 'Exemple 2.2 pour la série géométrique.

5. Séries a termes positifs
DEFINITION 2.4 (Séries & termes positifs). Une série Y u, est appelée “série a termes positifs” si
pour tout n € N, le terme général u,, > 0 est positif.

La propriété fondamentale des séries & termes positifs est la suivante:

PROPOSITION 2.4. Soit Y u,, une série a termes positifs. Alors une et une seule des deux possibilités
sutvantes est vraie:

e La suite des sommes partielles est majorée, c’est-a-dire

M >0,Yn €N, > uy, < M.
k=0
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Alors la série Y u, converge et on a en fait:

n +oo
VneN, Y up <> up. (2.12)
k=0 n=0
e Dans le cas contraire, la suite des sommes partielles n’est pas majorée et 'on a

n

—
E Uk m +00.
k=0

PREUVE. Puisque Vn € N, u, > 0, la suite S, (u) = Y ,_,ux est croissante (on rappelle que
Up = Sp(u) — Sp_1(w)). Si (S,(u)) est majorée, alors cette suite converge, et autrement elle tend vers
+oo. L’inégalité (2.12) résulte du fait que la limite d’une suite croissante est le meilleur majorant de
cette suite. ]

Dans la pratique, on utilise la proposition précédente de la maniére suivante:
COROLLAIRE 2. Soit Y u, et Y. v, deux séries a termes positifs tel qu’il existe M > 0 tel que
vn €N, u, < Muv,. (2.13)
Alors:

(1) si > v, converge, alors Y u, converge. En particulier, si u, ~ v, ou u, = o(vy,), et si Y. v,
converge, alors y  u, converge.

(2) si Y uy diverge, alors > v, diverge. En particulier, si u, ~ v, ou u, = o(v,), et si Y, up
diverge, alors > v, diverge.

PREUVE. (1) En sommant ’équation (2.13), on obtient

n n —+oo
VneN,ZukgMkagMZvn (2.14)
k=0 k=0

n=0

Ainsi la suite des sommes partielles S, (u) est majorée, donc elle converge. Pour la seconde

partie, utiliser la Proposition 1.8.

(2) En sommant I'équation (2.13), I'inégalité Y7 vk > 57 Dop_o Uk AVeC > o Uy nTER, o

implique que la série > v, diverge.
O

Les séries de référence du Corollaire 1 fournissent un catalogue de suites (v,,) simples que I'on peut
utiliser pour déduire la convergence de séries Y u, avec un terme (u,) positif et plus compliqué.

ExEMPLE 2.3. 1. Quelque soit 8 € R et a > 1, la série
Y i
nelog® (n)

converge. En effet, pour tout € > 0 tel que o — e > 1,
1 1
B =0 a—e
n®log” (n) n

>
i

converge. En effet, en se souvenant que le factoriel “gagne” contre le polynome,
n? _ 1
= %\ 2
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3. La série )
; n + log(n) + v/n

diverge. En effet,
1 1

n+ log(n) + v/n “n
et Y- L diverge.

REMARQUE 2.4. Attention! Le critéere de comparaison des séries ne fonctionne pas si les séries en
jeu ne sont pas & termes positifs. Par exemple

e

~

NN
(-1"

or on verra plus loin que Y 4~ converge.

1
4+ =
n

On mentionne le critére suivant qui permet de simplifier 'analyse de convergence lorsqu’une série
est comparable a la série géométrique:
PROPOSITION 2.5 (Critére de D’Alembert). Soit > u,, une série a termes positifs. On suppose que
Unt1l notoo
Un
Alors
e Sil <1, laséried  u, converge.
e Sil>1, la série > u, diverge.
e Sil =1, on ne peut rien conclure.

PREUVE. e Si ¢ < 1, la Proposition 1.6 montre qu'il existe ¢ € R tel que 0 < ¢ < g < 1 et tel
que a partir d’un certain rang N € N, on aie
Vn > N, tupt1 < quy

Ceci implique, par récurrence

Vn > N, u, < ung" N

En utilisant le critére de comparaison & la série géométrique > ¢, on en déduit la convergence
de la série > uy,.
e Si /> 1, on a de méme l'existence de ¢ € R tel que 1 < g < /¢ et tel que a partir d’un certain
rang N € N, on aie
Vn > N, Upy1 > quy
ce qui implique Vn > N, u, > unyq™ V. Cette fois, le critere de comparaison montre que

n
—+
E wp 2 40,
k=N

6. Séries réelles a termes quelconques

Pour étudier la convergence d’'une série > u,, avec u,, quelconque, il existe deux outils a disposition:
la convergence absolue, qui permet de se ramener au cas d’une série a termes positifs, et un critere dit
de “semi-convergence”.

PROPOSITION 2.6 (Convergence absolue). Soit > u, une série a termes quelconques, ce qui signifie
que uy, € R peut prendre des valeurs positives ou négatives.

o Sila série des valeurs absolues Y, |uy,| converge, alors la série > u,, converge et on a l'inégalité

+oo +oo
D | < unl. (2.15)
n=0 n=0

On dit que la série Y u, est absolument convergente.
e Sila série Y u, converge mais que Y |u,| diverge, on dit que > u, est semi-convergente.
Sinon, Y u, diverge.
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PREUVE. La preuve la plus simple que la convergence de > |u,| implique la convergence de > u,
repose sur la complétude de R (voir le Théoreme 1.3). On montre en effet que la suite des sommes
partielles est de Cauchy: pour tous p,q € N,

p q
ST S
k=0 k=0

Puisque la série ) |u,| est convergente, la suite des sommes partielles (> ,_,|ux|) est de Cauchy.

L’inégalité précédente implique alors que (S,(u)) est de Cauchy, donc converge par la propriété des
réels du Théoreme 1.3. L’inégalité triangulaire (2.15) est obtenue en passant 'inégalité

n n
D k| <D Ju]
k=0 k=0

a la limite quand n — +oc. [l

q q

= Zuk §Z|uk|:

k=p k=p

[Sp(u) = Sq(u)| =

p q
e
0 k=0

k=

Vn € N,

EXEMPLE 2.4. La proposition précédente permet d’appliquer les techniques de comparaison de la
section précédente sur la série > |u,| (qui est une série & termes positifs) pour obtenir la convergence de
la série > u,. Par exemple, les séries suivantes sont absolument convergentes:

Z(_n#, ZSH;#, Z(—l)”tan(é).

Le second outil fondamental de cette section est un critere de semi-convergence, qui permet de traiter
un certain nombre de cas ou il n’y a pas convergence absolue:

PROPOSITION 2.7 (Critere de semi-convergence). Soit (u,) € RY une suite vérifiant:
(1) Pour tout n € N, un, >0
(2) (uy) est décroissante
(3) un, 22 0

Alors la série > (—1)"u,, converge.

PREUVE. Soit Sn(u) = ZZ:O(_I)kuk' On a Sgn+3(u) — SQn+1(U) = U2n+2 — U2n+3 > 0 et Sgn_,_g —

Son = Uapt2 — Uan+1 < de sorte que les suites (Sa,(u)) et (S2,41(u)) sont respectivement décroissantes
n—-+oo

et croissantes. En outre So,41(u) — Sopn(u) = —ugpy1 ——— 0. de sorte que par le Théoreme 1.4, ces
deux suites sont adjacentes et convergent donc vers une méme limite. Cela implique que la suite S,,(u)
elle-méme converge également vers cette limite. O

EXEMPLE 2.5. Les séries

YEE Y Y
n N log(n)
convergent mais ne convergent pas absolument.

Meéthode pratique pour étudier la convergence d’une série.
En pratique, pour étudier la convergence d'une série S u, avec (u,) € RY:

(1) On vérifie que u, noteo, 0, sans quoi Y . u, ne saurait étre convergente.

(2) On effectue un développement asymptotique de u,, quand n — 400 pour décomposer (u,) en
des termes absolument convergents, semi-convergents, et éventuellement divergents.

(3) On utilise le critere de comparaison du Corollaire 2 pour obtenir la convergence des termes
absolument convergents.

EXEMPLE 2.6. La série

(=1)"sin %
Zun avec u, = \/ﬁ(\r)

- (o) 2 o (2)

(=)™ IR s . 1
> =2 converge par le critere des séries semi-convergentes et 3 O (5) converge absolument. Y- u,,
est la somme de deux séries convergentes, donc converge.

converge. En effet,
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7. Suites et séries a valeurs complexes
Pour finir ce chapitre, on étend les outils des suites et séries au cas complexe.
7.1. Préliminaires: norme et convergence dans C
DEFINITION 2.5. Une suite (z,) € CN & valeurs complexes est une application de N — C.

Pour définir les limites de suites complexes, on utilise le module, qui joue le réle de norme sur C
comme la valeur absolue jouait ce réle sur R.
Pour commencer rappelons les notions d’espace vectoriel et de normes sur un espace vectoriel.

DEFINITION 2.6 (Espace vectoriel réel). Un R—espace vectoriel est un triplet (E,+, ) composé d’'un
ensemble E' et de deux opérations + : ExXFE — Fet - : RxFE — E, respectivement appelées addition et
multiplication par un scalaire satisfaisant les axiomes suivant:

1. + est une loi commutative de groupe sur F, autrement dit

i. + est associative: Va,y,z € E, 2+ (y+2) = (v +y) + 2

ii. + admet un élément neutre, noté 0 € E, telqueVt € E,0+x=x+0==x

ili. Tout élément z € E admet un inverse pour +, appelé opposé et noté (—x): v+ (—xz) = (—z)+z =

0.

iv. La loi + est commutative: Vx,y € E, x +y =y + x.
2. + et - sont compatibles, au sens ou elles satisfont:

i VA peR Vee E, A (u-z) =)z

ii.Vee E;1-z=xet0-x=0.

. VA, peR, Ve e E, A+p) - z=X-z+p -z

iv. VAeR, z,ye B, - (z+y) =X+ A y.

Dans la pratique, on omet le - lorsqu’on multiplie un vecteur par un scalaire. Rappelons alors la
définition d’une norme pour un R espace vectoriel.

DEFINITION 2.7 (Norme). Soit E un R-espace vectoriel. Une application || - || : E — R est appelée
norme sur E si elle vérifie les propriétés suivantes:
(1) Positivité:
Ve e E,||z|]| > 0.

(2) Homogénéité:

VAR, Vz € E, || Az]| = |\ ||=]].
(3) Inégalité triangulaire:

Va,y € E, [z +yll < |lz|] + [lyl].

Vo,y € B, [zl = [yl < llz = yl]-

(4) Caractere défini:
Ve € E, ||z|]| =0< = =0.

On dit que (E,|| - ||) est un espace vectoriel normé.
ExEMPLE 2.7. La Proposition 1.1 dit que la valeur absolue est une norme sur ’ensemble des réels.

On rappelle que tout nombre complexe z € C s’écrit de maniére unique z = a + ib avec a € R et
b € R, et que le module de z est le nombre positif |z] = va? + b2 = V/2Z.

PROPOSITION 2.8. Le module |-| : C — R, est une norme sur l’ensemble C des nombres complexes,
vu comme un R-espace vectoriel de dimension 2.

Lorsque l'on dispose d’une norme, on dispose par la méme occasion de la notion de limite (voir la
Figure 2).

DEFINITION 2.8 (Limite dans un R-e.v. normé). Soit (u,) € EN une suite de F, ce qui signifie que
un, € E pour tout n € N. On dit que la suite (u,) converge vers une limite ¢ € E si u,, est aussi proche
que 'on veut de ¢ a partir d’un certain rang:

Ve>0,INeN, Vne N, n> N = ||lu, — {|| <e.

.. . , . . n—-+oo
Lorsque la limite existe, elle est nécessairement unique et I’on note u,, ————— ¢ pour la norme || - ||.
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FICURE 2. A partir d’un certain rang, tous les u,, € E sont aussi proches de £ que 'on veut.

REMARQUE 2.5. On aurait pu aussi définir u, n7H0 ¢ dans E si et seulement si la suite réelle
(||wr, — £||)n converge vers 0.
On peut donc définir la limite d’une suite complexe de la maniére suivante:

DEFINITION 2.9 (Limite d'une suite & valeurs complexes). Soit (z,) € CY une suite complexe. On

dit que z, n2H ¢ avee £ € C si

Ve>0,INeN,VneN,n>N = |z, — (| <e. (2.16)

La proposition suivante montre I’équivalence entre la convergence dans C au sens donné par la norme
du module, et la convergence des parties réelles et imaginaires.

PROPOSITION 2.9. Soit (z,) € C et £ € C tels que
vn €N, z, = a, + ib, avec a, € R, b, € R
{=a+1ibaveca € R, beR

Alors
Zn s oSNy AN G DTEO 4 et b, nTEO
. n—-+4oo < ez
PREUVE. e Siz, ——— /, alors les inégalités

VneN, la—n—a| <|zp,—{letVneN,|b, —b <|z, — ¢

montrent les convergences de (a,,) et (by,) vers a et b.

L. . —+ St
e Réciproquement, si a, ———» a et b, ——— b, alors

12 — €] = /(an — a)% + (by — b)2 225250

ce qui est précisémment la définition de la convergence de (z,) vers £.

7.2. Complétude et convergence absolue

Il n’y a pas de notion de suite croissante ou décroissante dans C, on utilise donc uniquement ’absolue
convergence pour étudier les séries. Rappelons que I’absolue convergence est une propriété qui résulte de
la complétude de ’espace, voir la preuve de Proposition 2.6. Il est facile de montrer que C est complet
a partir de la complétude de R:

PROPOSITION 2.10 (Complétude de C). Soit (z,) € CN une suite compleze. On dit que (z,,) est une
suite de Cauchy de C si elle satisfait

Ve>0,IN e NVp,ge N,p>Netq> N = |z, — 24| <e. (2.17)

Lensemble C est complet: toute suite de Cauchy (z,) € CN converge vers une limite { € C, et
réciproquement, toute suite convergente est de Cauchy.
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PREUVE. En notant z, = a, + ib,, une suite de Cauchy avec (a,,), (b,) € RY, il est facile de voir que
(an) et (by,) sont des suites de Cauchy de R en vertu de I'inégalité |a, —aq| < |2p—24] €t |by—b,| < |2p— 24|
pour tous p,q € N. Les parties imaginaires (a,) et (b,) convergent donc, ce qui entraine la convergence
de (zy,) dans C. O

La complétude de I’espace C implique une propriété de convergence absolue analogue a la Proposi-
tion 2.6:

PROPOSITION 2.11 (Convergence absolue des suites complexes). Soit > z, une série a termes com-
plexes, ce qui signifie que z, € C pour tout n € N. Si la série des modules Y |z,| converge dans R, alors
la série 3 z, converge dans C et l'on a l'inégalité
“+o0

> -

n=0

+oo
<D fal
n=0
On dit que la série Y, z, converge absolument.

EXEMPLE 2.8. La série
n
>z

converge pour tout z € C satisfaisant |z| < 1. La série
n

X

converge pour tout z € C. On verra plus tard que ce nombre est égal a e*.
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CHAPITRE 3

Suites et séries de fonctions: convergence uniforme,
convergence normale

1. Introduction
Le but principal de ce cours est le résultat suivant qui sera rendu précis au prochain chapitre:

THEOREME 3.1. Toute fonction continue 2m-périodique f peut se décomposer en une somme infinie
de fonctions sinusoidales: il existe des coefficients (a,), (by) € RY tels que

+oo
Ve eR, f(z) = Z(an cos(nx) + by, sin(nz)).

n=0

Ce théoreme énonce donc que tout signal périodique de période 27 est somme de signaux sinusoidaux
de période multiples de 27, ce qui a des conséquences profondes en physique. La série intervenant ci-
dessus dépend de la variable x € R, en notant u, : « — a, cos(nx) + b, sin(nz), f est donc une somme

de fonctions:
“+oo
f=2 un
n=0

Afin de pouvoir effectuer toutes sortes de calculs avec de tels objets, des questions naturelles émergent:

e si u, est continue quel que soit n € N, f est-elle continue?
e si u, est dérivable quel que soit n € N, f est-elle dérivable et peut-on écrire

+oo
Vr eR, f(z) = Z u, ().
n=0

e si u, est intégrable sur un intervalle [a, b] quel que soit n € N, f est-elle intégrable et peut-on

écrire
b +oo b
/f(x)dxzz / U (x)da.
a n—o Y@

Répondre a ces questions requiert I'introduction d’une notion de convergence “adaptée” pour les fonc-
tions, qui est 'objet principal de ce chapitre. Il existe de multiples notions de convergence pour les
fonctions. Dans ce cours, nous nous contenterons essentiellement de la convergence uniforme qui est la
plus “accessible” a notre niveau.

Dans toute la suite de ce chapitre, I est un intervalle de R.

2. Convergence simple et convergence uniforme
La notion la plus intuitive de convergence pour des fonctions est la convergence simple.
DEFINITION 3.1 (Convergence simple). Soit (fy,)nen une suite de fonctions
fn: I =R
définies sur I. On dit que la suite (f,,) converge simplement vers une fonction f : I — R si
Vo € I, fo(z) =52 f(a).

On note alors f, —— f.

Malheureusement, cette notion de convergence n’est pas assez “forte”, car un certains nombre de cas
pathologiques peuvent se présenter.
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FIGURE 1. Une suite de fonctions continues (f,,) tendant simplement vers une fonction
discontinue f.

EXEMPLE 3.1. Soit (fn)nen la suite de fonctions définies sur I = [0, 1] par

Vn eN, Vx € [0,1], fn(x) =2".
Quelques fonctions f,, sont tracées sur le graphe de la Figure 1. Alors f,, —— fou f : [0,1] — R est la
fonction définie par

Osize [0,1]
Vl‘E[OalLf(x):{l six=1.

En particulier, f est discontinue en 1 bien que toutes les fonctions f,, soient continues.

Nous allons donc étudier une notion de convergence plus forte qui garantit la continuité de la fonction
limite. Pour cela, nous allons définir la convergence au moyen d’une norme, comme & la Definition 2.8.

Cette norme doit étre associée a un R-espace vectoriel £(I) de fonctions, que 'on introduit maintenant.

DEFINITION 3.2 (Espace des fonctions bornées). L’ensemble des fonctions bornées sur I noté
est un R espace vectoriel.

EN)={f:T->R|IMecR,,Vzecl,|f(z) <M},

PREUVE. Pour vérifier que £(I) est un espace vectoriel, il est suffisant de vérifier que la somme de
deux fonctions bornées et la multiplication par un scalaire d’une fonction bornée restent bornées.

O
DEFINITION 3.3 (Norme infinie). Pour toute fonction f € £(I), on définit le nombre

L’application || - ||oo

“norme uniforme”.

| flloe = sup{ [f(x)||z € I} . (3.1)
E(I) — Ry ainsi définie est une norme sur £(I), appelée “norme infinie” ou
de la définition (3.1):

REMARQUE 3.1. Dans la pratique, on utilise plutot I’abréviation suivante pour écrire le supremum

sup [ ()] := sup{|f(z)[ | € I}.

Ce supremum existe puisque chaque fonction f € &£(I) étant bornée, I'ensemble des valeurs A

{|f(x)| |z € I} est non vide et majoré, il admet donc une borne supérieure (Théoreme 1.1). Par définition
de la borne supérieure, le nombre ||f||o vérifie les propriétés suivantes:
1. ||fl]oo est un majorant de |f|:

ve eI, |f(2)] < |If]lso-

[|f]looc majore donc |f(z)| uniformément en z, d’ott appellation “norme uniforme”.
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2. ||fllco est plus petit que tout autre majorant de |f]:

VM eR, Veel,|f(x)] <M= sup |f(z)| <M (3.2)
zel

Autrement dit, on peut “passer au sup” dans une inégalité valable pour tout x € I.

En pratique, pour estimer la valeur de ||f||«, on cherche donc une majoration de |f(x)| par un nombre
M qui ne dépende pas de = avant d’appliquer (3.2).

PREUVE. Il faut vérifier les axiomes de la Definition 2.7.
1. Positivité: pour tout f € E(I), ||f||lcc > 0 en vertu de

Vo € 1,0 < [f(@)] < [[flloo-
2. Homogénéité: pour tout f € E(I) et A € R,
Vo € 1, [Mf(z)| = [M]f(z)]

Ce qui implique [|Af]|co = |||l f]]ec €n passant au sup.
3. Inégalité triangulaire: pour tout f,g € £(I),

Ve el [f(x) +g(@)] < [f(@)] +|g9(2)] < [[flloe +lgll

Donc en passant au sup, ||f + gllco < || flloo + 119]]00-
4. Caractere défini: il est clair que si f est la fonction nulle, alors ||f||lcc = 0. Réciproquement, si
[|f]lec = 0, alors

Ve el, [f(z)] <||fllc =0
ce qui signifie que Vx € I, f(z) = 0, autrement dit f est nulle.
O

On dispose d’un espace vectoriel £(I) et d’une norme || - || sur £(I). En recopiant la Definition 2.8,
on peut donc définir une notion de convergence relativement a cette norme:

DEFINITION 3.4 (Convergence uniforme). Soit I C R un intervalle et (f,) € £(I)N une suite de
fonctions f,, : I — R bornées. On dit que (f,,) converge uniformément vers une fonction f : I - R €
E(I) si et seulement si 'écart || f, — f]|co converge vers 0 (dans R), autrement dit si

Ve>0,INeN VneN, n> N =||fn — fllo < e
Lorsqu’une telle limite f existe, elle est unique et on note
pour dire que (f,) converge uniformément vers f.

Avant de passer en revue les propriétés pratiques de la convergence uniforme, mentionnons qu'’il existe
d’autres choix de normes possibles pour les fonctions, qui donnent lieu a d’autres modes de convergences
(avec d’autres propriétés). Nayant pas les éléments nécessaires en ce qui concerne les espaces appropriés
pour définir ces normes, on doit se contenter dans ce cours de la convergence uniforme. A titre indicatif,
voici quelques unes des normes possibles, a comparer avec leurs équivalents discrets: dans le tableau
ci-dessous, u = (ug,ug,...,u,) € R™ est un vecteur (de dimension finie) et f : I — R est une fonction,
autrement dit un vecteur (f(z))zer composée d’une infinité de valeurs.

Norme infinie [|ul|oo = max |u;] [1flloo = sup |f(z)]
1<i<n ze I

Norme 2 (euclidienne)

Norme p

Toujours pour la culture, la notation “infinie” pour la norme uniforme vient de la propriété suivante:

lulloe = Lim - lullp et [|flloc = 1i

—+00

[lull2

n 1/2
(&)
i=1

P 1/p
(z )
=1

[l

m

A 1lp-
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3. Les propriétés de la convergence uniforme
Les principaux intéréts de la convergence uniforme sont les suivants. Supposons données une suite
de fonction (f,) € E(I)N et f € £(I) telles que f, — f.
e La limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur un intervalle [a, b] est continue
e On peut échanger limite et intégrale:
b b b
= li = i .

/a f(z)dz /a nﬂqu{loo fndz nalrfoo /a fa(z)dz

e On peut méme sous certaines conditions échanger limite uniforme et dérivation.

Notons que ces propriétés ne sont pas vraies en général pour la limite simple (Definition 3.1). En pratique,
ces résultats nous serons essentiellement utiles pour prouver la continuité, dérivabilité, ou calculer des
intégrales de séries de fonctions Y f,, (voir la section suivante).

PROPOSITION 3.1. La convergence uniforme implique la convergence simple: si (f,) € E(I)N et
fek,

PREUVE. Pour un z € [ fixé, il suffit de remarquer que

—+
(@) = F(@)] < | fn = flloo = 0.
O
Afin de pouvoir énoncer le résultat de continuité de la limite uniforme, commengons par rappeler la

définition des classes de régularités.

DEFINITION 3.5. (Espace C*([a,b])). Pour k = 0, on note C°([a,b]) I'ensemble des fonctions f :
|a, b] — R continues sur le segment [a, b]. Cela signifie que

Vao € a,b], lim f(z) = f(zo).

Pour k > 1, on note C*([a, b]) 'ensemble des fonctions f qui sont k fois dérivables sur [a, b] et telles que
la dérivée k—ieme est continue. Enfin, on note C*([a, b]) I’ensemble des fonctions infiniment dérivables
sur [a, b]

Les ensembles C*([a, b]) sont des R-espaces vectoriels. On rappelle I'inclusion C°([a, b]) C &([a, b]), ol
E([a, b]) est Pensemble des fonctions bornées sur [a, b]: toute fonction continue f € C%([a,b]) est bornée
et atteint méme ses bornes.

PROPOSITION 3.2 (Continuité de la limite uniforme). Soit (f,,) € C%([a,b]) une suite de fonctions
continues convergeant uniformément vers une fonction f. Alors f est une fonction continue:

VneN, f,€C%a,b]) et fn —— f = fe€C%Ia,b)).

PREUVE. Soit € > 0. Puisque f, —— f, on peut trouver n € N assez grand et fixé tel que
[|fr. — flloo < €. La fonction f, est continue en zy donc il existe un nombre n > 0 (qui dépend de zg et
de n) tel que

Vo € [a,b], |z — zo] <n=|fn(x) — fulzo)| <e.
On a alors
Va € [a,b], [ —xo| <n=[f(x) = flzo)| <[f(2) = fu(@)| + [fu(2) = ful@o)| + [fulz0) — f(20)]
<2/f = fullo +e
< 3,

ce qui montre précisément la continuité de f en xg. [l

PROPOSITION 3.3 (Interversion limite — intégrale). Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur
[a,b] et f € C°([a,b] une fonction telle que f,, —— f. Alors on a la convergence uniforme des primitives:

xHfon(x)dx R xH/:f(x)dm.

En particulier, la convergence simple en x = b implique la formule d’interversion limite — intégrale

sutvante: . X .
ngrfoo/a fn(:c)d:c:/a ngr}rloofn(:v)dx:/a f(z)de.
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PREUVE. On utilise la majoration suivante:

Vz € [a,b], /m Falz)de — /w F(z)da

< / fula) — F(@)lde

n—-+oo

b
< [ 1 = Fllde = = )l = Sl =250
g

De la proposition précédente, on en déduit un théoreme de dérivation de la limite uniforme:

COROLLAIRE 3 (Dérivation de la limite uniforme). Si (f,) est une suite de fonctions de classe C!
sur [a,b] telle que:
(1) La suite des dérivées converge uniformément vers une fonction g € C°([a,b]):
fn——9
(2) Il y a convergence ponctuelle au point a: il existe une limite £ € R telle que f,(a) Doy,
Alors la suite de fonctions (fn) converge uniformément vers une fonction dérivable f et l'on a

g=["etl= f(a).

PREUVE. Par la propriété précédente, on a la convergence uniforme des primitives x — f; f(x)dx,
c’est & dire des fonctions x — f,(x) — fn(a). Par interversion de la limite et de l'intégrale, on a donc la
convergence

fo = fala) —— 9:*—>/ g(z)dz.

Enfin, puisque f,(a) notoo, £, on obtient la convergence uniforme de (f,) vers la fonction f : z —
{+ f; g(z)dz, qui est dérivable et a pour dérivée la fonction g. O

4. Séries de fonctions, convergence normale

Dans la pratique, on s’intéresse plus souvent & des séries Y f,, plutét qu’a des suites f,, car celles-
ci permettent de définir de nouvelles fonctions pour lesquelles il n’existe pas d’expression simple de la
somme limite. Les propriétés de la convergence uniforme s’exportent aux séries de fonctions.

4.1. Définitions
DEFINITION 3.6 (Série de fonction). Soit (f,)nen € E(I)Y une suite de fonctions bornées sur [a, b].
La suite de fonctions (S, (f)) définie par
Va € [a,b], ¥n €N, Sp(f)(x) =Y fr(x)
k=0

est appelée série des fonctions f,. On note cette suite plus simplement »_ f,,.

e Si pour tout x € I, la série > f,(x) converge, on dit que la série > f,, converge simplement

sur I et on note Z:i% n la fonction limite:

+00 +oo n
Vo el (Z fn> (2) =) fula) = lim > fu().
n=0 n=0 k=0

e Si de plus, la suite de fonction (S, (f)) converge uniformément sur I, on dit que la série > f,
converge uniformément.

Plus explicitement, dire que Y f,, converge uniformément signifie que
n +oo +oo

> fe=D e > e

k=0 k=0

k=n-+1
Pour de nombreux cas d’études, le calcul explicite de la norme infinie de la fonction ZZ:;L 41 Jx nest pas

n——4oo

0.

oo o0

s . Lo 5 s . , —+o0 . . .
évident: il faut d’abord montrer que la série réelle ) | fi(x) converge, puis trouver une majoration
uniforme en x de cette somme infinie qui tende vers 0. On préfere donc utiliser un critére de convergence
plus simple a exploiter, a savoir la convergence normale, qui est ’analogue direct de la convergence
absolue pour les séries de fonctions.
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PROPOSITION 3.4 (Convergence normale). Soit (f,) € E(I)Y une suite de fonctions bornées sur I.
Si la série a termes positifs Y || fnlloo converge, alors la série de fonction Y f,, converge uniformément
et l'on a

+oo +oo
Skl < D falloe-
n=0 n=0

Dans ce cas, on dit que la série de fonctions Y f, converge normalement sur I.

oo

PREUVE. La preuve est la méme que celle de la Proposition 2.6 pour la convergence absolue des
séries réelles, I'ingrédient essentiel étant la complétude de V'espace £(I): une suite de fonctions de E(I)
qui est de Cauchy pour la norme ||-||s converge. La complétude de E(I) peut étre admise et est détaillée
dans l'appendice 5 ci-dessous. (]

REMARQUE 3.2. La convergence normale de la série de fonctions Y f,, implique la convergence
absolue de > f,(x) pour tout x € I.

4.2. Propriétés de la convergence uniforme des séries de fonctions
Les propriétés suivantes sont a connaitre.

PROPOSITION 3.5. Soit Y f,, une série de fonctions de E(I) convergeant uniformément sur I. Alors
il est nécessaire que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur I:

fn —0.

PREUVE. La preuve est la méme que celle de la Proposition 2.3. U

N

Les propositions suivantes sont obtenues en appliquant directement les propriétés de la Section 3 a
la suite des sommes partielles S, (f) = > ,_,, fx:

PROPOSITION 3.6. Si (f,) € E(I)N est une suite de fonctions continues sur un intervalle I = [a,b], et
st la série de fonctions > fn converge uniformément, alors la limite Z::a fn est une fonction continue:

+oo
Vn €N, f, € C°([a,b]) et Z fn converge uniformément sur [a,b] = Z fn €C°([a,b)).

n=0

PROPOSITION 3.7 (Intégration terme & terme). Si f, € C°([a,b]) est une fonction continue pour
tout n € N et > f, converge uniformément, alors on a la formule d’interversion des symboles . et f
suivante:

b +oo +oo b
/a ;fn(x)dx;_:o/a folz)da.

PROPOSITION 3.8 (Dérivation terme & terme). Si f,, € C!([a,b]) est une fonction dérivable pour tout
n €N et si:

(1) la série des dérivées > fI converge uniformément
(2) La série . fn(a) converge,

alors la série Y, fr, converge uniformément. De plus, la limite Z:i% fn est une fonction dérivable et l'on
a la formule

+o0 ! +o0
vz el, (Z fn> (@) = fr(x).
n=0 n=0

Dans la pratique, pour étudier une série de fonction . f,:

(1) On commence par vérifier que la série Y f,, converge simplement, c’est a dire que > f,,(x)
converge pour tout « € I fixé (sans quoi il ne saurait y avoir convergence uniforme).

(2) On estime || fr]|co, €t on détermine si Y || fn||co converge. Le cas échéant, la série Y f,, converge
normalement, donc uniformément. On a alors le droit d’appliquer par exemple Proposition 3.6
ou 3.7 ci-dessus.
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5. Appendice: 1’espace des fonctions bornées est complet pour la norme uniforme

Dans cette appendice, on montre que l'espace £(I) de la Definition 3.4 est complet, ce qui est
Iingrédient essentiel caché derriere I'implication “convergence normale” = “convergence absolue”. On
note, au passage, que la uniforme d'une suite de fonctions bornées (f,,) € E(I)Y est nécessairement
bornée. Cette partie du cours n’est pas exigible.

PROPOSITION 3.9. Soit (f,) € E(I)N une suites de fonctions. On dit que (f,) est une suite de
Cauchy de E(I) pour la norme || - ||oo st
Ve>0,IN eN,Vp,ge N, p>N et ¢ > N = ||fp — folloo <€

L’espace E(I) est complet: toute suite de Cauchy de E(I) pour la norme || - ||oo converge uniformément
vers une fonction f € E(I) bornée et réciproqguement. En outre on a

n—-+oo
1 falloo == | lloo-
PREUVE. Si f, —— f, il est clair que (f,) est une suite de Cauchy de £(I) en vertu de

1fp = falloo < |1fp = Flloo + 1I.fg = flloo-

Réciproquement, si (f,,) est une suite de Cauchy de £(I), alors pour tout = € I, la suite (f,(z)) est de
Cauchy de R en vertu de I'inégalité

|fo(z) = fa(@)] < || fp — falloo-
Par conséquent la suite (f,(z)) converge vers un certain réel que 'on note f(z). Il faut maintenant
montrer que f € £(I) et f, — f.
1. fo == f. Par définition du supremum, pour tout n € N, [|f, — flloc — n%_l ne peut pas étre un
majorant de {|f,(x) — f(z)||x € I}. 1l existe donc, pour tout n € N, un nombre x,, € I vérifiant:

1
V'I’LEN, EL’I?n 617 |fn(xn) _f(xn)‘ 2 ||fn_f||oo - TL—|—1
Alors pour tout ¢ > 0, on note N € N un entier tel que pour tous p,n > N, ||fp — fulleo < € et

p—+o0

n%_l <e. Pour un tel n > N, La convergence fp,(z,) — f(z,) implique qu’il existe p, > N assez

grand tel que |fp, () — f(z,)| <e. On a alors

¥ 2 N, 1 = flloe < —— + |fa(ea) = Flan)]

< e+ | fu(@n) = fpo (@n) + | fp, (@n) = f(@0)]
< ||fn - fpn”oo + 2e < 3e.

Ce qui implique bien f, — f.
2. f € &(I). Pour cela il suffit de remarquer que

Vo e L, [f(2)] < [fo(@)] + [fo(x) = f(@)] < [[folloo + [If = folloos

ce qui montre que f est bornée sur I. Finalement, en utilisant alors I'inégalité triangulaire

1 falloo = [1£llocl < 11fn = flloe =220,

on obtient la convergence annoncée.
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CHAPITRE 4

Séries de Fourier

Les séries de Fourier ont été introduites historiquement pour construire des solutions analytiques a
des équations différentielles décrivant des processus physiques oscillants.
Supposons par exemple qu’'une quantité physique y soit la solution de I’équation différentielle

v +ay +by = f(t) (4.1)

avec a,b € R et f(t) un terme source 2r—périodique. Si f est quelconque, on n’est a priori pas capable
de déterminer une expression simple pour y s’écrivant uniquement a ’aide d’un nombre fini de fonctions
usuelles. Cependant, si f est un signal périodique sinusoidal, par exemple f(z) = % = cos(nz) +
isin(nx), il est alors facile de trouver une solution. En effet, si 'on pose y = C,e"*, on constate que
Y 4 ay + by = (—n® + ain + b)C,e™®

donc y est solution en posant

1
~ b—n2+dan’
Maintenant, le théoreme de décomposition en série de Fourier énonce que toute fonction f continue

périodique peut se décomposer en une série de telles fonctions sinusoidales: il existe toujours des coeffi-
cients ¢, (f) tels que

Ch

+oo
Ve € R, f(x) = ch(f)ei"”.
n=0

Par linéarité, on obtient que la fonction
“+o0
a(f)
Veel, ylx) = L
y(@) nZ:;Jb—nQ—i—mn

est une solution de I’équation différentielle (4.1). L’écriture de f sous forme de série trigonométrique a
donc permis de trouver une formule pour y sous forme de série.
Dans ce chapitre:

e on établit un théoreme de décomposition d’une fonction f périodique et continue (par morceaux)
en série de Fourier.
e on énonce des théoremes permettant de dériver ou d’intégrer sous le signe somme.

1. Coefficients de Fourier des fonctions C* par morceaux 2r-périodiques
DEFINITION 4.1. On dit qu'une fonction f : R — C est 2w périodique si
Vr e R, f(z+2m) = f(z).

Naturellement, observer que la fonction £ — €™ est 2mw-périodique pour tout entier n € Z.

DEFINITION 4.2. On appelle série de Fourier toute série de fonctions en la variable x € R de la forme
Z e, (4.2)
neZ

Les nombres complexes (c,) € CN sont appelés coefficients de Fourier.

REMARQUE 4.1. Une série de Fourier est donc une somme de fonctions trigonométriques. En séparant
les sinus des cosinus, on peut réécrire la série (4.2) de maniére équivalente sous la forme:

Z €™ = ¢y + Z ap, cos(nz) + by, sin(nx).
nez n>1
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avec a, = (cp+c_y) et by, =i(c, —c_y). On constate donc qu’une série de Fourier est & valeurs réelles si

et seulement si c_,, = ¢, pour tout n € Z et dans ce cas, a, = 2R(c,), b, = —25(¢,,). Réciproquement,
étant donnée une série de Fourier en termes des coefficients a,, et b,, les coefficients ¢,, sont donnés par
an —1b an + b
VnZl,cn:%etc,n:%.

Dans la pratique, on utilise plutdt la forme complexe (4.2) écrite en terme des (¢p,)nez, car les sommes
exponentielles sont plus faciles a calculer.

EXEMPLE 4.1. Montrer que

- sin ("—Ht) n
vVt € R, Vn € N, cos(kt) = ——2L cos ( =t) . (4.3)
1;0 sin (%) (2 )

La question qui va nous intéresser maintenant est la suivante: soit f : R — C une fonction 27—
périodique. Peut on décomposer f sous la forme

WER, f@) =3 calf)e (4.4)
nez
pour des coefficients (¢, (f)) € CN & déterminer? Pour des raisons qui apparaitront ci-aprés, nous aurons
besoin que f soit intégrable sur [0, 27] pour répondre a cette question. Par simplicité, nous restreignons
donc notre étude aux fonctions f continues par morceaux:

DEFINITION 4.3 (Continuité par morceaux). On dit qu'une fonction f : [a,b] — R est continue par
morceaux sur [a, b] si il existe un nombre fini de points

a=rg< a1 <To<---<zxTN=0b
tels que sur chaque intervalle ouvert |xy, xx 11, f est la restriction d’une fonction continue sur I'intervalle

fermé [z, xgy1]. Autrement dit, f est continue sur chaque intervalle ouvert |z, zg41[ et les limites aux
bornes

lim f(x) lim  f(z)

=T+ T—Tpy1—

existent. On dit que f est de classe C* sur [a,b] si sur chaque intervalle |zy, z41], f est la restriction
d’une fonction de classe C* sur [y, Tx41]-

EXEMPLE 4.2. (1) Soit f : [0,27[— R la fonction définie par
Osio<zx<m
1
frx— 1 six=m

lsim<z<2m
Alors f est continue par morceaux sur [0, 27].
(2) La fonction f : [0,27[— R la fonction définie par
Osiz=0,
flx) =

1
—si0<ax <27
T

n’est pas continue par morceaux sur [0, 27].
(3) Soit f : [0,27[— R la fonction définie par

0sio<zx<m
f<x){x—7rsi7r<x<2ﬂ'

f est de classe C! par morceaux sur [0, 27| et continue sur cet intervalle.

L’ensemble Cp ,, ([a,b]) fournit alors une classe de fonctions intégrables.

DEFINITION 4.4 (Intégration des fonctions Cy,,, ). Soit f € CJ, ([a,b]) et une subdivision a = zo <
1 < -+ < xp, = b telle que f est la restriction d’une fonction continue sur chacun des intervalles
[k, Zg4+1]. On définit intégrale de f sur [a,b] par la somme des intégrales sur chacun des intervalles

L4 o
b N-1 zpgq
[ @e=3 [ fada
a k=0 @k
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les intégrales du membre de droite étant prise au sens “classique”.

La premiere remarque essentielle est que si une décomposition de la forme (4.8) existe, et si 'on peut
intervertir les symboles Y et [ dans le calcul suivant, on peut alors écrire

1 27 o 1 27 ) . 1 27 - .

o f(x)e "P*dx = o/, (Z Cn(f)e”””> e_lpldxzzcn(f)%/o e e P dx = cp(f).
neZ nez

(4.5)

La derniere égalité est obtenue par le petit lemme suivant a connaitre:

LEMME 1. On a les formules suivantes:

1 [ ) lsip=n

Vp,n € Z, —/ eMTeT Py = .

2 Jg 0 sip#n.
lsip=n
0 sip #n.
lsip=n
0 sip#n.

L’analyse mathématique rigoureuse consiste & définir les (¢, (f)) via la formule (4.5), avant de montrer

que sous certaines conditions, la série de Fourier Y ¢, (f)e’* obtenue converge et sa somme est égale &

f(x). Pour pouvoir définir le coefficient de Fourier ¢, (f), il faut donc que la fonction x — f(x)e~""* soit
intégrable sur [0,27], ce qui est permis pour les fonctions CJ ,, sur [0, 27].

1 2w
Vp,n € Z, f/ cos(nx) cos(px)dx = {
T™Jo

1 27
Vp,n € Z, 7/ sin(nz) sin(pz)dx = {
T Jo

DEFINITION 4.5 (coefficient de Fourier). Soit f une fonction 27-périodique et continue par morceaux
sur [0,27]: f € C,, ([0,27]). On appelle coefficients de Fourier de f les nombres ¢, (f) définies pour
tout n € Z par

1 27 ]
Vn € Z, cn(f) = o /. (x)e™ " dx.
La série de fonction en z,
Z cn(f)ezn:r

neEZ
est appelée série de Fourier de f.

2. Propriété des coefficients de Fourier et Théoréme de Dirichlet

Toute la question est donc de savoir sous quelle conditions sur f la série ), c,(f)e"™™ converge,

et si la limite obtenue est égale & f(x). Une premiére condition nécessaire de suffisante est clairement

que pour tout = € R, ¢, (f)e™® 22129, 0. Ce résultat est vrai:

PROPOSITION 4.1 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction 2mw-périodique et continue

par morceaux sur [0,27]. Alors la suite des coefficients de Fourier de f tend vers 0:

n—=+oo

en(f) —— 0.

PREUVE. La preuve se décompose en deux étapes: on commence par montrer que le résultat est vrai
pour f de classe C! sur R, puis on utilise un théoréeme d’approximation.

e On commence par prouver le résultat pour une fonction en escalier. Soit a,b € [0,27] et 1,
la fonction 27r-périodique qui vaut 1 sur [a,b] et 0 sur [0, 27]\[a, b]. Alors pour n # 0,

1 b ) e—inb _ p—ina
n(lo) = 55 [ € "o = e
a

2 —2nmim

Par linéarité, ¢, (f) noEe ) pour toute fonction f 2m-périodique et en escalier sur [0, 27].

e Supposons maintenant f seulement continue par morceaux sur [0,27] et 27w-périodique. On
admet (voir 'appendice de la Section 5 pour la preuve) que f peut étre approximée en norme
uniforme par une suite de fonctions en escalier sur [0, 27]: il existe une suite (f,) de fonctions
2m-périodiques, en escalier, telle que

—+oo
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Alors on peut écrire
Cn(f) = Cn(f|n\) + Cn(f - f|n|)

n—=+o0o . .
avec ¢ (fin|) —— 0 car f|,,| est une fonction en escalier. Enfin,

]. 2 —inx n—+oo
O
PROPOSITION 4.2. Si f est 2m périodique et de classe C', alors
Vn eN, ¢, (f') =incy(f).
PREUVE. Le résultat est une conséquence de l'intégration par partie suivante:
¢ (f/) _ i o f/(x)efinwdx _ i [f(x)e*inz] 27 + i /27r n f(l.)efina:dx
"o S S 2n o 21 ), '
O

Conclusion : le passage en coefficients de Fourier échange dérivation et multiplication par in. Ceci
implique le fait essentiel suivant: plus une fonction f est dérivable (autrement dit, réguliere), et plus
la décroissance des coefficients ¢, (f) vers 0 est rapide:

PROPOSITION 4.3. Si f est 2r-périodique, de classe C* sur R, alors
1
en(f)=o0 <k> quand |n| — too.
n

PREUVE. D’apres la proposition précédente, on a clairement ¢, (f) = ﬁcn( %), Puisque f*) est

une fonction continue, la Proposition 4.1 implique ¢, (f*)) = o(1) d’ot le résultat. O

COROLLAIRE 4. Si f est 2rw-périodique et de classe C? sur R, alors la série de Fourier . c,(f)ei"®
converge normalement.

PREUVE. Evidemment, la fonction e,, : z +— e™® vérifie ||en || = 1. O

Le résultat n’est pas satisfaisant car (i) quid des fonctions seulement C*(R) ou CJ, ([0,27]) et (ii)
la limite est-elle f7

THEOREME 4.1 (Dirichlet). Soit f : R — C une fonction 21 périodique et continue par morceaux
sur (0,27 : f eCY,, ([0,27]). Alors

(1) La série de Fourier de f converge simplement sur R: quel que soit v € R, > _, cn(f)ein®
converge.
(2) On a la formule suivante:

nze:zcn(f)e = %

avec f(x_) et f(xy) les limites a gauche et a droite de x:

fleo) = lim f(t) et f(xy) = lim (1)
t<zx t>x

En particulier, la somme est égale a f(x) si f est continue au point x.

PREUVE. Ce résultat est admis. O
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3. Interprétation géométrique des séries de Fourier et formule de Parseval
3.1. Rappels sur les espaces euclidiens.

DEFINITION 4.6 (Produit scalaire). Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une
application < -,- >: E x E — R vérifiant les propriétés suivantes:
(1) bilinéarité : Ve € E, <z,->: E—Ret <.,z >: E — R sont des applications linéaires
(2) symétrie : Va,y € E, < x,y >=<y,z >
(3) positivité : Ve € E, <z, >>0
(4) caractere défini : Ve € B, <z,x >=0&2=0

PROPOSITION 4.4. Etant donné un produit scalaire < -,- > sur E, Uapplication x ||z|| définie
par ||z]| == /< x,x > est une norme sur E appelée norme euclidienne, et on a linégalité de Cauchy-
Schwartz:

Ve,y € B, | <,y > | < |l=]]||yl].

EXEMPLE 4.3. Soit E = R". Pour u = (u1,...,un) = (¢i)1<i<n €t v = (V1,...,0pn) = (¥3)1<i<n, O1
définit
<u,v >= Zuﬂh (4.6)
i=1

Alors < -, - > est un produit scalaire sur E, appelé le produit scalaire canonique.

DEFINITION 4.7 (Base orthonormée). Soit F un R-espace vectoriel de dimension n. On dit qu’une

famille de vecteurs (e;)1<i<n est une base orthonormée de E pour le produit scalaire < -,- > si elle
vérifie: 4
Osii#7
< e;,e; >= .. . 4.7
€ir€j {1 sii=j. (4.7)

Une base orthonormée (e;);c; est une base de E, et tout vecteur € E se décompose sur base selon la

formule
n

T = Z < z,e; > e (4.8)
i=1

En outre, la norme euclidienne de x est donnée par

n 1/2
||| = <Z| <xe; > |2> . (4.9)
i=1

REMARQUE 4.2. La relation (4.7) exprime que les vecteurs e; et e; sont orthogonaux entre eux
(angles & 90 degrés). La relation (4.9) est ni plus ni moins que le “théoréme de Pythagore” (observer
que (4.8) décompose z en une somme de vecteurs orthogonaux).

3.2. Interprétation géométrique des séries de Fourier

On considere maintenant E = {f € Cp ,,, (C) | f est 2r — périodique } qui est un R-espace vectoriel,

mais qui n'est pas de dimension finie. Etant donné deux fonctions f et g, on définit 'application
< - ->: Fx E — R suivante:

27

1
<fg>=oo | f0gar (4.10)

Lorsque f et g sont des fonctions réelles, la formule (4.10) est ’analogue pour les fonctions de (4.6).
Il se trouve que < -,- > vérifie quasiment toutes les propriétés d’un produit scalaire: pour f et g des
fonctions réelles,

(1) < f,- > et <g,- > sont linéaires

(2) <f,g>=<g,f>

(3) <f.f>=0.
L’unique axiome non rigoureusement vérifié est le caractere défini: < f, f >= 0 signifie que

[ )

o/, |f(¢)|"dt =0,
ce qui implique f(t) = 0 & tous les points ol f est continue, mais pas nécessairement pour tout ¢ € R.
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Il se trouve que cette “limitation” apparente peut étre résolue en considérant un espace un peu
différent de 'espace F, qui vérifie la propriété

VfEeE , <f,f>=0=f=0.

Cet espace, appelé “espace L?([0,27])”, nécessite pour sa définition I'utilisation de I'intégrale de Lebesgue.

Sa norme associée, notée habituellement || - ||, est donnée par:
1 2 9
= — t)|°dt ) .
il = (5 [ 0P
Essentiellement, on pourra retenir f € L?([0, 277]) équivaut a dire que Uintégrale fo f(t)|?dt est bien

définie. C’est bien le cas pour les fonctions f € C,,,, ([0, 27]).

Nous avons les analogies suivantes:

p m.

i. La famille de fonctions (e™),cz est orthonormale. Le Lemme 1 exprime que
lsip=n
Osip#n

ii. Le coefficient de Fourier ¢, (f) est la composante de f selon le vecteur e

en(f) =< e™, f>

iii. La famille (e ),z est une “base” de E au sens que toute fonction f (continue) se décompose sur
cette base selon la formule

Vte R, Vf e ENCO(R =y <™ f > (4.11)
nez

<em e >= {

Poursuivant cette analogie, nous admettrons que ’analogue de la formule (4.9) est aussi vraie:

PROPOSITION 4.5 (Formule de Parseval). Soit f € C),, et 2m-périodique. Alors on a la formule

sutvante:
1 271'

2

HPdt =" len(f)I. (4.12)

ne”Z
Autrement dit, & partir de la décomposition (4.11), on peut écrire
IfIP =< ff>=) I<e™ >
neZ

La formule de Parseval est donc une “généralisation” du théoreme de Pythagore aux fonctions.

EXEMPLE 4.4.
2

=X T
Sa-%

4. Récapitulatif
Les résultats de ce chapitre peuvent étre résumés de maniere chronologique par rapport a la régularité
dont on dispose. Soit f une fonction 2m-périodique:
e Si f est juste “intégrable”, alors le coefficient de Fourier existe et tend vers 0:

1 2T

2

n—-+oo

f(H)e mtar 222 0.

/1 |f(t)|dt existe = ¢, (f) =
0

e Si f est de carré intégrable (f € L%(]0,2n])), alors f est somme de sa série de Fourier en un
sens L2, et la formule de Parseval est vraie:

27 "
/ |f(t)|?dt existe = ||f — Z ce(f)e notoo,
0 2 )
27
/ |f(t)]?dt existe —> — / (£)[2dt = Z en(F)P?
’ n€ez
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e Si fecy,, ([0,27]), alors le théoreme de Dirichlet s’applique et on a la convergence simple de
la série de Fourier:

)+ IJF n
Vz € R, w - Zc”(f)e
neL
e Si feC'(R)NC,,, (R), on peut montrer que la convergence de la série de Fourier est uniforme.

e Si f € C*(R), avec k > 2, alors la série de Fourier converge normalement et on a convergence
uniforme des séries dérivées. Enfin, la formule

en(f') = incn(f)

permet de dériver terme a termes.

5. Appendice : densité des fonctions en escalier dans I’ensemble des fonctions continues

DEFINITION 4.8. On dit qu’une fonction f est en escalier sur [0, 27] si il existe une subdivision finie
O=xp<a1 < - <xp =27
telle que f est constante sur chaque intervalle [z;, z;+1[ pour 0 <i <mn — 1.

LEMME 2. Pour a,b € [0,27], on note 11, la fonction
1siz€la,b

Y € [0, 27], o= .
’ 0 sinon.

Alors si f est en escalier comme dans la Definition 4.8, f peut étre écrite selon la combinaison linéaire

sutvante:
n—1

Vo € [0,2n), f(z) = > f(@i) L, 00pa[-
i=0
Réciproquement, toute fonction f satisfaisant

n—1
Vo € [0,27], f(2) = > ailis, 00y
=0

pour des coefficients a; et des nombres x; € [0, 27| est en escalier.

PROPOSITION 4.6. Soit f € C},, ([0,2x]). Alors il existe une suite de fonctions (fn) en escalier sur
[0,27] qui converge uniformément vers f:

n—-+4oo
1fn = flloe == 0.

PrEUVE. Il suffit de prouver le résultat pour f continue sur un intervalle [a,b], puis de “recoller”
les morceaux sur chaque intervalle ou f est continue. Soit n > 0. Par uniforme continuité de f, il existe
N > 0 tel que

Va,y € a,b], o -yl < 9 = 1) - F0)] < - (413)

Sans perte de généralité, on peut supposer que 1, = b_T“ pour un N assez grand qui dépend de n. On
définit alors f, la fonction en escalier suivante:
N—1
fnlz) = Z F(5nn) L, (k41 -
k=0
On a alors pour un z € [a, b],
[fu(@) = f(2)] = [f (kamm) — f(2)]
ou k est 'unique entier tel que k,n, < x < (kg + 1)n,. Puisque |z — kynn| < 1, on a alors en utilisant
(4.13)
Vi € 0, [fn(@) = F2)] < -

ce qui montre ||f, — f[loo < 3 puis le résultat. O

- n
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CHAPITRE 5

Séries entieres

Dans ce chapitre final, nous étudions une catégorie de séries de fonctions ou “tout se passe bien”.
Essentiellement, il s’agit de généraliser les polynémes: on étudie des séries impliquant un nombre infini
de monomes:

flz) = Zanz",z eC
Une particularité inédite: dans ce chapitre, les fonctions f que ’on cherche a développer en série sont de
la variable complexe z.

DEFINITION 5.1. On appelle “série entiere” une série de fonctions de la variable z € C de la forme

g apz".

La suite (a,) € CN est appelée suite des coefficients de la série entiere.

1. Critére de développement en séries entieres basé sur la formule de Taylor-Lagrange
avec reste intégral

Les séries entieres apparaissent naturellement lorsque 'on écrit des développements limités. Par
exemple, nous savons que pour tout n € N\{0},
2 3 n
T T x
log(1+z)=x— 5 + 3 +o (=) 4 o(2™)
n

Seulement ce développement ne donne qu’une information locale (z — 0). A-t-on

+o0 "
log(1 4+ x) = —1)nri
gll+2) = Y (-1
n=1
quel que soit > —17 La proposition suivante et son corollaire fournissent un critére pour qu’une
fonction soit égale a la série obtenue en sommant le développement limité “a 'infini”.

ProOPOSITION 5.1 (Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral.). Soit f une fonction de classe
C"*t sur un intervalle [a,b] C R. Alors

"L k(g T(x—t)"
Vz € [a, b], f(o:):zf ( )(a:—a)kJr/ %f("“)(t)dt.

k!
k=0

PREUVE. La preuve se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, la formule se réduit au théoréeme
fondamental de 'analyse:

f@=ﬂ@+/f@a

Supposons donc maintenant la formule vraie au rang n et montrons la propriété au rang n+ 1. Si f est
de classe C("+2)([a, b)), alors on peut effectuer I'intégration par partie suivante sur le reste intégral:

/az Mf(mﬂ(t)dt = [_(x_t)nﬂ] I + /: Mf(mrz) (t)dt

n! (n+1)! (n+1)!
+1 x +1
_ (x —a)® n / (x —t)" f(n+2) (t)dt
(n+1)! o (m+1)!
La formule est alors démontrée. (I

REMARQUE 5.1. L’intégration par partie de la preuve précédente est a connaitre, car elle permet
d’écrire la formule de Taylor-Lagrange sans se tromper.
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COROLLAIRE 5. Si f € C*®([a,b]) et si les dérivées de f sont uniformément bornées sur [a,b]:

IM >0,¥neN, [|[f™]|, < M,
(") (g . . R
Alors la série Y fT,()(x —a)™ converge uniformément sur [a,b] vers f. En particulier:

() (g

n!

“+o0
Va € [a,b], fz) =)
n=0
PREUVE. On majore uniformément le reste:

) (a Tz —t)"
f '( )(x_a)n — /a ( t) f(n+1)(t)dt‘

n n!

Vz € [a,b], |f(x) — Z
k=0

x _ \n _ n+1 _ n+1
- a n! mn+1)! — (n+1)!

O
EXEMPLE 5.1. Puisque exp(™ = exp quelque soit n € N, le critére du corollaire précédent s’applique
pour la fonction exponentielle sur tout intervalle [a,b] C R et 'on obtient la formule

oo n
Vz € R, exp(x) = Z ’

n!’
n=0
2. Rayon de convergence

Nous étudions maintenant des propriétés plus générales et plus faciles a utiliser pour développer des
fonctions en série entieres. La remarque essentielle de cette section est que les coefficients a,, d’une série
entiere ne peuvent pas croitre plus vite qu’une certaine puissance.

PROPOSITION 5.2. Soit zg € C tel que la série Y anzl converge. Alors
1
an=0(—|.
! |20[™

Vz € C, |z| < |z0] = Zanz” converge .

En particulier,

En fait, la série Y an,z" converge méme normalement sur tout disque B(0,d]z0|) avec 0 < § < 1.

PREUVE. Le fait que Y a2 implique a,z{ 22H0, 0, cest A dire exactement a,, = o(1/]z0|™).
Ensuite pour z € B(0, d|zg|), c’est-a-dire |z| < d|zg|, on peut écrire

|anzn| :0<(5 |ZO‘ ) 20(6")

|z0[™

Or la série Y 6™ converge, d’ou le résultat. O

DEFINITION 5.2 (Rayon de convergence). Etant donnée une série entiere > anz™, il existe un nombre
réel R > 0 (éventuellement, R = +00) tel que

|z2| < R= Zanz" converge
Vz e C,
|z| > R = Zanz” diverge

Ce nombre R est appelé rayon de convergence de la série entiere et est plus explicitement donné par
R :=sup{r > 0] a,r" est borné }. (5.1)

PREUVE. Vérifions que R défini par (5.1) vérifie les deux propriétés de la définition. Si |z| < R,
alors il existe r > 0 tel que |z| <r < R et

lanz"| = lanr™(z/7)"| =0 (‘E‘n> .

r

Comme Y 2™ /r™ converge absolument, on en déduit la convergence de > a,2". La seconde implication
est analogue et laissée en exercice au lecteur. O
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REMARQUE 5.2. Le calcul du rayon de convergence est la premiere étape nécessaire pour étudier une
série entiere. Plusieurs cas de figures sont possibles:
(1) R = +o0 (rayon (ie convergence infini). Dans ce cas Z::E) anz™ est défini quel que soit z € C.
Par exemple ) ;.
(2) 0 < R < 400 (rayon de convergence fini et non nul). La série entiere n’est définie que sur le
disque (ouvert)
B(0,R)={z€C||z| < R}
Important: on ne sait pas ce qu’il se passe pour |z| = R. La série peut converger ou diverger.
Par exemple, > 2" (rayon R =1).
(3) R =0 (rayon de convergence nul). Les coeflicients a,, grossissent trop vite, et la série entiere
> anz™ n’est définie que pour z = 0. Par exemple, Y nlz".
En pratique, pour calculer le rayon d’une série entiere, on peut tenter d’appliquer le critere de d’Alembert
sur la suite a, 2", ou bien directement de trouver une minoration du rayon via l’'implication

anr™ est borné = R > r.

3. Propriétés des séries entieres

PROPOSITION 5.3. Les séries

_ Qnp
E anz", E na,z" 1, E 2
n+1

n>1

ont méme rayon de convergence R. En particulier, la fonction f définie sur] — R, R] par
+00
Vr €] - R,R], f(x) = Z anz”
n=0
est dérivable pour tout x €] — R, R[ et on a
+o0
Vz €] — R, R, f'(z) = Z na,z" .
n=0

Une primitive de f est donnée par la fonction g définie sur | — R, R| par

+oo
Vr €] - R,R], g(x) = Z naf_clz"Jﬂ.
n=0

En particulier, une série entiére est infiniment dérivable a l'intérieur de son disque de convergence.

PrEUVE. I suffit d’appliquer la Proposition 3.8, dont les conditions sont satisfaites par convergence
normale des trois séries sur tout disque B(0,0R) C B(0, R) avec 0 < ¢ < 1. O

Les séries entieres usuelles suivantes (qui sont les méme que pour les développements limités) sont a

connaitre:
+oo

VZGC,eZ:Z%

n=0
(c’est en fait la définition de la fonction exponentielle. .. ).

—+oo
Z2n

Vz € C, cosh(z) = Z )l

n=0

—+o0
ZQnJrl

Vz € C, sinh(z) = »  ———
= (2n+1)!

too (_1>nz2n

Vz € C, cos(z) = Z )l

n=0

+oo (_1)n+1z2n+1

Vz € C, sin(z) = Z
—  (2n+1)
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1 =
VzeC, |z <1, 7—22'"
n=0

1—2

1 =
Vz € C, <l, — = —1)"z"
2€Clel <1 7 2;( )"z

+oo (_1)n+1zn+1

VzeC, |z| <1,log(l+2) = Z (c’est la définition de log(1 + z) pour z € C, |z| < 1).

|
—  (n+1)!
1 =
_ n . 2n
+oo y2n+1
A C 1 t = -1)"
z € C, |z] < 1, arctan(z) nz:%( ) 1
+oo a
Va € R, Vz € C, (1+z)°‘—2(n>z”
n=0

ou le coefficient binomial est défini méme pour « réel par

<a) _ala=1)..(a=n+1)

n n!

Le résultat suivant (admis) éclaire ce qui peut se passer au bord du disque de convergence:

PROPOSITION 5.4 (Continuité radiale). Soit > anz™ une série entiére de rayon 0 < R < 400 fini.
Si > anzl converge pour un zo € C tel que |z0| = R, alors on a la continuité de la série entiére en zy:

—+o0 —+o00
E an2y = Zli_)rrzlo E anz”.
n=0 |z|<|z0| n=0
EXEMPLE 5.2.
1

X
2N (= .
1= 205
n=0
PROPOSITION 5.5 (Unicité du développement en série entiere). On qu’une fonction f est développable

en série entiére au voisinage de 0 si il existe une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > 0
non nul tel que

+oo
VzeC, |z| <R, f(z) = Z anz".
n=0

Si f est développable en série entiére en 0, alors les coefficients a,, du développement sont uniques et
donnés par

f
vneN, a, =—.
n!
PrREUVE. 1l suffit de dériver n fois la série entiere par rapport a z = x € R au voisinage de 0, et de
calculer la valeur de la série obtenue en 0. ([

REMARQUE 5.3. Il existe des fonctions de classe C*°(R) non développable en séries entieres au
voisinage de 0. Par exemple, la fonction

Fiaes {exp(—l/xQ) six#0

Osiz=0

vérifie f() (0) = 0 quel que soit n € N et pourtant est non nulle.
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