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Fron SCPY tnleryaie
In [13]: from numpy 1mp;~Z°sqrt ﬁz

f = lambda x:1/sqrt(abs(x))
integrate.quad(f,-1,1)

<ipython-input-13-61ff175c15de>:2: RuntimeWarning: divide by zero encountered in double_scalar
s

f = lambda x:1/sqrt(abs(x))
<ipython-input-13-61ff175c15de>:3: IntegrationWarning: The maximum number of subdivisions (50)
has been achieved.

If increasing the limit yields no improvement it is advised to analyze

the integrand in order to determine the difficulties. If the position of a

local difficulty can be determined (singularity, discontinuity) one will

probably gain from splitting up the interval and calling the integrator

on the subranges. Perhaps a special-purpose integrator should be used.

integrate.quad(f,-1,1)

Out[13]: (nan, nan)

In [14]: integrate.quad(f,-1,1, points=[0]) # can deal with singularity if you tell it

Out[14]): (3.9999999999999813, 5.684341886080802e-14) /7\
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from numpy import *
from scipy import integrate

X 7z
N’/D‘O ,MN he LT “
\

def adaptquad(f,M,rtol,abstol): L ﬁﬂp% '%YQ, 4"/25
o * flo
adaptive quadrature using trapezojd anX s'ﬁpzon rules
Arguments: 7
f handle to function f
M initial mesh
rtol relative tolerance for/terminagtion

abstol absolute tolerance forf termingdtion, necessary in case the exact
integral value = 0, which rendersfa relatfive tolerance meaningless.

h = diff (M)

mp = 0.5%( M[:-11+M[1:] )

fx = £f(M); fm = f(mp)
midpoints—— —

trp_loc = h*( fx[:-1]+2*fm+fx[1:]1/)/4 # local trapezoid rule

simp_loc= hx( fx[:-1]+4*fm+fx[1:}7)/6 # local simpson rule

I ="sum(simp_loc) # use simpson rule value as
intermediate approximation for integral value

# compute lengths of mesh intervals
# compute midpoint positions
# evaluate function at positions and

est_loc = abs(simp_loc - trp_loc) # difference of values obtained from

local composite trapezoidal rule and local simpson rule is used as an estimate
for the local quadrature error.

err_tot = sum(est_loc)

moduli of local error contributions)
# 1if estimated total error not below relatiXe or absolute thyeshold, refine

/4b~?a g Juﬁqr,((

estimate for global error (sum

mesh
if err_tot > rtol*abs(I) and err_tot > abstoly

refcells = nopzero( est_loc >{0.9 sum(est_loc)/4ize(est_loc) ) [0]

I = adaptquad(f,sort(append(M,mp[refcells])),rtol,abstol) # add
midpoints of intervallg w large error con ions, recurse.
return I

A 0

if __name__ == '__main__': M=D
i : o A5 Newe g7 O
f = lambda x: exp(6*sin(2*pix*x))

#f = lambda x: 1.0/(le-4+x*x)
M = arange(11.)/10 # 0, 0.1,
rtol = le-6; abstol = 1le-10

I = adaptquad(f,M,rtol,abstol)
exact,e = integrate.quad(f,M[0],M[-1])
print('adaptquad:',I, '"exact":',6exact)
print ('error:',abs(I-exact))
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Fiir Integrale der Form

/ﬂ " fa) wla)da

spielen verschiedene orthogonale Polynome eine wesentliche Rolle:

Quadratur Intervall | Gewichtsfunktion | Polynom Not. scpy.special.
Gauss (—1,1) 1 Legendre Py roots_legendre
Chebyschev I (—1,1) \/ll—ﬁ Chebyschev I | T}, roots_chebyt
Chebyschev I | (—1,1) V1—2a22 Chebyschev II | Uy roots_chebyu
Jacobi a, 5 > 1 | (—1,1) (1—2)*(1+x)? | Jacobi PA(‘&"S) roots_jacobi
Hermite R e Hermite H,, roots_hermite
Laguerre (0, 00) x%e " Laguerre Ly, roots_genlaguerre

Abb. 1.5.10. Gewichtsfunktionen fiir Quadraturformeln
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Value

12.03.2024

I Realteil
+ 6| | Il Imaginaerteil

08}

06

04}

02k

0 2 4 6 8 10
Koeffizientenindex

12

14

Vektor in Standardbasis

Fourier-basis vector, n=18, j=1

6 8 10 12 14 16 18
Vector component k

“niedrige Frequenz

Value

Bl Realteil _
Bl (maginaerteil

Vektor

Fourier-basis vector, n=16, j=7

Real pan

B aginay

“hohe Frequenz”

s 3 10 12
Vector component k

Value

“ 6 8 10 12 14
Koeffizientenindex

in der trigonometrische Basis

Fourier-basis vector, n=16, j=15

-Fh:.;l part
' magnary p

1

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Vector component k

99
77

“niedrige Frequenz

Der (-te Eintrag in y ist

N-1 N/2-1 N-1 N/2-1 -1
Yo = szu,'f\!c = Z zku,'ka + Z zk'u,vf\f = Z zku'f\f”+ Z ZNH’IU‘N?
k=0 k=0 k=N/2 k=0 k=-N/2
N/2-1 .
271
= Z q,‘.exp(wﬁs),
k=—N/2

was einem Teil der Fourier-Reihe ausgewertet im Punkt % € [0, 1] entspricht, wobei
die (diskreten) Fourier-Koeffizienten durch eine Umsortierung der Koeffizienten in
der trigonometrischen Basis gegeben sind:

fiirOSkSn—lz%—

Zk
" = - 2.2.15
I { Zgen, fr —% =-n<k<0 ( %)

Bemerkung 2.2.8. numpy stellt die Funktionen
c=fft(y) und y = ifft(c)

fur

1
c=Fyyundy = VFJHVC
I

zur Verfligung.

-1 N-1

f(I) ~ 27_627\'1];5 + § ZjEZWz(J—x'V)J;7
N
=7

j=0

vz

—1 1

Zk627rzk:1;+ § Zk+N€Z7rka‘

= N
k=0 k= e

f(@) ~

¢ = fft.fftshift(z):

Beispiel 2.2.11. Wenn wir fft.fft auf einen Vektor y der Lénge 8 anwenden,
erhalten wir den Vektor ¢[0], ..., ¢[7], und £ft.fftshift stellt diese Eintrédge in der
Reihenfolge c[4], [5], ¢[6], ¢[7], €[0], [1], ¢[2], ¢[3], die der y_q, -3, Y2, Y1: Y0 11,7125 73
entsprechen.

(N
M~



Beispiel 2.2.13 (Frequenzanalyse mittels DFT). Nun nehmen wir ein periodisches
Signal mit zwei Frequenzen (1 und 7); dazu addieren wir eine zufillige Storung.
Wir transformieren dann dieses gestorte Signal in die Fourier-Basis und wir schauen
uns das sogennante “power spectrum” (die spektrale Leistungsdichte) an. Die ur- f(t)
spriinglichen zwei Frequenzen sind eindeutig sichtbar in der Abbildung 2.2.14. In
diesem Beispiel sind die Periodizitat und die Abtastpunkte des Signals allerdings
wichtig; wir schauen uns auch nur die erste Hélfte der Koeffizienten. Probieren Sie

Beispiel 2.5.3. Fiir a € [0, 1) definieren wir:

B 1
/1 — asin(2nt)

auf I =[0,1],

und wir beobachten exponentielle Konvergenz in n, schneller fiir kleineres .

auch bar(t[:]1-64/2,fft.fftshift(p[:]))! 10° — — — l —
10° -/'\%;-;‘ i
from numpy import sin, pi, linspace, random, fft o~ T
from pylab import plot, bar, show w0t | \‘\-\. T L : i
t = linspace(0,63,64) c N ]
X = sin(2*pi*t/64)+sin(7*2%pixt/64) swtt - -
y = x + random.randn(len(t)) #distortion o \‘\\,
¥ = & —
c = fft. fft(y) St N i
p = abs(c)**2; p /= 64. 5 ot Ll =0.S.L’I \—\‘\'"
plot(t,y,'-+'); show() § — w52 |\ \‘\_-\- :
bar(t[:32],p[:32]); show() & ool -09,L* S
= ~
= — 09,17 ‘ ™
1072} -0.95,L" .
095,12
3 .
) i 107 =099, L 1
. Ui —— =099,1% N
2 i | $ T 10 16 T 1 1 1 1 1 1 1 1
. | ‘b | f T 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ao 1L Polynomgrad n
VLR || N &
| .‘, AT '-t“ ! # 4‘::;l
= SRR O [ I
RS S Ul o
;‘%0 ’ + | : o A Ty T ‘:, | 1(‘ o
1; 4 | | + ’ 4 1: | + :
-1 f +y \ / ';:l 1‘” | + "
l 4 | : LI | L
il i + | il
-2 | | :‘ 1 i
[I,u 1 4
% %% % 0 : o o »
Sampling points (time) Coefficient index k

Abb. 2.2.14. Frequenzanalyse mittels DFT
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Die Trapez-Regel auf dquidistanten Punkten hat Ordnung 2, aber wenn wir sie auf

den 1-periodischen glatten (analytischen) Integranden anwenden

erhalten wir folgende erstaunliche Ergebnisse (als “exakten Wert des Integrals” ver-
wenden wir Tsgp):

1

16 =

V1 —asin(27t — 1)

. Trapezoidal rule quad: for 1./sqri{1-a"sin(2"pi*x+1))
10 T T T T v T T T
R" ey . —t- N
I- 4t ’-L.*_ s + + i S .
-2 K "y *
10° F . N\ -
St R
10.1 T "\\ - A -
— “ -8
o .
10 I
: R *
E * g
g 10" °
3 \ E
=3 =2
= N =
-10 T
10 '} N
N
10-I2 —— a=05
——2a-09 +-
a-0.95
== a-099
10’ 1 1 1 1 1 1 1 1
Q 2 4 [} B 10 12 14 16 18 20

Quadratur-Fehler fiir 77,(f) auf [0, 1]

Die Erklarung basiert auf der Tatsache,

no. of. quadrature nodes

Exponentielle Konvergenz!

nome vom Grad < 2m sind:

f(f) — 627T'ikt

Jo f(t)dt =

< 1 m—1 2mi
T‘m(f) - m Z €m
L =0

. O<a<1

for non-petiedic function

10°
— +
+
-+
- + —_ . " .
%
*'\ N/
- \ Yot
N\ o+
. * / .
-2 . N \ +
10 \ ¥
" e |
wt Y
.. "4
"b.__.* -,
107 T
-
.
4._“
-
107
—— a=0.5
—t—a=0.9
8-0.95
| ——a-0.99
107 1
10° 10'

no. of. quadrature nodes

Quadratur-Fehler fiir T,,(f) auf [0, ]

nur algebraische Konvergenz. . .

dass T}, exakt fiir trigonometrische Poly-

0, wenn k # 0,
wenn k=0 .
(2.2.13) ]0, wenn k ¢ mZ ,

1, wenn k € mZ .

g&' Clenshaw-Curtis Formeln

Die Quadraturformeln von Clenshaw-Curtis, bzw. Fejer, basieren auf der Idee der
Approximation des Integranden mittels Chebyschev-Polynomen. Fiir die Integration
beliebiger Funktionen wird die Variablensubstitution 2 = cos(#) verwendet. Hieraus
folgt:

[Vmﬂ=ﬁvmwmmwm

Wir definieren F'(8) := f(cos(f)). Da F(#) 2m-periodisch und gerade ist, lisst es
sich in eine Kosinus-Reihe entwickeln: F(6) = 377, ax cos(kf), woraus folgt:

T . T — . > T . 2ay,
F(0)sin(f#)df = 1 cos(kB) sin(0)df = o c0s(k6) sin(6)df = —.
A (0) sin(f)c ; Zauos( ) sin(6)c Z(Lk/(; cos (k@) sin(6)c Z 2
k=0 k=0 k gerade
(1.5.7)

Die Koeffizienten a; lassen sich mittels FFT ® oder DCT * berechnen.

Fiir die Stiitzstellen der Clenshaw-Curtis Quadraturformel gilt der folgende Satz,
den wir hier ohne Beweis angeben:

Theorem 1.5.4. Die Stiitzstellen der Clenshaw-Curtis Quadraturformel sind die

Extreme der Chebyschev-Polynome und die Nullstellen der Chebyschev-Polynome
2-ter Art.

Code 1.5.5: Clenshaw-Curtis: direkte Implementierung

Code 1.5.6: Clenshaw-Curtis: Gewichte und Knoten

DO
@)



Numerical quadrature of function 1/(1+(5t)*2) on [-1,1] Numerical quadrature of function sqrt(|t])

10° 10% 4
10 | 10° 4
5 -
g o
5 :
1077 | 10-% 4
107 { —— EquidistantNewton Cotes guadrature 1077 4/ Equidistant/Newton Cotes quadrature
—t+— Oenshaw Curtic quadrature —— Clenshaw Curtis quadr sture
—— Gauss quadrature —t— GaUSS quadrature

3 6 9 12 15 18 3 6 3 12 15 18
Number of quadrature nades Numiber of quadrature nodes

Fehler fir f(t) := ﬁ auf [0, 1] Fehler fiir, fo(t) := /T auf [0, 1]

Fiir Integrale der Form

/ab f(x) w(x)da

spielen verschiedene orthogonale Polynome eine wesentliche Rolle:

Quadratur Intervall | Gewichtsfunktion | Polynom Not. scpy.special.
Gauss (—-1,1) 1 Legendre P roots_legendre
Chebyschev 1 (—-1,1) 11—1'~ Chebyschev I | T roots_chebyt
Chebyschev IT | (—1,1) 1 —z2 Chebyschev II | Uy roots_chebyu
Jacobi a, 3 >1 | (~1,1) (1 —2)*(1+2)? | Jacobi P,E“‘B) roots_jacobi
Hermite R e’ Hermite Hj. roots_hermite
Laguerre (0, 00) r%e " Laguerre Ly roots_genlaguerre

Abb. 1.5.10. Gewichtsfunktionen fiir Quadraturformeln

DO
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Beispiel 2.1.13. (Richtungsfeld und Losungskurven)
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A= 20 .
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107
L\;O—l 102 Zeitschrittweite h 101
€ s (- &AV(H‘
37 “ — exact LTS-Eul  explizites Euler als \Ila b \Ilgb und Lie-Trotter-Splitting
---- LogSol
;?35;\:/: LT SS-Eul explizites Euler als lIla b \Ilh » und Strang-Splitting
—— LogSolve h/2 h/2 h
0.2 , — SsinSolve h SS-EuEl  Strang-Splitting: explizites Euler als W /% exaktes ®;
' —— LogSolve h/2 h/2
7 LogLolve hi2 transibted und implizites Euler als ¥,
/ 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200 LTS-EMP explizite Mittelpunkt-Regel als lIla b vl o» und Lie-Trotter-Splitting
13_0 et SS-EMP  explizite Mittelpunkt-Regel als W/ " \IJZ  und Strang-Splitting

Abb. 2.4.5. Einfache Splitting-Verfahren
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77

58def phiA(dt, u):

59 r*"" Operator A: Phi A(q,p)

60 INPUT:

61 dt time step

62 u : solution at the known time level t=t n,

63 3d array : u[0] = angle, u[l] =
=time

64 OUTPUT:

65 v solution at time u[2]+dt

66 L

67

68 vV = np.array([0.,0.,0.])

69 t = 1.*%u[2]

70 p = 1.*%u[l]

71 g = u[0] + dt*p

72 v = np.array([q,p,t])

73 return v

74

75def phiB(dt, u):

76 r*"" Operator B: Phi B(q,p)

77 INPUT:

78 dt time step

79 u : solution at the known time level t=t n,

80 3d array : u[0] = angle, u[l] =
=time

81 OUTPUT:

82 u solution at time u[2]+dt

83 o

84

85 v = np.array([0.,0.,0.])

86 t = u[2] + dt

87 g = 1.*xu[0]

88 p=u[l] + dt*(A*g+B*np.sin(q))

89 v = np.array([q,p,t])

90 return v

91

92def Approximate(T, N, yO, method="LT")

93

94 tspan = [0., T]

95 ys = np.array([y0[0],y0[1],0.])

96 a,b = S.build(method)

97 t, y = S.intsplit(phiA, phiB,a,b,tspan,N,ys,getall=True)

98 return t, y

QQ

i.e. y n.
angle velocity, u[2]

i.e. y n.
angle velocity, u[2]

f  name == " main ":
N SV = 5000
N 6 = 2500

y0 = np.array([theta 0, 0])

# #For comparison at sub-task d: uncomment once you have implemented odefun!
t 45, y 45 = ode45(odefun, (t0,T), yo0)
pE 45, KE 45, tE 45 = Energien(y 45[:,0], y 45[:,1])

# SV

#t SV, y SV = np.linspace(t0,T,N SV), 2*np.ones((N SV,2))*y0 #TODO: Compute t SV and y SV
method ss = 'SS'

t SV, y SV = Approximate(T, N SV, y0, method=method ss)

pE SV, kE SV, tE SV = Energien(y SV[:,0], y SV[:,1])

# order 6

#t 6, y 6 = np.linspace(t0,T,N 6), 2*np.ones((N 6,2))*y0 #TODO: Compute t 6 and y 6
method 2 = 'BM63'

t 6, y 6 = Approximate(T, N 6, y0, method=method 2)

pE 6, kE 6, tE 6 = Energien(y 6[:,0], y 6[:,1])

—— ode45s
1072 4

1073 4

1074 4

1075 4

1073 A

107 1

10-7

10—8 4

10-10 4

10-12 4

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
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Slides/p2_InterpolationApproximation/ch3_Trigonometricinterpolation/python/DF/waveeq04IwB.py

wave2d02.py
dataEnv16AsymDicht
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ayp daypp aps X1 a11X1 +dpXy +d13X3
Ax = ajz) djzp dazs X2 | = |[d21X] +d20X2 +d23X3
X3

asp asp ass az|Xy +azx +aszxs

Definition 1.1.0.6. Matrix mal Vektor Multiplikation

Das Ergebnis b der Multiplikation einer Matrix A mit einem Vektor x (in dieser Reihenfolge) ist die
lineare Kombination von den Spalten der Matrix A mit den Koeffizienten aus dem Vektor x.
Diese Operation ist nur dann moglich, wenn die Matrix A genau so viele Spalten wie der Vektor x
Eintriige hat.

AX = xja; + xpa> + x34a3.

Definition 1.2.0.1. Obere Dreiecksmatrix

% | Die obere Dreiecksmatrix hat unterhalb der Hauptdiagonale nur Nullen
0 und beliebige Zahlen oberhalb. Sie wird oft mit U fiir das Englische
“upper” oder R fiir das Deutsche “rechts” notiert.

m—
v

Definition 1.2.0.2. Untere Dreiecksmatrix

O | Die untere Dreiecksmatrix hat oberhalb der Hauptdiagonale nur Nullen
und beliebige Zahlen unterhalb. Sie wird oft mit L fiir das Englische
“lower”, oder das Deutsche "links” notiert.

Definition 1.2.0.3. Diagonalmatrix

Die Diagonalmatrix hat nur auf der Hauptdiagonale Zahlen und sonst
O | iiberall Nullen. Sie wird oft mit D notiert. Eine wichtige Diagonalmatrix

1.0
fe ist die Identitidtsmatrix I = [0 g 1] , bei welcher alle Diagonaleintrige

Eins sind.

Definition 1.2.0.4. Tridiagonalmatrix

0
\ Die Tridiagonalmatrix hat eine Hauptdiagonale und zwei direkt anlie-
0

gende Nebendiagonalen mit Zahlen und sonst iiberall Nullen.

P At A eewas eeane w =t waL wasy vy ees s A aaww e = T =

Bemerkung 1.6.0.1 (Die Gauss-Elimination liefert die LU-Zerlegung)
Die Gauss-Elimination einer Matrix A, bei welcher keine Zeilen vertauscht werden, die liefert zwei Matrizen
L, U mit der Eigenschaft, dass

A =LU.

Falls bei der Gauss-Elimination auch Zeilen vertauscht werden, so bekommt man noch eine dritte Matrix P,
die Permutationsmatrix, und es gilt

PA =LU.

-

Die Matrix A wurde also in eine untere Dreiecksmatrix L und eine Matrix mit oberer Zeilenstufenform U
zerlegt; dies wird LU-Zerlegung oder auch LR-Zerlegung einer Matrix genannt.

Bemerkung 1.6.0.2 (LGS lost man mit der LU-Zerlegung, nicht mit der Inversen)
Wo miissen wir bei der Gauss-Elimination am meisten Rechenarbeit leisten?
Wenn ein LGS Ax = b gelost werden muss, werden die folgenden Schritte gemacht:

Ax=b—— PAx=Pb — L Ux =Pb.
——
y

A=LU=LDU.

Die Eintrige von D sind die Diagonaleintrage d,, d», .
von U, wobei die i-te Zeile aber durch das dazugehorige d; geteilt wurde:

_dl 0. . 0~ 1'121_112 ........ %
0 . = o .
0......: 0 d,,_ 0....... 0 |

~J

.., dy von U. Die Eintrige von U entsprechen dener



LDU-Zerlegung symmetrischer Matrizen

Die transponierte Matrix AT von A lisst sich also schreiben als:
AT=U'DL".

Wenn wir guch ngch die Annahme treffen, dass die Matrix A symmetrisch ist, dass also gilt A = AT so haben
wir L' = U und U" = L, denn wir haben gesehen, dass die LU-Zerlegung einer reguliiren Matrix eindeutig
ist.

In diesem Fall liefert die Gauss-Elimination die folgende Zerlegung einer symmetrischen reguléren Matrix:

A=LDL'.

Cholesky-Zerlegung

Wenn nun auch noch gilt, dass alle (Pivote in der Gauss-Elimination) dy, .., d,, > 0, so kann fiir die symme-
trische Matrix A die sogenannte Cholesky-Zerlegung definiert werden.

Fiir diese Zerlegung wird D in zwei identische Matrizen zerteilt D = VD VD mit
Vdi. 0
R

Dies wird nun mit der LDU-Zerlegung von symmetrischen Matrix kombiniert um eine weitere Zerlegung
zu erhalten:

A=LDL'=LVD V/DL'=R'R
S S——
R’ R
A=R"R,.

Das R ist eine obere Dreiecksmatrix. Diese Zerlegung von A in R" R ist die Cholesky-Zerlegung. Die
Cholesky-Zerlegung hat wichtige Anwendungen in der Statistik, in der Physik und in der Numerik. Man kann
die Symmetrie der Matrix A ausnutzen, um die Cholesky-Zerlegung mit nur einem Drittel der Operationen,
die man fiir die standardméssige Gauss-Elimination braucht, zu realisieren.

Definition 1.7.0.1. Orthogonale Vektoren

Zwei Vektoren x, y € R” (keiner davon darf Null sein), heissen orthogonal, notiert als x L y, falls

x.y)=0.

Definition 1.7.0.2. Orthogonale Matrix

Eine reelle n X n Matrix A heisst orthogonal, wenn
ATA =1.
Eine komplexe n X n Matrix A heisst unitir, wenn

A"A=1.

Satz 1.7.0.6. Erhaltungssatz

Orthogonale Matrizen verdndern Lingen und Winkel nicht.

cos¢ —sing
21 D(¢) = [sin(b cos ¢ }
d
dy +--- . g
X2 ko /o :‘10-—- X ? }
P 1..()..' ......................................................... 0
+ + > X1 0 . :
0 dy M1 L :
.0 :
: 1o :
x3 ' 0 cos 6 Oeevvneniiiane, —sing
0 | O 0
(0] X2 ' :
D;j(¢) = :
¥ d :
X1 X 0 00 0
sing  Qeeveiiiiiiiin cos ¢ 0
; 0 1 :
: 10
05+ i L 0 1

—i-te Zeile

«— j-te Zeile
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Man verwendet die folgende Konvention fir die Givens-Drehungen(K = R):

G:7 —

( p=1

<1 = o=2p,

L ol >1 = y=2/p, oc=+1-17%.

ify=0,

p = A 3 sign(y)o, ifNa| < v,

L,
speichere
2 sign(o) /7,
= 7 =0, oc=1
v=V1-0o?

if o] > |7].

Man speichert die Rotationsmatrix Gy;(ab) als (7,7, p), was effizient ist, falls die

Matrix A diinnbestetzt ist.

Definition 1.7.0.13. Householder Matrix

’
’

z

X3

\

\ X]

AY
llylle:

Q = I - 2uu’ ist die Householder Matrix, welche einen Vektor an einer Ebene mit normalen Vektor
u spiegelt. Der normalen Vektor u muss Norm 1 haben, falls dies nicht der Fall ist, muss anstelle von
u mit - gerechnet werden.

[l

Definition 1.8.0.1. QR-Zerlegung

Die QR-Zerlegung ist die Zerlegung einer Matrix A in eine orthogonale Matrix Q und eine obere

Dreiecksmatrix R, so dass A = QR.

~J
O



oSO
S * ¥

Q:Q A=

* * ¥ ¥
* ¥ ¥ X

0 0

- .

Satz 1.8.0.6. QR-Zerlegung einer allgemeinen Matrix

Fiir jedes A € R™" mit m > n und Rang(A) = n gibt es eine eindeutige orthogonale Matrix

Q € R™™ 50 dass
R
a=eli|

mit R obere Dreiecksmatrix mit allen Diagonalelementen > (.

Falls alle Diagonalelemente > 0 dann ist R die Cholesky-Zerlegung von ATA.

A"A=[R" 0] Q'Q m ~R'R+00=R"R.
N——

|

Gram-Schmidt:

qr - q1 = ﬂ%ﬁvl

= vi =|villgr = {q1,vi)q1.
g2 ca=va=Pyva=va—{(qi,v2)q
2= e

= 2 = |le2llg2 = (g2, v2) g2
= v2 =(q1,v2)q1 +{q2,v2)q> .

qgz: 3= Vi = Papantgran V3 = V3~ (q1,V3)q1 = (42, v3)q2
q3z = ﬁ
= 3 = ||c3llg3 = (g3,v3)q3
= v3 = {(q+,v3)q1 +{q2,v3)q2 +(q3,V3)q3 .

Qn—l Q2Q1A:R — A=QR

ekl
= ¢k = |lekllge = {qx, vi
= Vi ={q1,Vk

qk

[ qlvl q1V2 """ qlvl\
I A 0 givaeeo vy
Vi Vpooooo. Vil=1lq1 Q- - qx ' . | :
IR B R e
Ag k. Qx R, o
i \\"K
n ‘ .
-
nxn nxn 7% n
| ’ | | LRI %
\ S EREREE Vol =|qr- - qn
| | | NI
An Qn Rn

0.9)
-



10° || =+ Householder
»—x Gram-Schmidt

102 || «#—e m. Gram-Schmidt

107+ |QTQ - L

Bemerkung 7.1.31. Es gibt mehrere Moglichkeiten, die QR-Zerlegung einer Ma-

trix A zu berechnen:

1) Der modifizierte Gram-Schmidt Algorithmus orthogonalisiert A via triangulare

14

16
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20

GQJ@LQI—\ 24,2, . =
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- G
L= 24 -
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T
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L I D
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et
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((.g / Qqu(lua.gg)[a[!lak send

, bl

Operationen (obere Dreiecksmatrizen); Vorteil: wir kénnen frither authoren

und haben schon die ersten orthogonalen Spalten. Nachteil: die Stabilitat ist

nicht garantiert.

2) Orthogonale Transformationen (Householder-Spiegelungen fiir eine vollbeset-
zte Matrix oder Givens-Rotationen fiir eine diinnbestetzte Matrix) triangular-
isieren A; Vorteil: Q ist orthogonal trotz Rundungsfehler.
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Die entsprechende Python-Funktion ist: scipy.linalg.svd.

Satz 8.1.0.1. Singulirwertzerlegung (Singular Value Decomposition/SVD) full matrices=False: sparsame SVD:
Sei eine Matrix A € R™" beliebig. Es gibt zwei orthogonale Matrizen U € R und V € R™" [ | [ |
sodass:
A=UZV', (8.1.0.2) _ - -
wobei die Matrix X = diag(o,0,...,0p) € R™" (p = min(m, n)) die Singuldrwerte der Matrix A >
auffasst. Die Singuldrwerte stehen auf der Hauptdiagonale von X und sind der Grosse nach absteigend A = U v

geordnet: o ist der grosste und o, ist der kleinste Singuldrwert:

o202 ...20,20. (8.1.0.3) ) T )
n m n n - - - -
() T . ..
0 vl | n Komplexitat:
2mn? + 2n® + O(n?) + O(mn) fiir s = svdvals(A),
A | = U m m 4m?n + 22n® + O(mn) + O(n?) fir U,S,V = svd(A),
O(mn?) + O(n?) fiir U,S,V=svd (A, full matrices=False),m > n.
)y
columns :/ONB of ImA rows = ONB of kerA
n m n n r 1 | / TITR ] /
AL |
m A = U m Y |m B ! v I —
VT ’1 ) 0 0
vH b ot U 011(1\1
V] — T \ Y — x| \
CA O i Py
n n n n * j \/ [ 1 o2 \
\\ V2 _ L
_—
> ; N
n A = U n n v’ n |
A=UxV”

0.0
(N)



Satz 8.1.0.4. Fundamentalsatz der linearen Algebra - Teil I1.

Mit den Notationen aus der Singuldrwertzerlegung gilt:

1. Vys1, ...,V ist eine Orthonormalbasis vom Kern von A;
2. Vi....,V, spannen das Bild von A" und heissen rechte Singuldrvektoren von A;
3. uy,...,u, spannen das Bild von A und heissen linke Singuldrvektoren von A;
4.
uwAv, =0y, ulAv, = TAV, = 0, ;
1 1 = 1> 2 2_0-29'-'9ur v)'_o-)',
5.

1
u = —Av; = Avy =o0u
al

|

u, = —Av, = Av, =0,u,
oy
Av,;1 =0
Av, =0.

dim (Bild AT)

dim (KernA)

dim (KernA") =m—r

0.0)
o



8. Ausgleichsrechnung
/W

8.1 Lineare Ausgleichsrechnung
NN AN s s

Mo dull ¢ e'Rﬁ, c eil

T s 1} — )y hn
R>b=dt+c telR
Gemessen . b, L L
- 4, Z -, 7
— r‘L
= oo o =) [=| ¢ Rﬁ&c"olum'_\
T - s
(} t/w\ + C/E’W‘ (ﬂh >

e

3 s
min _{|r||"+...+|r = min E ti+qg—bi|".= min E l-g+tp+qg— Dbl
pe]R”,c/e]R{l 1| 7|} peRMgeR Z p'ti+g il 4R peR” I1-q Ptq il

4 = 1+ 1

R
min ||Ax — bl|».

| t% b» xeR"
A = 2op=|
l tjn_ b m |

Definition 5.1.0.2. Lineare Ausgleichsrechnung als lineares Gleichungssystem

Sei eine m X n Matrix A und der Vektor b mit m Eintrdagen. Gesucht ist ein X, so dass

|AX = b||2 = min [|[Ax - b]|>.
xelR”

020)
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Beispiel 5.1.0.4 (Modell im Unterraum)

Sei f €V, wobei V ein co-dimensionaler linearer Raum (z.B. L?) ist. Sei nun V, c V ein endlich-
dimensionaler Unterraum. Wir wollen eine Funktion f, € V, finden, die f € V im gewissen Sinne ap-
proximiert.

Sei by, ..., b, eine Basis in V,,. Das Ziel ist also:

n

f=f =ijbj~

J=1

Ist das System z.B. zeitabhingig, so wihlen wir eine zeitabhéngige Basis:

n

OEFACEDIEIHOR

— J=l A

Verwenden wir nur die Werte/Messungen y; = f(#;), so bekommen wir sehr einfach eine Approximation: Fiir
die gegebenen #;,y;,i = 1,2,...,m, finden wir die Koeffizienten x, .., x,,, sodass die Summe der Quadrate

der punktweisen Approximationsfehler
m

D) =il
i=1

Nehmen wir beispielsweise an, dass V = L2(0,1) = {f : [0,1] — ]R,/O1 |f(£)|?dt < oo} und wihlen die
Basis der Monome b;(#) = t~!, so dass wir V durch eine Polynommenge & beschreiben kénnen (V,, = %,).

Dieser Ansatz produziert dann das »beste« Polynom p, vom Grad maximal n — 1, so dass die euklidische

Norm des Residuumsvektor
m

Z Ipn(ti) - yi|2
i=1

minimal ist.

VARV

041
0.5

2r 1.2
," 1/(14653) Function f
1 ! = = = Interpolating polynomial = = = Chebychev interpolation polynomia
] l| . 1 ,m
e ! /N
1.5 ) |I - ,“‘,. K““
[ Ul )
P P o8l N \\
I ! [ 1/ "
1h ! L ' .‘n“
- ' 06} 1/ \
" P '/ "
1 1 ',""‘ "-..\
\ ' ; /i
! 1 1
! [ 1
! 1 1
' 1 1
! |

0.2}f // \
P 4 ‘ e

Abb. 3.4.18. Aquidistante Stiitzstellen Abb. 3.4.19. Chebyshev-Knoten

Definition 5.2.0.1. Normalengleichung

Die Gleichung
A"Ax =A'b

heisst Normalengleichung.

Satz 5.2.0.2. Losung der Ausgleichsrechnung mit der Normaleng%]jmg

Sei eine Matrix A € R™" gegeben. Falls der Rang dieser Matrix gleich n ist, so ist A"A invertierbar.
In diesem Fall hat die Normalengleichung also genau eine Losung, die die Losung des linearen
Ausgleichsproblems ist.

Q0
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8.2 Lineare Ausgleichsrechnung: via orthogonaler Transformationen

Wir schauen uns eine Alternativberechnung an, um numerische Fehler fiir grosse Matrizen zu vermeiden.

Dazu bedienen wir uns wieder bei der QR-Zerlegung:
Das Residuum r = Ax — b wird als eine weitere Unbekannte behandelt. Man kann

A=QR=0Q R ' die Gleichung (8.1.4) folgendermassen umschreiben:
0 I A||r b
H _AH r_ |- _
e I e [ T
Wenn die m X n Matrix A Rang n hat, dann hat die m x n Matrix R auch Rang n, so dass die ersten n Zeilen
eine n X n invertierbare obere Dreiecksmatrix R sind. Q ist eine m X m orthogonale (bzw. unitdre) Matrix: Allgemeiner definiert man r := é (Ax —b), wobei a > 0 gilt; dann kann man in
Q'Q =1, bzw. Q"Q = L. Da orthogonale/unitire Matrizen die Ldngen nicht verdndern, haben wir: Gleichung (8.1.5) die Matrix B durch
min || Ax — b||3 = min |QRx — QQb||; = min |Q(Rx — Q"b) |3 B, — | 4 A
xeR” < xeR» < xeR” - a T |AH 0
= min ||[Rx — Q"b||3.
xeR" | Qbll2 ersetzen. Dabei wihlt man a so, dass x(B,) minimal wird. Die Umformung (8.1.5)

von Gleichung (8.1.4) sowie ihre Variante fiihren bei diinn besetztem A wieder zu
einer diinn besetzten Matrix B, und sind somit mit Hilfe von effizienten Verfahren

Definieren wir nun einen neuen Vektor b = Q"b. Wir fassen die ersten n» Komponenten von b im Vektor ¢ fiir ditnn besetzte Matrizen 16sbar.

zusammen und konnen dann die Block-Matrix-Schreibweise verwenden:

_ o~

b; |
: C
— xl —~ - - 10" T T T T
) R|]| . b, 5 , Rx bpsi| ) - conjz(/;L )
min || =15 | lI5= min || -1 . |1z Ml —— oA
xeR” 0 bus1| °  xeRn 0 : < " ___ cond,(B) )
Xn . ’l; _condy(B) L= ﬁ';rmh}_
: | Vm | 10 E 3
Bm B - 10°
- 14+e€¢ 1
-~ ~ f— —_— 10 |
e e A 1—e 1| .
. blH-l o) . fy o) - ) -~ 1 6 6 "
= min ” . ”5 = mln(”RX_c||§+Ibn+1|~+-'-+|bm|‘-) - - °
xeR” : xelR” o'
e /\/\/WV\
bm ] 10105 1ol‘ 1(;3 1(;2 10 10°
T2 T2
:0+|bn+]| +---+|bm|
falls st. Wir sehen, dass in der letzten Gleichung die Terme ab Z,,H unabhingig von x sind. Dieses x

ist somit die Losung im Sinne der kleinsten Quadrate, wobei der Fehler gleich der Norm des Residuums ist.

0
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|Ax - b|, = [[USVZx - b||, = |[EVx — U"b|,.

Wenn rank(A) = r < min(m, n), dann

2, 0
==Vl

und alle Zeilenvektoren v; der Matrix V, fiir die gilt: j > r, liegen im Kern von A.

Ahnliches gilt auch fiir die Matrix U. Beide werden folgendermassen unterteilt:

3, 0 vH
N T
) _ ) f 1 IRE
| "
A _ U, U, V_lﬁ_ ,
| o Va

L~ —\

mit je orthonormalen Spalten in den Matrizen Uy, Uy, V) und Vj:
Ul c KMXT,UQ c Kmxn—r7vl c Knxr}vQ c Knxn—r )

Damit gilt fiir das Residuum:

>, 0] [VH
Iax -l = v [ 0] [Vh] x-»

CI[= V] [ufb
- 0 Ullb

2 2

Somit wird das Residuum genau dann minimal, wenn
. Viix =Ul'b & V{’x = & Ub, (8.1.8)
wobei ¥ = diag(

HU? b2||2. Wir definieren nun

x =V, X Ub, (8.1.9)

Definition 8.2.2.1. Pseudoinverse nach Moore (1920) und Penrose (1955)

Sei A € R™" gegeben und sei UZV" ihre Singulirwertzerlegung.
Die Pseudoinverse (Moore-Penrose) ist dann definiert als:

AT = veigH

mit der n X m Diagonalmatrix:

IAx]| = [UEV'x]]; = [[IZV'x])3

21 Tol2 4 21T w2 2
= o |ViX|" + o5 [Vix| 4. ..+ 07| v, x] .

|All2 = max [[Ax]|> = max [[EV'x|> = max |[Zy]l>.
Ixll2=1 lIx||2=1 Ix][2=1

2 2 2 2 2
IZyll3 = oilyil”+... + o]y
0'2 0'2
2 2 2 2 g 2
= 0-] [|y1| + 7|}"‘2| +...+ ")|}"'I‘| ]

21112
< oyllyllz-

0.9



%humﬁsal.q‘, Bﬁ\g . p&lv /L'jlfb(

1
. 4
IAX|, o 0 Ol 2>200...20,> 041 =>...20>0.
I|A|[, = max = o erreicht firx = V|V| = v;.
xeR" ||x]|,
¢ Satz 8.2.6.2. Beste Approximation an einer Matrix: Schmidt 1907 wiederentdeckt von Eckart
0 1933 und Young 1936
Sei A € R"" beliebig. Fiir jedes k < Rang A gibt die abgebrochene Singulirwertzerlegung
k
Definition 7.3.0.11. Konditionszahl Av =) ojuyv]
Die Konditionszahl einer invertierbaren Matrix A ist /=
A \ l die beste Approximation von Rang k an A im Sinne von:
k(A) — “A_lllz — dmax . _: %‘" ) -
A=,V dmin r 1A~ Acll= min [|A~B|| = 0.

Rang B<k

wobel dp,x das grosste und d i, das kleinste Eigenwert von AP A sind.

Dabei kann ||-|| die euklidische, die Frobenius oder Nuklearnorm der Matrix sein.

[S—

Definition 8.2.3.2. Wichtige Matrizennormen

IAX], . 0

max = o erreicht fiirx = V|| = v,. o ]
§zerR{" } I1x]], . Sei A eine m X n Matrix.
X¢span{v . . . 30 . . .
Pt 0 Die euklidische Norm oder (wie gerade bewiesen) auch Spektralnorm ist
N 1]l
[|A]l; = max ———= = o7 .
x#0|x]|

0] Die Frobenius Norm ist

Ax . 2
max lAx, _ o3 erreicht firx = V| 1| = vs, IAllF = Z |Ai ;1> = Spur(ATA) = \/"'12 +OY .+ O
xeR" - [[x]] : Ay

x¢span{vy,va2}

Die Nuklearnorm ist
|Ally =0o1+0m+...+0,.

0.9)
0.0)



Satz 8.2.3.3. Niitzliche Ungleichungen zwischen Matrixnormen

Fiir A € R™" von Rang r gelten die Ungleichungen:

und ausserdem:

IAll, < [IAllF < VrllAll
IAllF < IAlly < VrllAll
”A”ma\' < “AHZ < Vm””A”ma.\‘

1
—Alle < Al < Vm||Allo
\/Tz“ llo < lIAll2 Al
1
_m”A”l < lAll, < VallAll,,

\/_
Al < VIIAlL Al -

0.9)
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9.2 Haulo{ koL,,fown le. dlgga FcA = 7* Cka}m( Cozﬁ-@-}M G A'@%w
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% /L( Lineare Ausgleichsrechnung mit linearen Nebenbedingungen
'0

%x),\ ™

AR mome Rang 8 ”D
L er™ |
c el asps c P

H@(/LOJLQ :

o |
L(x.m) = S| Ax - b|2 +m"(Cx —¥d)

Lase

\

Moin | Wt (e 2, )
N
2R [ e

. 34‘4@‘ ru..(«‘: Z

oL
—(x,m) =0
o
‘—(X,m):()
om
-
AT(Ax-¢)+C'm=0
Cx-d=0
ATA C'||x 3 A'b
C O0|lm| | d

Lagvm«ac “utﬂ'/o(t'léafo Fen @ e/,{ﬁ

O
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MQ/‘H/\O(/IQZ,: g(}kjulavwezl/h&kle&uua Vo g* VDrﬁl('('- S'&L(‘/d,k

,\t\\.— VT p% (= P E_/_‘ lVCoL)lux('. S(ru k(ay V o é /(‘7»‘}'\‘ *l(f,/\f‘
> 7 Cc=u[x 0] lw‘ B v dit

i o bUO\,Ja,\
? .

L e —9)
xo =V, 2 'Ud
wj B Y,
~—C /C«—\ C
Su dhe . X = X0+ Voy 0

b

—
C}: g/l(‘,“’ é(\,/}y)

L T

i (——t <A T = = NQ/LLﬁéQ”l"“u‘c'sﬁ Vo
:Ejg \'/4T U‘J:UBZQA) 32

Vil = Ause. X e2olt erfolly
IAX — b]|? = ||Axo + AVay — b2 = |AV,y — (b — Ax)||2
7! ANAA_~
fest

frec
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neb Tebo Ay,
WA rechfe Secte _lf'/j_’fa

@)
M~



'y ,
8.5 Nichtlineare Ausgleichsrechnung FC'V x “/LOS‘-tba Vo %..ﬂ :
W NN NN N

Mode L : §4f>§?<:a
7567&% Pavw,.cﬁer) ous messquau\
T Lesh’mn,,e,\

Mesg u‘uau\; ,fz(fo) 7_5»: 90\ Pﬁk [—.;7,2,__‘)")’)’\

Rt duin: e -w]
F(x) ; B

f(tma X) — ym_

xFD) = x®) — (D grad ®(x)) " grad ®(x)

OA@Y:
x(k_m \ (1e)

L x =)

—

Aufgabe (nichtlineare Ausgleichsrechnung): Finde x € R", so dass

m 1 ‘ € Mewton — Eorrek fuv- Gy Aee Léj
(Z | f(ti,u) — yi|2> = argmin 3 ||F(u)|\§

X = argmin

ucRkn B ucRkRn —//
1=1 W
¥ T
D) H¢@W‘Q::f(§% F (x®)

@)
Ot



/‘H/fu N@LC e é&u Ss.-//VLW'{O’—\ — \/6\/7f¢L /‘ e

t)ld: ((m~eayisiere F Aw Q-

F(x)~ F(y)+ DF(y)(x—y)=F(y) +Jr(y)(x—y)
= F(y) +Jr(y)x—Jr(y)y

Liveare Vus(‘g,,\ You [ Sfo./aro( LSQ

N P

. |
argmin — ||F(x)]|§ ~ argmin - ||[F(y) + Jp(y)x — Jp(y )y||2 — algmm — [|[Ax — b||2
XER™ 2 xXER™ 2 xXER™

F+l — xF — s und y = x*, dann erhilt man

Atlec F"") Vo F

. T A — | ersle
argmin — HF (xF — z) H A2 argmin — HF o) (Xk — 7 — Xk)H
zER™ zER™

= argmml HF Jp(xk)zH
zER™

Setzt man x = X

r

AN ~—

+ code

hk&‘[”(w’ Vo g)a)/c;gP(

x* ) =x® —s mit s := argmin || F(x") — Jp(x(k))zHi.

zcR™

/\/\W

O
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1.136 - )
101
10.08
1.135 1 13
(o] -
8.40 X 102
1.134 - 1.12
6.72
3 1073
1.133 A 1.11
5.04
1074
1.132 -
- 1.10
1075
1.131 - 1.68 109
: . : r . r . T . 0.00 10-6
0.429 0.430 0.431 0.432 0.433 0.434 0.435 0.436 0.437 0.40 0.41 0.42 0.43 0.44 0.45 0.46 0.47
X1 X1
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start optimisation
standard: BFGS
message: Optimization terminated successfully.
success: True
status: O
fun: 0.08322427869240534
x: [ 1.007e+00 1.000e+00]
nit: 8
jac: [ 2.557e-06 -1.062e-07]
hess inv: [[ 2.463e-01 -1.206e-01]
[-1.206e-01 3.300e-01]]
nfev: 36
njev: 12
standard BFGS, jac = 3-point
message: Optimization terminated successfully.
success: True
status: O
fun: 0.08322427869242109
x:[ 1.007e+00 1.000e+00]
nit: 8
jac: [ 2.562e-06 -9.856e-08]
hess inv: [[ 2.463e-01 -1.206e-01]
[-1.206e-01 3.300e-011]]
nfev: 60
njev: 12
tnc
message: Converged (|f n-f (n-1)| ~= 0)
success: True
status: 1
fun: 0.08322427883444601
x: [ 1.007e+00 1.000e+00]
nit: 6
jac: [ 1.973e-05 -1.765e-05]
nfev: 105
least_squares: standard, i.e. trf
[1.00900421 1.02286028] ftol" termination condition is satisfied. 24 15
least_squares: Im
[1.00900588 1.02285591] ftol" termination condition is satisfied. 60 None
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computed till time: 1.264252850570114
start optimisation

u=0.34, y;=0.001, y,=0.001, =0.001 - brute random search with 1000 samples... ----—----
RuntimeWarning: invalid value encountered in scalar divide
dudt[3] = (fric*(u[1]*u[2]**2 - R*dudt[2] - g*np.cos(u[0]) - igam1l/m*A*B) - R*dudt[2] - g - igal

Trajectory of M
» [0.33720436 0.00101525 0.00463321 0.00400535] 0.007009948080765383

P

/£ N 03] % run L-BFGS-B...
\ \ /usr/lib64/python3.11/site-packages/scipy/optimize/_ numdiff.py:576: RuntimeWarning: invalid va

\ \ ~0.4 1 X df = fun(x) - f0
|
/

standard: L-BFGS-B
! message: CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF F <= FACTR*EPSMCH
success: True
status: O
, \ fun: 0.007009948080765383
y, 0.7 4 | x: [ 3.372e-01 1.015e-03 4.633e-03 4.005e-03]
\ nit: 1

/ 08 jac: [ 1.295e+03 -1.309e+02 1.446e+00 -5.657e-02]
oil ' \ - nfev: 15
njev: 3

4
f
N
Ry
y2

—06 04 ;10‘2 0.0 0.2 00 02 04 O'i 08 10 12 hess_inv: <4x4 LbfgsinvHessProduct with dtype=float64>
error = 0.005481623309378464

A 2 A3 run TNC...
2R p F /scratch/users/gvasile/LaTeX _doc/Numcourses/NumPhys/Vorlesungen/Prepare/paramode04.py:46

0.1+ [ ) dudt[3] = (fric*(u[1T*u[2]**2 - R*dudt[2] - g*np.cos(u[0]) - igam1l/m*A*B) - R*dudt[2] - g - iga
Vo TNC

i message: Max. number of function evaluations reached
V| success: False

/ , \\ status: 3

] —0.27 / fun: 0.006952453003604948

f 031 ‘ x: [ 3.372e-01 1.017e-03 4.634e-03 4.005e-03]

} ' / nit: 5

/ jac: [ 5.774e+03 2.250e+03 5.773e+03 1.276e+02]
/ nfev: 505

=051 PV’ error = 0.005484330850227615

Y2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 run Least Squares TRF.....

‘ ‘ least_squares: standard, i.e. trf
[0.33701153 0.00101449 0.00482116 0.00707985] "xtol" termination condition is satisfied. 1¢€

error = 0.007777984926671802
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Recap:
message: CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF F <= FACTR*EPSMCH
success: True
status: O
fun: 0.007009948080765383
x: [ 3.372e-01 1.015e-03 4.633e-03 4.005e-03]
nit: 1
jac: [ 1.295e+03 -1.309e+02 1.446e+00 -5.657e-02]
nfev: 15
njev: 3
hess inv: <4x4 LbfgsinvHessProduct with dtype=float64>
error = 0.005481623309378464
message: Max. number of function evaluations reached
success: False
status: 3
fun: 0.006952453003604948
x: [ 3.372e-01 1.017e-03 4.634e-03 4.005e-03]
nit: 5
jac: [ 5.774e+03 2.250e+03 5.773e+03 1.276e+02]
nfev: 505
error = 0.005484330850227615
[0.33701153 0.00101449 0.00482116 0.00707985] "xtol" termination condition is satisfied. 16 9
error = 0.007777984926671802
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Wikipedia:

Name 4 Plot

Identity

Binary step [

Logistic, sigmoid, or o

soft step

Hyperbolic tangent
(tanh)

Soboleva modified
hyperbolic tangent
(smht)

Rectified linear unit
(ReLU)[10]

Gaussian Error Linear
Unit (GELU)2] al

Softplus!1]

Exponential linear unit
(ELU)22] L1

Scaled exponential
linear unit (SELU)!13]

Leaky rectified linear
unit (Leaky RelU)[14]

Parametric rectified
linear unit (PRelLU)15!

LSRN

Sigmoid linear unit
(SiLU,[2] sigmoid
shrinkage,[16] SiL,[17]
or Swish-1[18])

Gaussian

Function, g(z) s

0 ifz<O
1 ifz>0

. 1
o(@) = LG

et —e®

et +e*

tanh(z) =

et — e—b.t

smht(z) = e + e-dz

(2)F = 0 ifz<0
z ifz>0

max(0,z) = 21,9

e

=z®(z)

In(1 + €%)

ae®—1) ifz<0
z ifz >0
with parameter «
A\ ale® —1) ifz <0
x ifz>0
with parameters
A = 1.0507 and o = 1.67326

0.01z ifz<0
T ifz >0
ar ifz <0
z ifz>0

with parameter «

Derivative of g _

’ g’(.’l:)
1
0
9(z)(1 — g())

1—g(z)®

0 ifz<0
1 ifz>0

®(z) + z¢(x)

14+e®

ae® ifz <0
1 ifz >0

A ae® ifzx <0
1 ifz >0

ife <0
ifz >0

a ifz<0
1 ifz>0

l1+e®+ze™
(1+e2)?

a2
—2ze

Range L4

(—00, 00)

{0,1}

(0,1)

(—Aa, 00)

(7001 OO)

(—OO, OO)

[~0.278...,00)

(0,1]

Order of
continuity

COC

C—l

c™

C‘x

c>

c>

COC

! ifa=1
C% otherwise

CU

C‘x

CDC

a
4
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A
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+ stetige aber stlickweise lineare Funktionen
=> viele Parameter maoglich, leicht zu berechnen

+ Nacheinanderausfuhrung => deep network
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ML funktionoert am besten, wenn das Problem unterdeterminiert ist
ML funktioniert gar nicht, wenn das Problem uberdeterminiert ist: overfitting!

Kunst von K.lI.= aus der grosser Menge moglicher Losungen finde eine,
die sich auf neue Daten/messungen sich verallgemeinern lasst

2012: ImageNet: 1.2 Milionen Bilder; AlexNet verwedete 60 Milionen Gewichig
(5 Tage GradientDescend)
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SchlUsselideen fur DNNs:

+ Nacheinanderausfihrung (go deep)

+ Kettenregel (Ableitungen nach Parameter sind maoglich)
+ Stochastik Gradient Descend

+ Backpropagation (schnelle Kettenregel)

+ Nichtlinearitat der Aktivierungsfunktion
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Optimiereung
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Methoden: GD, ADAM, SGD, AdaGrad, GDM, RMSProp, etc.

L-BFGS-R 2. ordnung, kann mit Batches arbeiten aber meistens zu teuer
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NN learned the solution given by solve_ivp

Solution via PINN only

Solve the
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration

ODE

0
100
200
300
400
500

Time
A NN can learn the solution...
with a PINN

objective
objective
objective
objective
objective
objective

4.
.6899595433185512
.5256140910911087
.30172420828432256
.06713165176847836
.020769341937793753

[oNoNoNoNO)

using adam
901094881441509

U4

2dC/dt

Laguv Lf‘”, R’S])lk:h

</

[;\1'§1‘\5T§S N (1f’1:~’7é'is
é;/c>Dc> 572795

\\\\___25 O

<00 Sﬂh/ss

Sum of the derivatives should be 0

-2

0.010 A

0.005 A

0.000 A

—0.005 A

—0.010 -

—0.015 -

—-0.020 -

0.2 minutes elapsed this time. Total time = 0.19 min. Total epochs = 501.

Solution via PINN only

1.0 1

0.8 A

0.4

0.2

0.0 A

0.0075 -

0.0050 -

0.0025 -

0.0000 -

—0.0025 A

—0.0050 -

—0.0075 -

Time

Sum of the derivatives should be 0

10

Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration
Iteration

2300
2400
2500
2600
2700
2800
2900
3000
3100
3200
3300
3400
3500
3600
3700
3800
3900
4000
4100
4200
4300
4400
4500
4600
4700
4800
4900
5000

objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective
objective

py%héaméﬁIYautog;;aéZ.p;__

.21837992273256943
.15067501923377044
.10750242875475156
.08290887034465583
.06843241704758321
.05949095869641032
.053362240536638864
.048461984808600256
.044106230164504705
.040059307858911604
.03624299672367966
.03262181017619072
.029170944087145
.025872821077357253
.022721699315778818
.01972928511329969
.016927537127111775
.014364117294925314
.012086484009305466
.010119205240268183
.008452583236811351
.007054863163250895
.005891236235982176
.004930063096682349
.004142388843457355
.0035023909476854915
.0029875362493808344
.0025780349882505854
ime. Total time = 2.02 min.

1 /1)
A U

allcNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNo)



Solution via PINN only

Sum of the derivatives should be 0

1.0
0.020 4
1]
0.8 1 0.015 4
06 0.010 4 10 4
o 0.005 -
0.4 -
0.000 + 8 -
0.2 1 —0.005 A
~0.010 { 6
0.0 1
0 2 4 6 8 10 0 2 2 6 8 10
Time Time
4 V
A NN can learn the solution... ‘ N
Solve the ODE with a PINN using adam
Iteration 0 objective 1.2060713847102091 2
Iteration 100 objective 0.06426963241254897
Iteration 200 objective 0.0037654361568503357 J —— PINN estimate
Iteration 300 objective 0.0013668805784190507 0 - —— True value
Iteration 400 objective 0.0007517324457044832 I I I ! ! ! I I I
Iteration 500 objective 0.0004981669314175369 0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000
0.3 minutes elapsed this time. Total time = 0.32 min. Training step
.- —-r - g [ ——— . m
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Ein stochastischer Algorithm fur Lineare Ausgleichsrechnung 1 =16 n, - ol
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6 —— Kaczmarz
—— randomized Kaczmarz

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5




Abhaengig von der density kann sparse besser als voll sein.
Etwa gleich schnell sind sie bei density = 0.1 (d.h 10% der Eintraege sind nicht Null).
density < 0.1 => sparse gewinnt.

bei density=0.05 hatte ich:

In [149]: %%timeit None
ind_s, ind_e = A.indptrl[i:i+2]
vs = A.datalind_s:ind_e]
ind = A.indices[ind_s:ind_e]
aiX = (vs*X[ind]).sum()
nai = (vs**2).sum()
Xlind] += ((b[i] - aiX)/nai) * vs

29..4mps + 207 ns per loop (mean = std. dev. of 7 runs, 10,000 loops each)
In [150]: ai = MA[I]
In [151]: %%timeit None

... (b[i] - ai @ X) / np.linalg.norm(ai)**2 * ai

50.8 us = 654 ns per loop (mean = std. dev. of 7 runs, 10,000 loops each)

10° - —— Kaczmarz
Randomized Kaczmarz
103 .
101 .
10—1 i
1073 1

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

In [141]: timeit spsolve_kaczmarz(A, b, 1.e-2, randomize=Tr
... rue)
687 ms £ 81.4 ms per loop (mean * std. dev. of 7 runs, 1 loop each)

In [142]: timeit spsla.lsqgr(A,b)
14.2 ms £ 5.07 ms per loop (mean = std. dev. of 7 runs, 100 loops each)

In [143]: timeit spsla.lsqgr(A,b)
The slowest run took 10.40 times longer than the fastest. This could mean that an intermediat
47.3 ms = 49.9 ms per loop (mean = std. dev. of 7 runs, 100 loops each)

In [144]: timeit spsla.lsqr(A,b)
16.4 ms £ 7.64 ms per loop (mean = std. dev. of 7 runs, 100 loops each)

In [145]: timeit np.linalg.Istsq(MA,b, rcond=-1)
The slowest run took 5.07 times longer than the fastest. This could mean that an intermediate
1.39 s = 896 ms per loop (mean * std. dev. of 7 runs, 1 loop each)

sparse Isqr gewinnt immer locker, auch bei density 0.25! Arpack ist schwer zu schlagen!
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