Analysis II - Losung Serie 10

1. Betrachte also das Quadrat
G={(r,y)| -L<a<L -L<y<L}

Das Problem lautet dann
Ugg + Uyy + Au=0 inG

u(x,—L) =0 u(z,L) =0
u(_Lay):O u(L,y):O

Der Separationsansatz u (z,y) = X (z)Y (y) fiihrt wie in Aufgabe 1 von Serie 9 mit A = v? + 2

auf X// 9 Y/l 9
X - y ~F
Fiir X (x) ergibt sich
X"+v°X =0
X () = CY sin (vz) + CF cos (vr)

Aus den Randbedinungen folgt

und damit

gt st = (e () = (4)

also fiir eine nichttriviale Losung

sin (L) cos(vL) \ _ sin (vL) cos (vL) = sin (v =
dor ()b ) =0 2sin(uL)cos(vL) =sin (20) =0
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Fiir die Konstanten ergibt sich
CY sin(vL) = C5 cos (vL) z.B.: C{=C%cos(vL) und C5 = C%sin(vL)
k
X (x) = C% (cos (v L) sin (v ) + sin (v L) cos (v x)) = C* sin (22 (x + L)> k=1,2,.

und analog fiir Y (y)
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Ml:ﬁ

Y (y) = CYsin (;}J (y+ L))

k l
= Eigenfunktionen wuy;(z,y) = Csin (22 (x + L)) sin (272 (y + L)>

Normierung der Eigenfunktionen uy
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Entwicklung von ¢ (z,y)

o
zy) = Y apgug (z,y)

k=1

mit den Entwicklungskoeffizienten
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. Rechteck
G={(z,9)[0<r<a, 0<y<b}

und
Au—cu=0 inG uw=1 auf 0G

Zuerst werden die Randbedingungen durch die Transformation v := 1 —w und v = 1 — v
”homogenisiert”. Fiir v gilt dann

—Av+fv—c2=0 inG v=0 auf 0G
Als néchstes werden die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Problems
Ap+Adp=0 inG =0 auf 0G

berechnet: Der Ansatz ¢ (x,y) = X (z)Y (y) ergibt

2 2
i, (z,y) = Csin <k;x) sin (l;:y) Akl = 2 <IZ2 + 22> k=1,2,..

und die Konstante C' wird durch Normierung bestimmt:
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Fiir die Losung v (z,y) wird jetzt die Entwicklung

oo
v(@,y) =Y Bkt ok (,9)
k=1
womit gilt
o0
Av = Z Okt A (ory (2,9)) Z Uk Ak wrg (@,y) und - Fuv= " T o (2,)
k=1 k=1 k=1

o0
= —Av+clfv-—c= Z Ot (Mg + %) iy (2,y) =2 =0
k=1

Es muss jetzt nur noch der Term ¢? als 1, -Summe, also als Entwicklung in den Eigenfunktionen

dargestellt werden:
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mit a; = /02 Y1 dA = 62// i < x) sin (Wy> dx dy
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Es gilt damit fiir die Losung

o0
Okl
v(z,y) = Z m@k,l (,y)

k=1
0 : km : s
Qg 16¢2 sin (“Zz) sin (7Ty)
bzw. , =1- PR L , =1— a
e ) 2 Mo+ @@ P15 =Y RE(r (5 + ) +¢)
a

(o)

k=1
k,lungerade

Wirkungsgrad
1 b a 1 b a 0
QU
= — dedy = — 1— dx d
7 ab//U(w,y)xy ab// ZAkJrQsOkz xdy
00 00 k=1
1 0 b a
.l Ol Qg
= |ab— —5 dxd
ab @ Z A + 2 //(pk’l (@,y) drdy ab Z )\kl+C2 c?
k=1 2 0
o
g 64c*ab 1
LD
2 2 1
e (A + ?) m Ao kR (WQ (%—i—%)—l—@)

k,l ungerade



. Zur Losung von
Au+1=0 in [0,a)

u(z,0) =u(r,a) =u(0,y) =u(a,y) =0

wird das Eigenwertproblem
Ap+Xp=0 in [0,a]?

¢ (2,0) =¢(z,a) =9 (0,y) = ¢(a,y) =0
gelost. Analog zu obiger Aufgabe (mit a = b) gilt

2 k l 2
i (z,y) = —sin (Wx> sin (Wy) Akl = 77—2 (k:2 + 12) k=1,2,..
a a a a

Ansatz fir u
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und Entwicklung von 1

oo
1= Z Okl Pk (T,Y)

k=1

2 l
mit ay; = /1(pkldA //a i ( >sin (;ry> dx dy
0

_ sin ( > da;/sm <;ry> - %l%r (1 cos (km)) 1= (1 cos (1)

0

:21<1_(_1)k>1(1_(

lm

|
[t
=
N———
I

kS“Q k,l ungerade
0 sonst

Durch Einsetzen folgt
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Das Maximum befindet sich aus physikalischen Griinden in der Mitte, also
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