Analysis II - Losung Serie 11

1. Zu l6sen ist
Ou = Au+q in [0, L]

u(0,t) =u(L,t) =0
u(z,0)=0
Zuerst werden die Eigenfunktionen ¢ () ausgerechnet:
Ap+dp=¢"+Ap=0 in [0,L] p(0) = (L) =0

¢ (x) = Cy sin (\5:}6) + Cy cos (\f)\:r)
e(0)=0 = Cy=0

e\ 2
p(L)=0 = C’lsin(\[\x>:0 = )\k:<;> k=1,2,..
. (kT
= cpk(x)—Cmn(Lx)

Normieren:

Darstellen der Quelle ¢ = const in Eigenfunktionen

L
- / k L
q= Zﬂk ok () mit O = /q %sin (;az> dr = %ﬁ (1 — cos (km))
k=1 0

B = 2q% kungerade
0 sonst

Fiir die Losung wird der Ansatz

u(a,t) = o (t) ¢k (z)
k=1

in die Gleichung eingesetzt.

0 Y o (t) o (x) = DAY ag (t) wr (x) = Y Br ok (¥) =0
k=1 i=1 k=1

> (Bran (8) ¢p (¥) = D (£) Ay (x) = Brpr () = 0
k=1

D (o (1) + DA () = Br) pr (x) =0



= o (t) = —DAyay (t) + B

Das ist eine Differentialgleichung fiir «y (¢) mit der Losung

Die Konstanten Cj, wird durch die Anfangsbedingung bestimmt. Es gilt
= !
0)=> ar(0) pr(z) =0 = a(0)=0

Also

_ B _

u(z,t) = i DB];\;C (1 - eiD)"“t> \/zsin (Tx)
k=1

. Als erstes wird die Randbedingung homogenisiert durch die Transformation v :=u —1 < u =
v + 1. Dann gilt es zu 16sen

dv=DAv—cv—c® in G
v=>0 auf O0G
'U(:IZ,y,O):U(.T,y,O)—l:—l

Zunachst werden die Eigenfunktionen ¢ (z,y) ausgerechnet
Ap+dp=0 inG p=0 auf dG

Die Losung ist z.B. aus der Serie 10 Aufgabe 2 (mit a = b) bekannt:

2 k I 2
or (T,y) = p sin (ﬂ33> sin (5@) Akl = ;% (K +1%)

a

Entwicklung der ”Quelle” ¢
> Ir
2= Z Brt @i (z,y) mit [y = / / 2= sin <x> sin ( ) dx dy
k=1

Auch dieses Integral wurde bereits in Serie 10 Aufgabe 2 berechnet.

02 8a2
= B :{ 0

k,l ungerade
sonst

Der Ansatz fiir v (z,y)

v (@, y,t Zakz ki (%, y)

k=1

wird jetzt in die Gleichung eingesetzt:

O Z@kl Pr ( DAZO%Z o (2,y) + ¢ Zakzl P ( Zﬁkl%l z,y) =0
k=1 k=1 k=1 k=1

o0
> (O (1) @ri (,y) — Dk (t) Dprg (2,9) + s (1) ora (2,9) + Bra e (2,)) =0
ki=1

[o¢]
Z (s (8) + D Ny ey (t) + oy () + Bry) @ra (,y) =0

= g, (t)=—(DAg+ ) gy (t) = Biy

2



also - ay () = DAfI;lJr o+ Cpe (PArate)e

Die Konstanten Cj; ergeben sich aus der Anfangsbedingung fiir v
!
v(z,y,0 Zakl ek (z,y) = -1
k=1
D.h. die Funktion —1 muss in Eigenfunktionen entwickelt werden:
2 k km
_]_—Zakl Sokl ) mit akl / / Sln( T )sm( >dl‘dy
k=1 a

Es folgt mit dem Ergebnis von oben

_ Brt _ —% k,l ungerade
o (0) T2 o sonst
und damit
B, U Bk B Be
i (0) = D Ay + 2+Ckl:_c2 ~ Ck’l:DAkl—i-c? c?
B, B ) B
SRy (1 e (Pruare)e) - Bt (0wt

o0
= u(z,y,t) =1+v(z,y,t) = 1— Z <D)\f];7l—f—02 (1 — 6_(D Ak,z+c2)t) + % 6_(D )\k,z-‘rc?)t) Okl (z,y)
k=1 7

—(D >\k,l+c2>t

Fir t — oo gilt e — 0, also

~ B P (T, Y)
li 1) = 1— Ry wRE AT I
tirgo u(z,y,t) k;l D Ny + c2

. Zunéchst die Eigenfunktionen ¢ (1) (Kugelkoordinaten)

%(rchr)r—i-/\gozo in G ©(R)=0

r

Zur Lésung wird der iibliche Ansatz benutzt:

w(f’)=f§,r) mit ¢, = é—rig
= ;(#(J:—?i)) +)\£:0 s ff=Af=0
Also
in (VA o)
f(r):Clsin(ﬁr)—FCgcos(ﬁr) & go(r):Cls (r T)—FCQCOS(T T>

Es muss | (0)|] < oo und daher Cy = 0 gelten. Aus der Randbedingung folgt

sin (\ﬂR) a2

Csin (%7’)

ok (1) = "



Normieren mit Kugelkoordinaten dV = r?sin® dr dv do

T 9 (knx
”SDHQZ/GSD%dV:///C2Wr2sinﬁdrdﬁd¢
0 0 0

R
k 1
= 47T/C’2 sin? (ﬂ") dr = C*27R = C =
R 2mR
1 sin (’%rr)
T g
or (1) 5 r

Entwicklung der Quelle

r=> Bk (r)
k=1

2 ™ R 1 . (k7r ) ] R

sin (EZy T
it = dV = R 2sinddrddde =4 /7"25 7") dr

mit B /G“O’f O/O/O/Tm r— e R

k
oL ( 2R3 (1 + cos (k) R®cos (m)) o 2T 2(1+(—1) ) (—1)F
=47 — — — -

VorR (](I7T)3 km R (k:7r)3 km

Jetzt den Ansatz

w(r,t) = o (t) or (r)
k=1

einsetzen

0y o (t) @ (r) = DAY o (t) @ (1) +7 Y Bropr (r) =0
P k=1 k=1

> (G (1) i (r) = Dag (£) Ay (r) + 7Bk ok (1) = 0
k=1

> (e (8) + D Mg ag (8) + 76k ) r (r) = 0

k=1
= ap(t) = —D X ag(t) =16
__’Yﬂk — DAt
ak(t)— 7D)\k+ok6

Mit der Anfangsbedingung fiir u

!

u (r,0) :Zak(()) or(r)=0 = a;(0)=0
k=1

do a0 =2k roto 5 o=k
o () = ‘;ﬁf’; (1- M)
S ulry =Y 20 G e dn ()
o —1 D X 2R r
Mit Timy_o e~ DMt =0

S 1 sin (’%7‘)

lim w (r,t) = —Z

e k=1 D Ak m r

|



