
Analysis II - Lösung Serie 11

1. Zu lösen ist
∂tu = ∆u + q in [0, L]

u (0, t) = u (L, t) = 0
u (x, 0) = 0

Zuerst werden die Eigenfunktionen ϕ (x) ausgerechnet:

∆ϕ + λϕ = ϕ′′ + λϕ = 0 in [0, L] ϕ (0) = ϕ (L) = 0

ϕ (x) = C1 sin
(√

λx
)

+ C2 cos
(√

λx
)

ϕ (0) = 0 ⇒ C2 = 0

ϕ (L) = 0 ⇒ C1 sin
(√

λx
)

= 0 ⇒ λk =
(

k π

L

)2

k = 1, 2, ..

⇒ ϕk (x) = C sin
(

k π

L
x

)
Normieren:

‖ϕ‖2 =

L∫
0

C2 sin2

(
k π

L
x

)
dx = C2 L

2
!= 1 ⇒ C =

√
2
L

ϕk (x) =

√
2
L

sin
(

k π

L
x

)
Darstellen der Quelle q = const in Eigenfunktionen

q =
∞∑

k=1

βk ϕk (x) mit βk =

L∫
0

q

√
2
L

sin
(

k π

L
x

)
dx = q

√
2
L

L

kπ
(1− cos (kπ))

βk =

{
2q
√

2L
k π k ungerade

0 sonst

Für die Lösung wird der Ansatz

u (x, t) =
∞∑

k=1

αk (t) ϕk (x)

in die Gleichung eingesetzt.

∂t

∞∑
k=1

αk (t) ϕk (x)−D ∆
∞∑

k=1

αk (t) ϕk (x)−
∞∑

k=1

βk ϕk (x) = 0

∞∑
k=1

(∂tαk (t) ϕk (x)−D αk (t) ∆ ϕk (x)− βk ϕk (x)) = 0

∞∑
k=1

(
α′k (t) + D λk αk (t)− βk

)
ϕk (x) = 0
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⇒ α′k (t) = −D λk αk (t) + βk

Das ist eine Differentialgleichung für αk (t) mit der Lösung

αk (t) =
βk

D λk
+ Ck e−D λkt

Die Konstanten Ck wird durch die Anfangsbedingung bestimmt. Es gilt

u (x, 0) =
∞∑

k=1

αk (0) ϕk (x) != 0 ⇒ αk (0) = 0

Also
αk (0) =

βk

D λk
+ Ck

!= 0 ⇒ Ck = − βk

D λk

u (x, t) =
∞∑

k=1

βk

D λk

(
1− e−D λkt

) √
2
L

sin
(

k π

L
x

)
2. Als erstes wird die Randbedingung homogenisiert durch die Transformation v := u − 1 ⇔ u =

v + 1. Dann gilt es zu lösen

∂tv = D ∆v − c2v − c2 in G

v = 0 auf ∂G

v (x, y, 0) = u (x, y, 0)− 1 = −1

Zunächst werden die Eigenfunktionen ϕ (x, y) ausgerechnet

∆ϕ + λϕ = 0 in G ϕ = 0 auf ∂G

Die Lösung ist z.B. aus der Serie 10 Aufgabe 2 (mit a = b) bekannt:

ϕk,l (x, y) =
2
a

sin
(

kπ

a
x

)
sin

(
lπ

a
y

)
λk,l =

π2

a2

(
k2 + l2

)
Entwicklung der ”Quelle” c2:

c2 =
∞∑

k,l=1

βk,l ϕk,l (x, y) mit βk,l =
∫ a

0

∫ a

0
c2 2

a
sin

(
kπ

a
x

)
sin

(
lπ

a
y

)
dx dy

Auch dieses Integral wurde bereits in Serie 10 Aufgabe 2 berechnet.

⇒ βk,l =
{

c2 8a
k l π2 k, l ungerade

0 sonst

Der Ansatz für v (x, y)

v (x, y, t) =
∞∑

k,l=1

αk,l (t) ϕk,l (x, y)

wird jetzt in die Gleichung eingesetzt:

∂t

∞∑
k,l=1

αk,l (t) ϕk,l (x, y)−D ∆
∞∑

k,l=1

αk,l (t) ϕk,l (x, y) + c2
∞∑

k,l=1

αk,l (t) ϕk,l (x, y) +
∞∑

k,l=1

βk,l ϕk,l (x, y) = 0

∞∑
k,l=1

(
∂tαk,l (t) ϕk,l (x, y)−D αk,l (t) ∆ϕk,l (x, y) + c2αk,l (t) ϕk,l (x, y) + βk,l ϕk,l (x, y)

)
= 0

∞∑
k,l=1

(
α′k,l (t) + D λk,l αk,l (t) + c2αk,l (t) + βk,l

)
ϕk,l (x, y) = 0

⇒ α′k,l (t) = −
(
D λk,l + c2

)
αk,l (t)− βk,l
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also αk,l (t) = −
βk,l

D λk,l + c2
+ Ck,l e

−(D λk,l+c2)t

Die Konstanten Ck,l ergeben sich aus der Anfangsbedingung für v

v (x, y, 0) =
∞∑

k,l=1

αk,l (0) ϕk,l (x, y) != −1

D.h. die Funktion −1 muss in Eigenfunktionen entwickelt werden:

−1 =
∞∑

k,l=1

αk,l (0) ϕk,l (x, y) mit αk,l (0) =
∫ a

0

∫ a

0
(−1)

2
a

sin
(

kπ

a
x

)
sin

(
kπ

a
y

)
dx dy

Es folgt mit dem Ergebnis von oben

αk,l (0) = −
βk,l

c2
=

{
− 8a

k l π2 k, l ungerade
0 sonst

und damit

αk,l (0) = −
βk,l

D λk,l + c2
+ Ck,l

!= −
βk,l

c2
⇒ Ck,l =

βk,l

D λk,l + c2
−

βk,l

c2

αk,l (t) = −
βk,l

D λk,l + c2

(
1− e−(D λk,l+c2)t

)
−

βk,l

c2
e−(D λk,l+c2)t

⇒ u (x, y, t) = 1+v (x, y, t) = 1−
∞∑

k,l=1

(
βk,l

D λk,l + c2

(
1− e−(D λk,l+c2)t

)
+

βk,l

c2
e−(D λk,l+c2)t

)
ϕk,l (x, y)

Für t→∞ gilt e−(D λk,l+c2)t → 0, also

lim
t→∞

u (x, y, t) = 1−
∞∑

k,l=1

βk,l ϕk,l (x, y)
D λk,l + c2

3. Zunächst die Eigenfunktionen ϕ (r) (Kugelkoordinaten)

1
r2

(
r2ϕr

)
r
+ λϕ = 0 in G ϕ (R) = 0

Zur Lösung wird der übliche Ansatz benutzt:

ϕ (r) =
f (r)

r
mit ϕr =

f ′

r
− f

r2

⇒ 1
r2

(
r2

(
f ′

r
− f

r2

))
r

+ λ
f

r
= 0 ⇔ f ′′ − λ f = 0

Also

f (r) = C1 sin
(√

λr
)

+ C2 cos
(√

λr
)

⇔ ϕ (r) = C1

sin
(√

λr
)

r
+ C2

cos
(√

λr
)

r

Es muss |ϕ (0)| <∞ und daher C2 = 0 gelten. Aus der Randbedingung folgt

ϕ (R) = C1

sin
(√

λR
)

R
= 0 ⇒ λk =

(
k π

R

)2

k = 1, 2, ...

ϕk (r) = C
sin

(
k π
R r

)
r
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Normieren mit Kugelkoordinaten dV = r2 sinϑ dr dϑ dϕ

‖ϕ‖2 =
∫

G
ϕ2

k dV =

2π∫
0

π∫
0

R∫
0

C2 sin2
(

k π
R r

)
r2

r2 sinϑ dr dϑ dϕ

= 4π

R∫
0

C2 sin2

(
k π

R
r

)
dr = C22πR ⇒ C =

1√
2πR

ϕk (r) =
1√
2πR

sin
(

k π
R r

)
r

Entwicklung der Quelle

r =
∞∑

k=1

βk ϕk (r)

mit βk =
∫

G
r ϕk dV =

2π∫
0

π∫
0

R∫
0

r
1√
2πR

sin
(

k π
R r

)
r

r2 sinϑ dr dϑ dϕ = 4π
1√
2πR

R∫
0

r2 sin
(

k π

R
r

)
dr

= 4π
1√
2πR

(
−2R3 (1 + cos (kπ))

(kπ)3
− R3 cos (kπ)

kπ

)
= −2R3

√
2π

R

2
(
1 + (−1)k

)
(kπ)3

+
(−1)k

kπ


Jetzt den Ansatz

u (r, t) =
∞∑

k=1

αk (t) ϕk (r)

einsetzen

∂t

∞∑
k=1

αk (t) ϕk (r)−D ∆
∞∑

k=1

αk (t) ϕk (r) + γ

∞∑
k=1

βk ϕk (r) = 0

∞∑
k=1

(∂tαk (t) ϕk (r)−D αk (t) ∆ϕk (r) + γβk ϕk (r)) = 0

∞∑
k=1

(
α′k (t) + D λk αk (t) + γβk

)
ϕk (r) = 0

⇒ α′k (t) = −D λk αk (t)− γβk

αk (t) = − γβk

D λk
+ Ck e−D λk t

Mit der Anfangsbedingung für u

u (r, 0) =
∞∑

k=1

αk (0) ϕk (r) != 0 ⇒ αk (0) = 0

also αk (0) = − γβk

D λk
+ Ck

!= 0 ⇒ Ck =
γβk

D λk

αk (t) = − γβk

D λk

(
1− e−D λk t

)
⇒ u (r, t) = −

∞∑
k=1

γβk

D λk

(
1− e−D λk t

)
√

2πR

sin
(

k π
R r

)
r

Mit limt→∞ e−D λk t = 0

lim
t→∞

u (r, t) = −
∞∑

k=1

γβk

D λk

1√
2πR

sin
(

k π
R r

)
r
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