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1. Zuerst werden die Randbedingungen homogenisiert durch

v (x, y, t) = u (x, y, t)− x

a

(
1− e−γt

)
u (x, y, t) = v (x, y, t) +

x

a

(
1− e−γt

)
⇒ ∂tu = ∂t

(
v +

x

a

(
1− e−γt

))
= ∂tv − γ

x

a
e−γt und ∆u = ∆v

Das Problem lautet damit

∂tv = D∆v + q + γ
x

a
e−γt in [0, a]× [0, b]

v = 0 auf Γ0,Γ2
∂v

∂n
= 0 auf Γ1

v (x, y, 0) = u (x, y, 0)− x

a

(
1− e−γ0

)
= 0

Für die Eigenfunktionen wird

∆ϕ + λϕ = 0 in [0, a]× [0, b]

ϕ = 0 auf Γ0,Γ2
∂ϕ

∂n
= 0 auf Γ1

mit dem Ansatz ϕ (x, y) = X (x) Y (y) gelöst, wobei aus den Randbedingungen folgt

X (0) = X (a) = 0 und Y ′ (0) = Y ′ (b) = 0

Inklusive Normierung ergibt sich

ϕk,l (x, y) =
2√
ab

sin
(

kπ

a
x

)
cos

(
lπ

b
y

)
λk,l =

(
kπ

a

)2

+
(

lπ

b

)2

k = 1, 2, .. l = 0, 1, ..

Entwicklung des ”Quellterms” q + γ x
ae−γt:

q+γ
x

a
e−γt =

∞∑
k,l=1

βk,l (t) ϕk,l (x, y) mit βk,l (t) =

b∫
0

a∫
0

(
q + γ

x

a
e−γt

) 2√
ab

sin
(

kπ

a
x

)
cos

(
lπ

b
y

)
dx dy

Es folgt

βk,l (t) =
2q√
ab

a∫
0

sin
(

kπ

a
x

)
dx

b∫
0

cos
(

lπ

b
y

)
dy + e−γt 2γ√

ab

a∫
0

x

a
sin

(
kπ

a
x

)
dx

b∫
0

cos
(

lπ

b
y

)
dy

wobei für die Integrale gilt

a∫
0

sin
(

kπ

a
x

)
dx =

a

kπ

(
1− (−1)k

) a∫
0

x

a
sin

(
kπ

a
x

)
dx = − a

kπ
(−1)k

b∫
0

cos
(

lπ

b
y

)
dy =

{
b l = 0
0 l > 0
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⇒ βk,0 (t) =
2
√

ab

kπ

(
q
(
1− (−1)k

)
− γe−γt (−1)k

)
βk,l (t) = 0 für l > 0

Die Gleichung für v (x, y, t) wird nun durch den Ansatz

v (x, y, t) =
∞∑

k=1

∞∑
l=0

αk,l (t) ϕk,l (x, y)

gelöst:

∂t

∞∑
k,l=1

αk,l (t) ϕk,l (x, y)−D ∆
∞∑

k,l=1

αk,l (t) ϕk,l (x, y)−
∞∑

k,l=1

βk,l (t) ϕk,l (x, y) = 0

∞∑
k,l=1

(∂tαk,l (t) ϕk,l (x, y)−D αk,l (t) ∆ϕk,l (x, y)− βk,l (t) ϕk,l (x, y)) = 0

∞∑
k,l=1

(
α′k,l (t) + D αk,l (t) λk,l − βk,l (t)

)
ϕk,l (x, y) = 0

⇒ α′k,l (t) = −D λk,l αk,l (t) + βk,l (t)

Die Lösung dieser DGL ist gegeben durch

αk,0 (t) = αk,0 (0) +

t∫
0

e−Dλk,0 (t−τ)βk,0 (τ) dτ

αk,l (t) = αk,l (0) e−Dλk,l t

Die Anfangswerte αk,l (0) ergeben sich aus der Anfangsbedingung für v

v (x, y, 0) =
∞∑

k=1

∞∑
l=0

αk,l (0) ϕk,l (x, y) != 0 ⇒ αk,l (0) = 0

Also ist αk,l (t) = 0 für l > 0 und

αk,0 (t) =

t∫
0

e−Dλk,0 (t−τ)βk,0 (τ) dτ = 2
√

ab
kπ

t∫
0

e−D( kπ
a )2

(t−τ)
(
q
(
1− (−1)k

)
− γe−γτ (−1)k

)
dτ

= 2
√

ab
kπ e−D( kπ

a )2
t

q
(
1− (−1)k

) t∫
0

eD( kπ
a )2

τdτ − γ (−1)k

t∫
0

e

(
D( kπ

a )2−γ
)
τ
dτ


=

2
√

ab

kπ

(
q(1−(−1)k)

D( kπ
a )2

(
1− e−D( kπ

a )2
t
)
− γ(−1)k

D( kπ
a )2−γ

(
e−γt − e−D( kπ

a )2
t
))

Insgesamt lautet die Lösung

v (x, y, t) =
∞∑

k=1

∞∑
l=0

αk,l (t) ϕk,l (x, y) =
∞∑

k=1

αk,0 (t) ϕk,0 (x, y)

=
∞∑

k=1

4
kπ

(
q(1−(−1)k)

D( kπ
a )2

(
1− e−D( kπ

a )2
t
)
− γ(−1)k

D( kπ
a )2−γ

(
e−γt − e−D( kπ

a )2
t
))

sin
(

kπ

a
x

)

u (x, y, t) = v (x, y, t) +
x

a

(
1− e−γt

)
=

x

a

(
1− e−γt

)
+

∞∑
k=1

4
kπ

(
q(1−(−1)k)

D( kπ
a )2

(
1− e−D( kπ

a )2
t
)
− γ(−1)k

D( kπ
a )2−γ

(
e−γt − e−D( kπ

a )2
t
))

sin
(

kπ

a
x

)
und der Grenzwert

u (x, y, t) =
∞∑

k=1

4
kπ

q(1−(−1)k)
D( kπ

a )2 sin
(

kπ

a
x

)
+

x

a
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2. Die nötigen normierten Eigenfunktionen und Eigenwerte

ϕ′′ + λϕ = 0 in [0, L] ϕ (0) = ϕ (L) = 0

lauten

ϕk (x) =

√
2
L

sin
(

k π

L
x

)
λk =

(
k π

L

)2

k = 1, 2, ..

Entwicklung der Quelle

δ cos (ω t) =
∞∑

k=1

βk (t) ϕk (x) mit βk (t) =

L∫
0

δ cos (ω t)

√
2
L

sin
(

k π

L
x

)
dx

βk (t) =

{
2δ cos (ω t)

√
2L

k π k ungerade
0 sonst

Mit dem Ansatz

u (x, t) =
∞∑

k=1

αk (t) ϕk (x)

folgt
∞∑

k=1

(
α′k (t) + ν λk αk (t)− βk (t)

)
ϕk (x) = 0

α′k (t) = −ν λk αk (t) + βk (t)

⇒ αk (t) = αk (0) +

t∫
0

e−νλk (t−τ)βk (τ) dτ

Die Konstanten αk (0) folgen wieder aus der Anfangsbedingung

u (x, 0) =
∞∑

k=1

αk (0) ϕk (x) != 0 ⇒ αk (0) = 0

Also

αk (t) =

t∫
0

e−νλk (t−τ)2δ cos (ω τ)
√

2L

k π
dτ = 2δ

√
2L

k π
e−νλk t

t∫
0

eνλk τ cos (ω τ) dτ

= 2δ

√
2L

k π

1
(νλk)

2 + ω2

(
νλk cos (ω t) + ω sin (ω t)− νλke

−νλk t
)

⇒ u (x, y, t) = 4δ
∞∑

k=1

1
k π

νλk cos (ω t) + ω sin (ω t)− νλke
−νλk t

(νλk)
2 + ω2

sin
(

k π

L
x

)
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