
Analysis II - Lösung Serie 13

1. Für die Lösung der Diffusionsgleichung im unendlichen Intervall gilt

u (x, t) =
1√

4πD t

∞∫
−∞

u (ξ, 0) e−
(x−ξ)2

4D t dξ

Für die Aufgabe gilt also

u (x, t) =
1√

4πD t

3∫
−2

u0 (ξ) e−
(x−ξ)2

4D t dξ

Plot (D = 1):

2. Für die Lösung der Wellengleichung im unendlichen Intervall gilt

u (x, t) =
1
2

(u0 (x + ct) + u0 (x− ct)) +
1
2c

(v (x + ct)− v (x− ct))

mit v (s) :=

s∫
0

∂u

∂t
(x, 0) dx

Für die Aufgabe gilt dann

u (x, t) =
1
2

(u0 (x + t) + u0 (x− t))

Plot:

3. Zu lösen ist

∂ttu = 4∆u in (0, π)
u (0, t) = u (π, t) = 0 und u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = 0

wobei

u0 (x) =


4
πx 0 ≤ x < π

4
1 π

4 ≤ x < π
2

2
π (π − x) π

2 ≤ x ≤ π
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Es werden die Eigenfunktionen des ∆-Operators benutzt.

ϕk (x) =

√
2
π

sin (k x) λk = k2 k = 1, 2, ...

Mit dem Ansatz

u (x, t) =
∞∑

k=1

αk (t) ϕk (x)

folgt aus der Gleichung

∞∑
k=1

(
α′′k + 4λkαk

)
ϕk = 0 ⇔ α′′k = −4λk αk

αk (t) = ak sin
(
2
√

λkt
)

+ bk cos
(
2
√

λkt
)

Die Konstanten ak, bk folgen aus den Anfangsbedingungen.

u (x, 0) =
∞∑

k=1

αk (0)ϕk (x) =
∞∑

k=1

bk ϕk (x) = u0 (x)

⇒ bk =
∫ π

0
u0 (x) ϕk (x) dx

bk =

√
2
π

(∫ π
4

0

4
π

x sin (k x) dx +
∫ π

2

π
4

sin (k x) dx +
∫ π

π
2

2
π

(π − x) sin (k x) dx

)

=

√
2
π

(
2
sin
(

kπ
2

)
+ 2 sin

(
kπ
4

)
k2π

)
=

2
k2π

√
2
π

(
sin
(

kπ

2

)
+ 2 sin

(
kπ

4

))
und

ut (x, 0) =
∞∑

k=1

α′k (0)ϕk (x) =
∞∑

k=1

ak2
√

λk ϕk (x) = 0

⇒ ak = 0

Also, mit λk = k2,

u (x, t) =

√
2
π

∞∑
k=1

bk cos (2k t) sin (k x)

Plot:
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