Analysis II - Losung Serie 9

1. Betrachte das Quadrat
Q={(z,y) [0<2<a,0<y<a}

Die gemischte Randbedingung gelte auf der Seite © = a. Das Problem lautet dann

Ugy + Uyy + Au =0 in Q

u(0,y) =0 u(z,0)=0

1
ux(a,y)—f—au(a,y):O U(LL“,CL):O

Der Separationsansatz u (z,y) = X (z) Y (y) fithrt auf

X Yy
74-74-)\—0

Da X konstant ist und die einzelnen Summanden nur von einer Variablen abhéngen, miissen alle
Summanden konstant sein. Also mit A\ = v? + 2

X/I YI/
— 2 _ 2

X y = *
X"+ 12X =0 Y'+,2Y =0
X (z) = CY sin (vz) + CF cos (vz) Y (y) = Cf sin (uy) + C cos (uy)
Aus den Randbedinungen folgt

X(0)=0 X’(a)—i—éX(a):O Y(0)=0 Y(a)=0

Y(0)=Cy=0 = Y (a)=C?sin(pa)=0
mit CY £0 = u:% j=1,2,..

1 1
X0)=Cc5=0 = X’(a)—l—aX(a):C'fycos(ya)—}—aCfsin(l/a):O
mit C{ #0 = av=—tan(va)

Die Gleichung © = — tan x hat unendlich viele Losungen z;, die z.B. graphisch gefunden werden
konnen.

Die ersten Losungen sind
x1=2.029 29=4.91 x3=7.98



und fiir die v’s gilt

V= i 1=1,2,
a
Insgesamt also

24 522

Ty + 90T

Ny =TT

a
13.985 34.009 43.594
A1 = 2 < A2 = 22 < A9 = 22 < Ao < ...

2. Der Einheitswiirfel ist durch
Q={(z,9,2) |[0<z<1,0<y<1,0<2<1}
gegeben. Damit
Ugg + Uyy + Uzz +Au =0 in
Uy (0,y,2) = uy (2,0,2) = u; (2,y,0) =0
uy (1, y,2) =uy (z,1,2) = u; (z,y,1) =0
Mit dem Separationsansatz u (x,y,z) = X (z)Y (y) Z (2) folgt

X/l Y// Z//
L+ +2=0
X + Y + Z +

und wieder, dass die einzelnen Summanden konstant sind. Mit A\ = 2 + p? + n? gilt dann

" " 1"
X' Y, 2

X Yo oz
X"+ X =0 Y'+u)2Y=0 Z'+0*Z=0
X (x) = CY sin (vz) + CF cos (vz)

Y (y) = OY sin (uy) + C§ cos (uy)
Z (z) = Cf sin(nz) + C5 cos (nz)

Die obigen Randbedingungen ergeben fiir X (z)
X' 0)=X"(1)=0
X" (0) =Cfr =0 also C{ =0 und damit X' (1) = —C3vsin(v) =0
mit C5 #0 = wv=ir i=0,1,2,..
1 = 0 ist wegen Xy = const moglich. Analog folgt fiir Y und Z
p=jm 3=0,1,2,.. n=kr k=0,1,2,..

= Aijk = (2 + 72 + k) r?

Die ersten 7 Eigenwerte lauten

2 2
Aooo = 0 < Aoo1 = Ao1o = Moo = 7 < Aot = A1o1 = Ao = 27

3. Der Viertel-Einheitskreis ist gegeben durch
Q={(z,y) [2>0,y>0,2°+y* <1}

und es gilt zu 16sen (Kreiskoordinaten (r, ¢))

1 1 .
urr+;ur+r—2u¢¢+>\u:0 in O



i
u(l,p) =0 wuy(r,0) =uy, (T’§) =0
Mit dem Separationsansatz u (r, ) = R (1) ® (¢) folgt

RI/ 1R/ 1@//
I 45— 4+ A=0
R +rR+7“2<I> *

In dieser Gleichung taucht nur im Term % eine p-Abhéngigkeit auf. Damit muss dieser Term

konstant sein: o
T —? P (¢) = Cf sin (vp) + CF cos (vy)

Aus den Randbedingungen folgt
o' (0) = @' (g) —0

. T . v
¢’ (0) =C7 =0 und damit 9’ (§> = CSv sin (1/5) =0
mit CY #0 = v=2n n=0,1,..
Damit gilt %/ =— (2n)2 und fiir die obige Gleichung
PR 4R+ (Ar? = (2n)°) R=0

Nach der Variablentransformation s = v/\r mit d% = )\% ergibt sich

s° — (2n)2> R =0 (Bessel’sche DGL)
mit der Losung
R(s) = Cf Joy (5) + C5 Yo, (s)

(Jn, Yy Besselfunktionen erster und zweiter Art) Da |Y}, (0)] — oo muss C§ = 0 sein. Aus der
obigen Randbedingung folgt

R(1) = C! Jon (ﬁ) =0
mit C] #0 = Ay =Jsox k=12, ...
wobei j,  die k-te Nullstelle von J,, ist. Die ersten paar Nullstellen lauten

Joa =2.405 jo2 =5.520 jo3z = 8.654
J2,1 =5.136  joo =8.417 jao3 = 11.620

und die ersten beiden Eigenwerte damit
)\071 =5.784 < )\171 = 26.378

. In Kugelkoordinaten gilt

2 1 cot v
Upy + —Up + —5 U9y + 5~ Uy +
T r r

7“2811[12ﬁugp<p+)\u:0 in Q

Uy (1719780)4_11'(17197@) :0

woraus mit dem Separationsansatz u (7,9, ¢) = R (r) © (9) ® (¢) folgt

R' 2R 1 (0" o 1 o
Tt (T iotd e oo ) 4 A=0
R+1"R+r2<®+co @+sin219<1>>+



Wie in Aufgabe 3 folgt, dass die Klammer konstant sein muss. Sie wird null gesetzt und wir
betrachten nur den radialen Teil der Gleichung

R+ %R’ =-AR & %2 (r’R) = AR

Mit der Transformation

ergibt sich
v = —-Xv = v (r) = Cisin (ﬁr) + C5 cos (\57‘)

sin (ﬁr) Ccos (ﬁr)

R(r)=0C + Cs

Damit |R (0)] < oo muss Co = 0 sein. Weiter folgt aus der Randbedingung
R (1)+R(1) =0
VA cos(vAr) — sin (ﬁr)

r2

R (1) + R(1) = C1VAcos (ﬁ) =0

RI (T) = Cl

1
mit C; #0 = )\i:(i+§)27r2 i=0,1,2, ..

Der erste (radiale) Eigenwert ist damit %2.



