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Sperb

Losung Serie 10

1. Betrachte also das Quadrat

G={(z,y): - L<z<L —-L<y<L}

Zuerst werden die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Problems
Ap+Xdp=0 inG ¢=0 auf oG
berechnet.

Das Problem lautet dann

Gz + by + A =0 inG

¢(x,—L) =0 ¢z, L) =0
Der Separationsansatz ¢(x,y) = X (x)Y (y) fiilhrt mit A\ = v2 + p? auf
XI/ 9 Y/I 9
x=7 v

Fiir X (z) ergibt sich
X"+12X =0
X (z) = CF sin(vx) + C§ cos(vz)
Aus den Randbedinungen folgt
X(L)=0 X(—=L)=0
und damit

oy Sl £ Ghemsll) = 0 snlol) eosel) ) (1Y _ (0

also fiir eine nichttriviale Losung
sin(vL) cos(vL) \ _ - -
det ( _sin(vL) cos(vL) ) = 0 2sin(vL) cos(vL) = sin(v2L) =0
km

=— k=12,...
2L 3 <

Vg

Bitte wenden!



Fiir die Konstanten ergibt sich C¥ sin(vL) = C§ cos(vL), z.B.:
C? =C%cos(vL) und C5 = C?sin(vL)

X (z) = C%(cos(vg L) sin(vgx) + sin(vg L) cos(vgx))

km
=(C%sin [ — L =1,2,...
C? sin <2L(x+ )) k=1,2,

und analog fiir Y (y)

lm

Im
= — = y 1 _— =
W= o7 Y(y) = C?sin (2L<y+L))’ l=1,2,...

km I
=  Eigenfunktionen ¢y (z,y) = Csin <2L(x + L)> sin <2L (y + L))

Normierung der Eigenfunktionen ¢y

km
2—/GukldA / / C?sin® <2L(x+L)) sin’ <2L y—i—L) dzx dy

L km L lm
_ 2 2 -2 _ 272 _ 1t
=C /_Lsm <2L(x~|—L)) dx/Lsm <2L(y+L)> dy = C*°L = L

Fiir die Losung u(z,y) wird jetzt die Entwicklung

oo
z,y) = Z U, D1 (2,Y)
k=1

U=

eingesetzt. Damit gilt

Au—ZuklAg{)klxy Z kil Akl Ok (2, 7).
k=1 k=1
mit
2 2 2
ey = 4L2(k +1?)

Nun muss noch der Term I als ¢ ;-Summe, also als Entwicklung in den Eigen-
funktionen dargestellt werden:

T o0
7 = Z Pk (T, Y)
k=1

SU=

Siehe nichstes Blatt!



mit

x
Qg = /—¢k,sz=

- / / L () e dy =
km b ln
= L2 _Lxsm (2L(x+L)) dx/_Lsm (ﬁ(y—kL)) dy =

1 2L? 217 2L 2L
= ﬁ <_ﬁ — ﬁ COS(ka)) (F - ECOS(ZW)) =

4L & ! A8L k. gerade , | ungerade
- _ _ _(— = J Kin? ’
klm? (1 +(=1) ) (1 ( 1)) { 0 sonst
Damit bekommen wir die Gleichung
Z (= Aktigy + g g)ea(z,y) = 0
k=1
= —Aglgg+ o, = 0
= Gy = a’“’l, kl=1,2,.
16L
RPN ’EZ’sz k gerade , [ ungerade
kil — 2
sonst

k2+12

64L° k gerade , | ungerade
sonst

Insgesamt mit k — 2k, — 2/ — 1

AL L (kn (U-1/2)7
u(z,y) Z( k(I —1/2) (k2 (l_1/2)2)ﬁ4>zsm <T(x+L)> sin (T(y+[/)>

kyl=1

. Rechteck

G={(z,y): 0<x<a, 0<y<b}

und , - -
Ay — ¢"u = —sin (ax> sin <5y> in G u=0 auf 0G.

Zuerst werden die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Problems

Ap+Xp=0 inG ¢ =0 auf dG

Bitte wenden!



berechnet: Der Ansatz ¢(z,y) = X (z)Y (y) ergibt

. [(km I kK2 2
br(x,y) = Csin (Fa:)sm<by>, /\kl—7r2< 62) k,l=1,2,...

u(z,t) = R (w(x)e ") unddie K onstanteCwirddurch N ormierungbestimmt : Fiirdie Losungu(x,y)wirc
> ki—1 Uk Gr1(7, y)eingesetzt. Damit gilt

Au—ZuMA bz, y)) Zukl/\klﬁﬁkl(x y).

k=1 k=1

Nun muss noch der Term —sin (Zz)sin (Ty) als ¢4 -Summe, also als Entwicklung
in den Eigenfunktionen dargestellt werden:

(T
—sin (—z ) sin o z
(a) ( ) Z k1Bt (T5 )
mit

oy = —/Gsin (Za:) sm( )(ﬁkldA
= \/—_/a sin (W ) sin (I%Tx) dz /Ob sin (%y) sin <%Ty> dy

[ (o (0520) o (8522 -
0

mit
a k 1
/ sin (—Wx) sin (Ex) dz = -
0 a a 2

Q1 =

k=1

sonst

erhilt man

—Yab k=1 und I=1
0 sonst

Damit bekommen wir die Gleichung

o o
D (kg = AViradra(z,y) = > agadri(a,y)
k=1 k=1
o0
= Z (i + Mg + i) ra(x,y) = 0
k=1
= o+ ()\k,l + CQ)iI/\k,l = 0, kil=1,2,...
~ Qg1
= = — : y ]{,‘, l = ]_, 2, e

U, o+

Siehe nichstes Blatt!



Es gilt damit fiir die Losung

Yab T T
2 . .
u(z,y) = sin (—:c) sin (— )
N e e e
Zur Lésung von
a

u(z,y,0) = u(z,y,a) = u(z,0, 2) = u(z,a,z) =u0,y, 2) = u(a,y,z) =0

wird das Eigenwertproblem
Ap+Ap=0 in[0,a]®

¢(2,9,0) = ¢(z,y,a) = ¢(2,0,2) = ¢(z,a,2) = $(0, 4, 2) = ¢(a,y, 2) =

gelost. Es gilt
. i l
¢jki(z,y,2) = Csin (‘E:E) sin <1y> sin (—Wz) )
a a a

2
Mgt = — (2 + K+ 1), Gk l=12,...

a
Die Konstante C wird durch Normierung bestimmt

1 = / / / qﬁ?,k’l(a:,y,z) dzr dydz
o Jo Jo
a . a a 3
= CQ/ sin? (Ea:) dx/ sin? <k—7ry) dy/ sin? (Z—Wz) dz :CQG—
0 a 0 a 0 a 8

8

Ansatz fiir u

o
u(@y2) = Y Uikg bina(w:9)

Jok,l=1

und Entwicklung von &+

o0
TH+y+z
. > ki binila,y, 2)
j,k,l:l

Bitte wenden!



mit
rT+y+z
Qj kel Z/ TryTe Pjr1dA =
G a
a a a 8 - k l
:/ / / \/ Tw sin (j—ﬂx) sin (—Wy> sin (—ﬁz) dx dydz
o Jo Jo Va a a a a
=4/ % (/ x sin (J—Wx> d:c/ sin (kly> dy/ sin (ljz> dz+
a 0 a 0 a 0 a
@ fgm @ (km @ (lr
+ sin | —x | dx ysin | —y |dy [ sin| —z | dz+
0 a 0 a 0 a
T )dm/ sin (k—ﬁy> dy/ z sin <lﬂ >
0 a 0 a

8 (a? a a
s <j7r( cos(jw))lm( cos(lmr))m( cos(Im))+
+ i(1 — cos(j ))a—Q(— cos(k ))i(l — cos(Im))+
g T km m Im m
a a a?
+ j—ﬁ(l - cos(ﬁr))ﬁ(l - cos(lmr))ﬁ(— cos(lw))) =
V8a? ; :
s (F17 0 = (DM = () + (DM = (1)1 = (1)
+HEDT A - ()R - (=1)7)
%T@ 4, k, 1 ungerade
= ;i;{ﬁ,—“ wenn ein Index gerade und ist die andere zwei Indizes ungerade sind
0 sonst

Durch Einsetzen folgt

rT+y+=z S
Auy+ —F—— = Z (uj,k,l AQﬁj’k,l(l’, Y, Z) + O k.l ¢j,k,l(xa Y, Z))

7,k,0=1
o
= Z (U0 (= jo) Dk a (T, Y5 2) + et D5 (2, Y, 2))
jok,=1
o
~ - aj7k5l
= Z (= ki Njkt + Qi) B g (T, Y, 2) = 0 = Uikl =
Pt Ajokd

- \/%aj,k,l . [T . [k . (k7
u(z,y,2) = Z (21 k1 ) sin | ~~ | sin { —y | sin | —=2

Jikl=1



