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Losung Serie 11

1. Zu l6sen ist
o= DAu+ge™" in[0,L]

uz(0,t) = u(L,t) =

0
u(z,0) =0

Aus Vorlesung Losung der Problem:

Owu = D Au+ g(x,t) in Q x (0,00)
Bu =0 auf 09 x (0, 00)
u(z,0) = ug(x)

ist
u(a, ) = /Q uo(€)K (z,€,1) dé + /0 /Q 9(€.7)K (z,€,t — ) dedr

WO

K (2,6,t) = ) du(2)du(€)e

den Kern und ¢;/) die normierte Eigenfunktion/Eigenwert der Problem

Ap+Xp=0 inQ

Bu =0 aufoQ
sind.
Zuerst werden die Eigenfunktionen ¢(x) ausgerechnet:
Ap+Ap=9¢"4+Xp=0 1in|0,L] ¢'(0)=¢(L)=0

¢(z) = C} sin (\/Xx) + C; cos (\/Xx)
F0)=0 = C =0
S(L)=0 = Cgcos(ﬁx):o - Ak:(w>2 k=12, ..

2L
(2k — 1)nx>

= ¢(x) :Ccos( 5T

Bitte wenden!



Normieren:

L
_ 2 _ 2 o 2k—1)m _ L _
1_||¢||—/0C’cos( 5T 2 dx—C'2 = C=

ooy = [ Zeos (2217,

Mittels die Eigenfunktionen bildet man den Kern:

K (2,§,1) = %:Zlcos (WJ}) cos (Wﬁ) o~ DT

Damit die Lésung wird:

2
L

t L
u(z,t) = Q@K(x,f,t)dﬁ-l-/o/o q(&,7) K (x,&,t — 1) dédT =

= —ge—t
=0 P =qe

Pl & (2k — D)7 (2k — D) DA,
- - (t—7) -7 _
/0 (L 5_ cos ( 5T :1;) cos ( 5T 5) e ge Td&dr
_ 205~ D (2k —1)m /t (DAg—1)r /L (2k —1)m _
=7 E: e Cos 57 i e dr i oS 5T §)d¢ =
2

_ 2 Dt (2k — D)\ ePXDt=1  of, (k=7 _
D% COS( oL ) Dan—1 @k—Dr " 2

(-1k+

(

vl

2L

00 e~ DMt _ =t COS (Maj>
— 4¢3 (-1
q;( 5 W R Gy

2. Als erstes wird die Randbedingung homogenisiert durch die Transformation v :=
u— 1<% u=v+1. Dann gilt es zu 16sen

Ov = DAv—cv—c®> inG
v = 0 auf 0G
v(z,y,0) =u(zr,y,0)—1 = 0

Zunichst werden die Eigenfunktionen ¢(z,y) ausgerechnet
Ap+Xrp=0 inG ¢ =0 auf 0G.

Mit dem Separationsansatz bekommt man die Losung

2 l 2
bri(T,y) = a sin (k—ﬁx> sin <—7T9> Ak = % (k2 + l2)

a a

Siehe nichstes Blatt!



Analog zur erste aufgabe bildet man den Kern:

K (2,0,6mt) =3 > ral,y)dpa(€, e Prerte)t =

k=1 l=1

1 & l k l
= sin ( ) sin < Wy) sin (16) sin <_7T77) e*(D)\k,l+02)t
@ =1 a a a

)

Damit die Losung fiier v wird

t a a
Ly, t) = ) K (z,y,&,n,t)déd VK (z,y,&,n,t — 1) dédndr =
v(z,y,1) /QuO(fon) (wyﬁn)€n+/0/0/0q(fT) (z,y,&m,t — 1) dédndr

=2
~ J
v~

=0

2 oo
= 4% sin (/m ) sin (lﬂy) e~ (Phrate?)t
a® = a a
t a a
X / e(D)\k’l+02)Td7_/ / Sin (k_ﬂ-g) Sin (l_ﬂ—/r’> dé'dn —
0 0o Jo a a

4c? km I 2y, (DMt
_ : : —(D)\k 1+c )t
= — sin|{ —z |sin| —vy|e :
P} ( ) ( a y) D)‘k,l -+ 02 /Bk,l

mit

a ra km I 40’ k| ungerade
— i - — klm? ’
B /0 /0 sin < ” 5) sin < - ) dédn = { x st
Mit k — 2k — 1 und [ — 2] — 1 erhalt man

16¢2

(2/{5 — 1)71' ) . ((2[ — 1)7r ) 1 — e~ (DAzg—1,2i-1+c*)t
——X | S1n

t) = ——5- I
v(z,y,t) = 1S1n< o o 7)(@k—1) (2 —1) (Drp_roir + )

=

=  u(z,y,t) =14+ v(z,y,t) =

16 < . ((2k=D7 \ . (@l=Dnr L
16 ek — )m
p Z sin ( - x) sin ( P (2k —1) (20 — 1) (DAgg—1,21-1 + ¢2)

k=1

Fiir t — oo gilt e=@ .+t 5 () also

162 & sin (L“;l)”a:) sin (—(m;l)wy)
2]{) —_ ].) (21 — ]_) (D/\Qkfl,Qlfl —|— 62)

k=1 (

Bitte wenden!



3. Zunichst die Eigenfunktionen ¢(r) (Kugelkoordinaten)

(76, +26=0 G, 4(R)=0

Zur Losung wird der iibliche Ansatz benutzt:

o) =0 i 6.1 S
= 2( (ﬂ_%)) +)\f_0 = f// )\f:()
T r r .
Also
f(r)=Cysin (\/XT> +C; cos (ﬁr) & o(r)=0C - (r T) +C, o8 (7« r)

Es muss |¢(0)| < oo und daher Cy = 0 gelten. Aus der Randbedingung folgt

. \/XR 9
qﬁ(R):C’l#:O = Akz(%”) k=12, ..

in km
or(r) = C%

Normieren mit Kugelkoordinaten dV = 72 sin 6 dr df d¢

9 2w sm k7r
loll* = ¢k dV = r 2sin @ dr df d¢

—47r/ 0251n( )dT—CZZ’ﬂ'R = (C=
0 R

V2TR
bu(r) 1 sin (kg 7“)
k\T) =
V2TR r
Entwicklung der Quelle 72 = Y77 | B dx(r) mit

2w
B = /r . dV = /// \/_Slnr ") 5 inf dr db d
_ km . 1 _R4 cos(km) 6R* cos(/mr))
= 4r 27TR_0/7“ sm(Rr> dr =47 T < = + (o)

- QWR?’(—D’“G(%:;)Q

Siehe nichstes Blatt!



Jetzt den Ansatz u(r,t) =Y oo ou(t) du(r) einsetzen

o o0

0 ) ar(t) dr(r) = DAY ag(t) di(r) — v Y Brda(r) = 0

Z (Oraur(t) dr(r) — D o (t) Ad(r) — vBx ¢r(r)) = 0

k=1

37 (04 (t) + D Ay ag(t) — 7B ) de(r) = 0

k=1
=  a(t) = =D Mag(t) + 06k
ag(t) = ;ﬁfk + O e PAwt
Mit der Anfangsbedingung fiir u
u(r,0) = iak(O) o(r)=0 = o4(0)=0
k=1
also
0p(0) = gi +C=0 = C’“:‘gi
ap(t) = gﬂ;k (1 — e_D’\’“t)
0 1 — e DXt gip (kx
= u(rt) = ; gﬂ/\kk ( 62’/TR )sin (TR ")

Mit limy_,oo e Pt =0

)  (km
lim u(r,t) = z e 1 sin (1)

t—o0



