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1. Betrachte das Quadrat
Q={(z,y): 0<z<aq,0<y<a}

Die gemischte Randbedingung gelte auf der Seite x = a. Das Problem lautet
dann
Ugg + Uyy FAu =0 1in Q)

u(0,y) =0 u(z,0) =0

1
ug(a,y) + Eu(a, y) =0 u(z,a) =0

Der Separationsansatz u(z,y) = X (z)Y (y) fithrt auf

XII YII
—+—=+2A=0
X * Y *
Da X konstant ist und die einzelnen Summanden nur von einer Variablen abhéngen,

miissen alle Summanden konstant sein. Also mit A = v2 + u2 folgt

XI’+I/2X:0 Y”‘f—,U?YzO
X(z) = Cf sin(vz) + Cy cos(vr) Y (y) = CY sin(uy) + C§ cos(uy)

Aus den Randbedinungen folgt

X(0) = 0 X'(a)+%X(a)=0 Y(0)=0 Y(a)=0

1 1
X0)=0C5=0 = X'(a)+ EX(G) = CTvcos(va) + aC’f sin(va) = 0 mit CT # 0
= av = —tan(va)
Y0)=Cy=0 = Y(a)=CYsin(ua) =0 mit C} #0
mj
= Hj = —
a

Bitte wenden!



Die Gleichung x = — tanz hat unendlich viele Lésungen z;, die z.B. graphisch
gefunden werden konnen.

Die ersten Losungen sind

und fiir die v’s gilt
vi=—2 i=1,2,...

Insgesamt also

22 1 2
13.986 33.978 43.595
M1 = < M1 = < Ao = < ...

a? a? a?

. Der Quader ist durch
Q={(2,92):0<2<1,0<y<2,0<2<3}
gegeben. Damit
Ugg + Uyy + Uz F Au=0 in Q
uz(0,y, 2) = uy(z,0,2) = u,(z,y,0) =0
us(1,y,2) = uy(,2,2) = ux(2,y,3) = 0
Mit dem Separationsansatz u(x,y, z) = X (z)Y (y)Z(z) folgt

XII YII ZII
—+—+—=—4+2=0
X + Y + Z +
und wieder, dass die einzelnen Summanden konstant sind. Mit A = v? + u? + n?

gilt dann

XII 9 YII 9 ZII 9
x 7 Yy - # 7z~
X"+12X =0 Y" 4+ 12Y =0 Z"+n’Z =0

Siehe nichstes Blatt!



X (z) = CF sin(vzx) 4+ CF cos(vz)
Y(y) = CY sin(py) + CF cos(uy)
Z(z) = C% sin(nz) + C5 cos(nz)

Die obigen Randbedingungen ergeben fiir X (z)
X'0)=X'(1)=0
X'(0)=Cfv=0 = C? =0 und damit X'(1) = —C§vsin(v) = 0 mit C§ # 0
= y=im, i=0,1,2,....

© = 0 ist wegen Xy = const moglich. Analog folgt fiir Y und Z

T T
T =7=.7=0,1,2.... =k—, k=0,1,2,...
Hj J 25 J ) Ly &y Nk 3
-2 k2
= /\ijlc: (124‘%‘*‘5) 71'2
Die ersten 7 Eigenwerte lauten
w2 w2 1372 472
000 < Agot 9 < Aoto 1 < Ao11 36 002 9
2572

< Aoz = <Aoo = Aozo = Agoz = T

36

. Der viertel Einheitskreis ist gegeben durch
Q={(z,9): y>0,2>0,2°+y> <1}

und es gilt zu 16sen (Kreiskoordinaten (r, ¢))
1 1 .
UTT+;UT+T—QU¢¢+)\UZO in Q

u(0,6) = u(L, ) = u(r,0) = u(r, 5) = 0
Mit dem Separationsansatz u(r, ¢) = R(r)®(¢) folgt

R' 1R 19"
— 4+ —— 4+ =0
R+TR+7'2® *

In dieser Gleichung taucht nur im Term %I eine ¢-Abhéingigkeit auf. Damit muss
dieser Term konstant sein:

% =1 = o) = Cf sin(ve) + C;b cos(vo)

Bitte wenden!



Aus den Randbedingungen folgt

D(0)=Cf =0 = &) =Cfsin() =0 mit O #0
= Vp,=2n,n=12,...

Damit gilt & = —4n? und fiir die obige Gleichung
”R'+rR+ (A*—4n*) R=0

Nach der Variablentransformation s = v/\r mit d% = \/X% und n = 2n ergibt
sich

2 D oy ~
S2dTR + sd—R + (s* —=7°) R=10 (Bessel’sche DGL)

mit der Losung
R(s) = CT J(s) + C5 Ya(s)
R(r) = C7 Jon (\FAT) + CL Yan (\/Xr)

(Jn, Ys Besselfunktionen erster und zweiter Art) Da |Y,,(0)| — oo muss C§ =
sein. Aus der obigen Randbedingung folgt

_mnzxx@n@ﬁ)=0nmcq¢o S =it k=12,

wobei j, ; die k-te Nullstelle von J, ist. Die ersten paar Nullstellen von Jy, J4
lauten

jg,l = 5136 jg’g = 8417 j2,3 = 11620
ja1 =6.380 jyo =9.761 jy3=13.015

und die ersten beiden Eigenwerte damit

)\1,1 =26.379 < )\2’1 = 40.704

4. In Kugelkoordinaten gilt

N N 1 N cot @ N 1
U —Uu, + —u Uy + ————
T T 2 e rz o r2sin® 6

U(Rl,ea QS) = U(RQ,ea QS) =0

Upp +Au =10 1in €

Siehe nichstes Blatt!



woraus mit dem Separationsansatz u(r, 0, ¢) = R(r)O(8)®(¢) folgt

RII 2RI 1 @Il (__)I 1 (DII
— 4+ =+ == t0—+ ——— A=0
R+7“R+T2<®+CO @+sin20<1>>+

Es folgt, dass die Klammer konstant sein muss. Sie wird null gesetzt und wir
betrachten nur den radialen Teil der Gleichung

% (r’R) = -AR

R" + gR’ =—-AR &
r r

Mit der Transformation

ergibt sich

v"'==-Av = w(r)=Csin (\/Xr) + Cy cos (\/Xr)
sin (\/Xr) COS (\/X’f‘)

+ Gyt

R(T’):Cl ”

Weiter folgt aus der Randbedingung

R(Ry) =0
. R(R) =€, sin <§R1> e cos <§R1>
= (Cy = —(C;tan (\/XRl)
R(Ry) =0
. R(Ry) = C, sin <\/XR2> Lc, CoS <\/XR2)
R, Ry

= Gy = —Cy tan (VAR)
mit C; #0 = tan <\/XR2) = tan (\/XR1>

2 52
:>\/)\jR2=\/)\jR1+7Tj iAjzﬁa 7=0,1,2,...
2 — 44U

Der erste (radiale) Eigenwert ist damit R;r—le'



