5 Interpolation und Approximation

Problemstellung: Es soll eine Funktion f(x) approximiert werden, von der die Funkti-
onswerte nur an diskreten Stellen bekannt sind.

5.1 Das Interpolationspolynom

o 1 X2 x3

Gegeben seien die Stitzstellen zg, x1, ..., T, (z; # ;) und die Stitzwerte
f() - f(x())a fl - f(xl)a SR f’n - f(xn)

Gesucht ist ein Polynom n-ten Grades (Grad < n)

1

Pyx)=apx"+a12" "+ ...+ ap_12+ an,

so dass gilt:

Pn($0) = f07 Pn(xl) - f17 R Pn(xn) = fn .
Behauptung: Es gibt genau ein Polynom vom Grad < n, das diese Aufgabe 16st.

Beweis:
a) Eindeutigkeit:

Annahme: Es gibt zwei Polynome P, (x), Qn(x) mit
Pn(x]) = Qn(CE]) = fj, j = O, N2

Dann: gilt: D, (x) := P,(x) — Qn(z) hat die n 4+ 1 verschiedenen Nullstellen
zj, j=0,...,n,und Grad D,, <n.
Dies ist im Widerspruch zum Satz von Gauss ('Fundamentalsatz der Algebra’)

b) Die Existenz wird mit der Lagrange-Darstellung bewiesen.

A) Die Lagrange’sche Darstellung

Herleitung fiir n = 3: Es seien die vier Wertepaare (xo, fo), (1, f1), (z2, f2), (z3, f3)
gegeben.
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5.1 Das Interpolationspolynom

Definiert man
lo(x) :==co(z — 1) (x — 22)(x — x3), o #O,
gilt fo(l’l) = 50(%2) = fo(&ig) =0.

1
zo—x1)(z0—22)(T0—73) "

Wir wahlen ¢y so, dass £y(zg) = 1, d.h. ¢g = ( Damit ist

(x —x1)(x — x2)(x — x3)
(2o — 1) (w0 — w2)(T0 — 73)

fo(ﬂ?) =

Analog erhalt man

(x — x0)(x — x2)(x — x3)

l(x) = (x1 — z0) (21 — 22) (21 — :133)7
(@ —zo)(r —x1) (2 — 23)

l(x) = (9 — z0) (22 — 1) (22 — 333)7

l3(x) (z — @o)(z — x1)(z — 22)

(3 — x0) (23 — 71) (23 — $2).
Es folgt, dass

0, i#]
1, i=j

li(x;) = bij =

Wenn wir das Interpolationspolynom 3. Grades als

P3(z) = folo(x) + f1li(x) + fala(x) + f343()

definieren, besitzt es die gewiinschte Eigenschaft: P3(x;) = f;, j = 0,1,2,3. Fiir ein
allgemeines n lasst sich das Interpolationspolynom n-ten Grades wie folgt angeben.

Definition: Das Polynom

mit

X — T
. J P
li(x) = | | poS— i=0,1,...,n,
j=0 """ J

JFi

heisst Interpolations-Polynom n-ten Grades (Lagrange-Darstellung).

B) Die baryzentrische Darstellung

Da die Auswertung des Lagrange-Polynoms fiir praktische Zwecke viel zu aufwendig ist,
sucht man eine fiir numerische Zwecke geeignetere Form des Interpolationspolynoms.
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5.1 Das Interpolationspolynom

Wir definieren die sogenannten Stitzkoeffizienten

1
A= ,
' H?ZO(% - ﬂi'j)
JFi

1=0,1,...,n,

die nur von den Stiitzstellen z; abhingen und die Grossen

Ao
Wi = ,1=0,1,...,n,
r — X

die von der Stelle x abhéngen, wo zu interpolieren ist. Das Interpolationspolynom lasst
sich dann fiir  # x; schreiben als

n
> uifi
i=0
— :
Z Hi
i=0

Begriindung: Es gilt

P, (x) =

n

liw) = pi | [ (= — ) -

k=0

Daraus folgt

Phx = Zfz‘fz'(ﬂf) = {Z Mz'fz} : H(flf — Tk)
=0

1=0 k=0

Diese Beziehung gilt fiir beliebige f;. Da fir f; = 1,7 =0,1,...,n, gilt dass P,(z) = 1,
schliessen wir daher, dass

n

(as—sck):z;

n . *
i—0 Mi

A A

k=0

Vorteil der baryzentrischen Darstellung: Die Stiitzkoeffizienten \; lassen sich ein fiir
alle Mal berechnen. Danach ist die Auswertung von P, (x) ’billig’.

C) Der Algorithmus von Aitken-Neville

Der Algorithmus von Aitken-Neville dient zur Auswertung von P,(x) an einer
gegebenen Stelle x.

Herleitung fiir n = 3: Gegeben seien die Stiitzwerte f; an den Stiitzstellen
x;, ¢ = 0,1,2,3. Gesucht ist der Wert des Interpolationspolynoms an der Stelle
xz, d.h P(x). (Wir lassen den Index m weg, da im Verfahren zusétzliche Indizes
vorkommen.)
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5.1 Das Interpolationspolynom

Verfahren: Berechne das folgende Differenzenschema spaltenweise.

xo : fo = Po\
Poi ~
xliflzpl/ Po12
~ P N
/P12 < /P0123 = P(z)
ZUQIfQZPQ\ /P123
/P23
x3: f3 = P3
wobel z.B.
r — X
Py =P+ 2 (P — P)
1 — X9
r — X
Pra3 = Po3 + R ;3 (P2 — Pa3)
r — X3

Po123 = Pra3 + (Po12 — P123)

o — I3

Es gilt: Fir & > i ist P;..x(x) gleich dem Interpolationspolynom (an der Stelle x)
durch (x;, fi), -+ (g, fr)-

D) Der Fehler des Interpolationspolynoms

Zu x gibt es im kleinsten die Zahlen x, xqg, x1, ..., x, enthaltenden Intervall eine Zahl
&, so dass gilt:
FoE)

(@) = Pale) = 0

(x — x5).

1=0

Beispiel: Lineare Interpolation im Intervall (xg,z1)

o x r1=x0+ h

52



5.2 Splineinterpolation

Der Fehler betriigt in diesem Fall f(z) — Py (z) = 3 f"(&)(z —z0)(z —21). Sei || f"(z)| <
My fir © € [xg,71]. Der Betrag der Funktion ¢(z) := (x — xg)(x — x1) nimmt das
Maximum auf [zg, z1] im Mittelpunkt zps = (2o + x1) an. Deshalb gilt:

If(z) — Pu()] < éh%.

Bemerkung: Der Interpolationsfehler wird weitgehend durch den Term

n

z) = H(:U — ;)

1=0

bestimmt. Fir dquidistante Stiitzstellen x; = xo + ih und grossere Werte n hat £(x)
zwischen seinen Nullstellen x; jeweils Extremalstellen mit gegen den Rand des Intervalls
[x0, Ty] stark zunehmenden Extremalwerten:

t()

A
RALAVER

— speziell gewédhlte Stiitzstellen (Tschebyscheff)

Ausweg:

— stiickweise polynomiale Interpolation (Nachteil: unstetige Ableitungen)

5.2 Splineinterpolation

Idee: Anstatt die Funktion f(x) (die an n + 1 Stiitzpunkten gegeben ist) durch
ein Polynom vom Grad < n zu approximieren, approximiert man f(z) stickwei-
se durch Polynome von niedrigerem Grad, und zwar so, dass die Ubergange ’'glatt’ sind.

Vorbereitung: Wir betrachten die sogenannte Hermite-Interpolation.

Gegeben: Stiitzstellen z; <z <...<z; <1 <...< Ty
Stittawerte  fy = £(21),. - fi = F(22)s- o o = ()
Ableitungen  f{ = f'(z1),..., fl = f/(x:i), ..., f, = f'(zn)
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5.2 Splineinterpolation

Gesucht: Ein Polynom P;(x) (7 ist die Nummer, nicht der Grad!) im Intervall [x;, x;11],
so dass
gilt:

Pi(zi) = fi, Pi(zit1) = fin

Pi(z;) = fi, Pj(wit1) = fi,

A y ’L',—{—l
_—
/
{ ,
/ ~ "
/3 T, | fin ™
J1 fn
> fi
( ( >
) ) >
Tr1 X9 T; Tit1 In

Das sind 4 Bedingungen. Daraus folgt, dass P;(x) ein Polynom 3. Grades ist (Grad
< 3).

Wir definieren h; := x;11 — x; und fiihren mittels der Transformation =z = x; + h;t
die neue lokale Variable t ein, ¢ = (x — x;)/h;. Definiert man Q;(t) := P;(x; + h; t)
gilt Pi(z) = Q;(x — x;)/h; . Also erfiillt P;(x) die Bedingungen (5.1) genau dann, wenn
Q;(t) die folgenden Bedingungen erfiillt:

Qi(0) = fi, Qi(1) = fit1
Qi(0) = hi f,  Qi(1) = hi fl, -
Es gilt:
Qi(t) = fi(1 =32 +28%) + fii1 3t* =283 + hy fl (t — 2t + 17)
+ hi fiiq (—t2 + %),
denn
Qi(0) = fi, Qi(1) = fin1
Qi(t) = fi(=6t+6%)+ fis1 (66— 61%) +hy fi (1 —4t+3¢7)
+ hi flog (=2t +3¢%).

Setzt man t = 0 und t = 1 in Q;(¢) ein, erhilt man Q;(0) = h; £/, Qi(1) = h; fl;.

Definition: Hermite-Interpolationsfunktion

g(z) := Pi(x) firzx € [z;, ziy1].

Wie man leicht durch Einsetzen verifizieren kann, lasst sich das Polynom (); an einer
festen Stelle ¢ einfach durch ein Differenzenschema berechnen. Dies fiihrt zum folgenden
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5.2 Splineinterpolation

Algorithmus: (Auswertung der Hermite Interpolationsfunktion g(x) fiir ein festes
z)
1. Bestimme den Index 7, fiir den x; < x < z;41 gilt.

r—XT;

2. hj i =xjp1 —x;, t:= >

3. Berechnung von @Q;(t) mit dem Differenzenschema:

b_1=hi f]
ap = fi co = by — b_1

bo = a1 — ap do =c1 — ¢
a1 = fit1 c1=0b1 —bo

bl = hz fi/_|_1

Qi(t) = ao + (bo + (co + dot)(t — 1))t = g(x)

Problem: Der Algorithmus ist nur durchfithrbar, wenn die f/ bekannt sind; diese sind
aber im Allgemeinen nicht verfiigbar.

Ausweg: "Bestimmen" der f] durch zusétzliche Bedingungen. Dies fiihrt auf das Kon-

zept der Splines:
Forderung 1: P'(xiy1) = P (xi41), i=1,...,n = 2.

7

Das ergibt n — 2 Bedingungen an die Unbekannten fi,..., f.

Aus P;(z) = Q; (fc;fl) folgt P! (z) = % Q; (x;fl) Damit gilt also

Qi(1) Qi+1(0)
Pl (win) = =57 Pla(@in) = h; :
) i+1

Somit erhalten wir in der t-Koordinate

Qi(1) Qz’+1(0)‘

2 2
hi hi—i—l

Forderung 1:
Es gilt:
Qi(t) = fi (—6 4+ 12¢) + fit1 (6 — 128) + hy f] (—4+61) + h; fl,1 (—2+ 61)
Daraus folgt

Qi(1) =6 fi — 6 fir1 + 2hi f{ +4hi fi,y

Qi+1(0) = —6 fir1 +6 firo — 4hiv1 flg — 2hit1 flio

Damit erhalten wir als
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5.2 Splineinterpolation

Forderung 1:

6 2 ., 4 6 4 2,
— (fi—fu)+—f+—F 1= — (firo—fix)——fl, —— .
hZQ (fl fZ+ ) hz fl hz fl—l—l hz2_|_1 (fl'i‘ fl+ ) h@_|_1 f’L—|—1 h'[,_|_1 f2+2
Ordnet man die Terme und dividiert durch 2 ergibt sich
1 2 2 1 11— fi o — fi
- fll+ (_ + ) fz’l—i—l + fi/—|—2 _ 3( fz—|-12 fz 4 fz—|—2 , fz—l—l )7
hi AN th‘+1 ) hit1 . @ ) hitl )
bi a; bi+1 ¢ Cit1
dis1
firi=1,2,...,n— 2.
Die Forderung 1 fiir die n — 2 Intervalle sieht also wie folgt aus.
Forderung 1:
bifi + afy + ba f3 = dy
ba fy + az f3 + b3 f = d3
2 3 4 (5.2)
bn—Q 7/1_2 +  ap—2 ff,/l_l + bn—l fT/L = dn—l
Das sind n Unbekannte und n — 2 Gleichungen. Die Unbekannten f/, i = 1,...,n, sind

dadurch nicht eindeutig bestimmt. Es fehlen zwei Gleichungen. Wir stellen daher noch

eine 2. Forderung auf (vorgeschlagen von C. de Boor):
Forderung 2: Pi(z) = Py(x)
Pn_2($> = Pn_1($> .

Bemerkung: Diese sogenannte not a knot condition von de Boor lasst sich auf Grund

von Fehleruntersuchungen motivieren: bei Stiitzstellen mit gleichem Abstand h ist der

Interpolationsfehler der Ordnung h*.

Aus Pi(z) = Pa(z) folgt Pj(z) = Py(x), Py (v) = Py(z), P{"(v) = Py’(z). Die letzte

Gleichung impliziert Q,(1)/h3 = Q4(0)/h3.
Weiter gilt

Q;(t) =12 f; =12 fix1 + 6 h; fl +6h; firr,
und damit erhalten wir

Forderung 2:

2fi 2fa  fi fs _2f2 2fs  fy  f3
BB TR TR T R R R m

bzw.

1, 1 1\, 1, 1 e
— ) fA-=fi=2( 2 -2
h%f”(h% h3> 252 /s (m h2>

Addiert man zu dieser letzten Gleichung die mit 1/hs multiplizierte oberste Gleichung

von (5.2), erhélt man
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5.2 Splineinterpolation

1 /1 1Y\ , 1 1\?, 11 1+ ¢
Sl (- — = =2c ([ —+ — .
I (h1+h2> f1+(h1+h2> f2 Cl(h1+h2)+ o

Diese Gleichung geteilt durch (hil -+ h%) ergibt

1, 1 1 , hy
— —+ — =2 : 5.2
it () = 2ad T @) (5.2)
Analog erhéalt man
1 1 , 1, hp—1
e =2 n— n— n— 52 n
(hn—Q i hn—l) fn—l i hn—l fn Cn—1 hn—l + hn—Q (C Lre 2) ( )

Filigen wir die Gleichungen (5.2); und (5.2),, zu(5.2) hinzu, erhalten wir n Gleichungen
fiir die n Unbekannten f{,..., f/.

Bemerkung: Das zu losende Gleichungssystem fiir die Unbekannten f7,..., f, hat
tridiagonale Gestalt und kann daher besonders effizient gelost werden.

Die Spline-Interpolationsfunktion an der Stelle  kann nun also wie folgt berechnet
werden:.

1. Bestimme die Losung f1, ..., f, des tridiagonalen Gleichungssystems (5.2)1, (5.2),
(5.2)p.

2. Bestimme den Wert der Splinefunktion in x nach Hermite.

Ausfiihrlich aufgeschrieben fiihrt das zum folgenden

57



5.2 Splineinterpolation

Algorithmus: (Auswertung der Spline-Interpolationsfunktion g an der Stelle x)

1. Bestimme die Losung f’ des linearen Gleichungssystems Af' = d

J

wobei
(b % )
bl al bg
bo a b
A= 2 2 3
bn—2 Ap—2 bn—l
K an2_2 bn—1 }
mit
1
bz :h—i,lzl,. ,n—l

_ firn— fi ;

C; nZ =1,....n—1
1
dy :=2c1 + c1+c
1 1 h1+h2( 1 2)
d; ::3(C¢_1+Ci>,i:2,...,n—1
Py —
dp = 2¢cp—1 + 1 Z_ 271—2 (Cn—l + Cn—2) .

2. Bestimme den Index ¢ fiir den gilt x; < x < x;41.

T — T;
3. Setze t = :

)

4. Berechne Q;(t) = ag + (bo + (co + dot)(t — 1))t, wobei

b—l — hzle \
aO:fi . 7 co = by —b_q .

b():al—ao d():Cl—Co.
ar=fi1 ~, @ =bi—bo -

b1 = hifz'/+1

5. g(x) = Qult).
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5.2 Splineinterpolation

Bemerkungen:

e Die Matrix des linearen Gleichungssystems (5.2)1, (5.2), (5.2),, ist strikt diagonal-
dominant (d.h. |a;;| > > =1 |aij], ¢ = 1,...,n) mit positiven Diagonalelementen.
i

Daraus folgt nach dem Kriterium von Gerschgorin, dass ihre Eigenwerte alle posi-
tiv sind. Damit ist die Matrix reguldr und es folgt, dass die f; eindeutig bestimmt
sind und damit auch die Spline-Interpolationsfunktion.

Zudem folgt daraus, dass die Losung dieses tridiagonalen Gleichungssystems mit
dem Gaussalgorithmus mit Diagonalstrategie gelost werden kann. Dabei soll die
Symmetrie beriicksichtigt werden.

e Die f/ sind die Ableitungen der Splinefunktion an den Stellen z; (und daher
Néherungen zu den Ableitungen von f(z) an diesen Stellen).

e Der Interpolationsfehler der Spline-Interpolationsfunktion ist von der Ordnung
O(h?*) (bei gleichabstindigen Intervallen h; = h, i = 1,...,n); die Abweichung
in der 1. Ableitung ist von der Ordnung O(h?).

e Wir haben hier die kubische Spline-Interpolation behandelt. Es gibt auch Spline-
Interpolation hoherer Ordnung.

Andere Randbedingungen

Anstelle der 'not a knot’-Bedingung kann man auch andere Bedingungen stellen. Wir
erwahnen zwei:

i) Forderung 2:
Py (z1) = Py (za) =0

n

Man nennt das eine natiirliche Randbedingung, und sie fiihrt auf die natdrliche
Spline-Interpolationsfunktion.

ii) Forderung 2:

P (21) = P (an)

zur Interpolation einer periodischen Funktion. Das in diesem Fall f; = f,, und
fi = f], gibt es nur n — 1 Unbekannte fi,...,f/ |, und es braucht nur eine
zusétzliche Gleichung zu (5.2).

Beispiel fiir eine periodische Spline-Interpolationsfunktion:

Wir betrachten f(x) = sin(mz) und geben die folgenden Stiitzstellen und Stiitzwerte
vor:

Damit ist n =5, h
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5.2 Splineinterpolation

Q1<0) _ Qn—l(l)
h? h?

Forderung 2:
Mit
Q1(0) = —6f1+6f> —4hf] —2hf}
Qn-1(1) = 6fn1 —6fn+2hf, 1 +4hf,

Division durch —h und Benutzen, dass f, = f1 und f, = f] gilt, ist die Forderung 2
aquivalent zu

6

8f1+2fy+2f, 4 = E(b — fn-1) .

Fiigt man diese Gleichung oben bei (5.2) an, erhélt man das lineare Gleichungssystem

(s 202\ () [ 24)
2820 || | o
028 2 || # 24
\2oz2s)/\n) \ o

Dieses besitzt die Losung

[ 3)

Yy

Die ’exakten’ Ableitungen von f(x) an diesen Stiitzstellen sind 7,0, —, 0.
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