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Aufgaben und Losungsvorschlag

1. (a) [4 Punkte]

Sei B eine 2 x 2 - Matrix mit Jordanscher Normalenform J = (g _11>

i. Begriinden Sie, warum a = —1 sein muss.
Losung:

Auf der Diagonalen von J stehen die EW von B, damit ist ¢ ein EW. Angenommen,
a # —1. Dann hat B zwei unterschiedliche EW, damit sind B diagonalisierbar und
J eine Diagonalmatrix.

Alternative: Die Matrix J besteht nur aus einem Jordanblock der Lange 2. Dieser
hat auf der Diagonalen den gleichen Eintrag. Daher muss a = —1 gelten.

ii. Berechnen Sie fiir t € R das Matrix-Exponential e*”.
Losung:

Mit der Formel fiir das Matrix-Exponential eines Jordan Blocks (Skript 3.6.3) gilt

1t et tet
tJ __ -t _
©=c (o 1) "( 0 e‘t)'

(b) [5 Punkte]

-1

0 . Seien J wie in Teil (a) und 7' = ( 1 _01), dann

Gegeben sei die Matrix A = 1 _12

ist die Gleichung AT = T'J erfiillt.
Bestimmen Sie eine Basis des Losungsraumes £4 des Systems ¢ = Ay.

Losung:

Lésungsvariante 1:

Die Spalten von e bilden eine Basis von £4. Nach Angabe gilt A = TJT~! (mit T
invertierbar), also et = Te!’T~! (Skript 3.6.2).

0 1
-1 -1

1 -1 1 t\N/o0 1
tA tJp—1 _ —t
¢” =Te'T _(1 0)6 Q J(—1—J
(-1 —1-t\ [0 1
—¢ 1 ¢ 1 -1
{1+t ot
=€ —t 1—t)"

Esist 77! = ( ) und dann mithilfe der vorigen Teilaufgabe
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Daher ist eine mogliche Basis von £4 gegeben durch {et (1_+tt) et (1 i t) } .

Lésungsvariante 2:

Die allgemeine Losung des Systems ist gegeben durch y(t) = eC, wobei C € R? ein
Vektor mit Konstanten ist. Da T invertierbar ist, kénnen wir ¢ = T-C als neuen
Konstantenvektor definieren und haben somit die allgemeine Losung y(t) = Te!! C.
Dementsprechend bilden die Spalten von Te!’ eine Basis von £4. Mithilfe der vorigen

Teilaufgabe gilt
-1 -1 1t -1 -1t
tJ —t ot
() ()

daher ist eine mogliche Basis von £, gegeben durch {et (_11> et (_175_ t) } '

Bemerkung: Die Basen der Losungsvarianten konnen ineinander iiberfithrt werden.

(c) [3 Punkte]

Seien g = 2> und ¥’ = Ay + ¢ ein inhomogenes System. Bestimmen Sie die stationéren

Zustande Yoo.
Losung:

Ein stationédrer Zustand y., erfiillt 0 = v/, = Ay + g. Mit A invertierbar ist yo, =

—2 1 -2 =1\ (2 6
. 1 . . -1 _ . _ —1 _ —
A™'g. Hier ist A= = ( . 0 ) . Alsoist —A7'g = ( 1 0 ) (2) = <_2) der

einzige stationdre Zustand des inhomogenen Systems.
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2.

(a) [7 Punkte]

Sei g : [—1,1]— R, mit g(xz) = x. Diese setzen wir mit Periode 2 zu einer auf ganz R

periodischen Funktion f fort. Bestimmen Sie fiir f
i. die reellen Fourier-Koeffizienten a,, und b,,.
ii. die komplexen Fourier-Koeffizienten c¢,.
Hinweis: Sie kdnnen auch erst Teil ii. bearbeiten.

Loésung:

Lésungsvariante 1:

Wir bemerken zunéchst, dass f eine ungerade Funktion ist. Daher (z.B. mit Serie 7) gilt
fiir alle Koeffizienten a,, = 0. Die Koeffizienten b, berechnen wir mit der Formel fiir
allgemeine Periode 7' = 2 (Skript 4.5.2) und mit partieller Integration

1 B ) ,
b, = 2/ zsin(nrz)dr = 2 {_x Cos(mm)] B 2/ _ cos(nmz) e
0 0

nm o0 nm
_ —2cos(nm) 49 sin(nrz)]" _ —2cos(nm)  2(—1)"*
B nm (nm)? |,_o nm B

Mit x: Es ist f - sin gerade, siehe z.B. wieder Serie 7.
Die Umformung von den reellen zu den komplexen Fourier-Koeffizienten (Skript 4.5.3)
liefert fiir n € Z

“R2ED" i > 0
c, = =<0, fiir n =0,
M firn <0
B %, fiir n # 0,
o, fiir n = 0.

Lésungsvariante 2:

Wir berechnen direkt die komplexen Fourier-Koeffizienten. Wir bemerken, dass f eine
ungerade Funktion ist, daher also a, = 0 fiir alle n € N gilt. Somit folgt aus der
Umformung von komplexen zu reellen Fourier-Koeffizienten, dass

O=a,=c¢,+c_, <—
0=ay=2c — co=20

C_p = —Cp

Es geniigt also fiir n > 1 die komplexen Koeffizienten ¢, mit der Formel fiir allgemeine
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Periode T' = 2 zu berechnen. Wir benutzen partielle Integration und erhalten

—nmiz] 1 —nmiz
anl/ xenm’xdx:1|:xe :| _1/16 d$
2 2| —-nmi|,_ , 2)4 —nm
1 e 4 e 1 [ e nmix _dcos(nm) 1 (e " — e
T2 ( —nmi > ) [ nm) } _, nr 2 ( (—nmi)? )
B i(—l)" isin(nm
- () -

Schlussendlich kénnen wir ¢_,, = —c¢,, verwenden um fiir n > 1, b, zu berechnen

2'2 —1)" 2(—1 n+1
by, =i(cp, — c_p) = 2ic, = (=) = (=1) )
nm nmw
Lésungsvariante 3:
Wir berechnen fiir n # 0, ¢, = % wie in LV2. Fiir n = 0 bemerken wir, dass

aufgrund von Symmetrie gilt ¢y = % f_ll xdx = 0. Nun setzen wir in die Formeln fiir die
Umformung zu reellen Fourier-Koeffizienten ein und erhalten fiir n > 1

(ZOIQCOZO,

Qp = Cp, +C_yp,

(b) [8 Punkte]

Sei P<y der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 auf [—1,1]. Fiir p,q € P<s ist das

1
Skalarprodukt (p,q) = /

p(z)q(z)dz.
1
Seien p, ¢ gegeben durch p(z) = 2? + x + 1 und ¢(x) = ax + 1, wobei a € R.

i. Bestimmen Sie a < 0 so, dass ¢ die Lénge v/8 hat.
Lo6sung:

Falls allgemeiner ¢ die Lénge v/¢ haben soll, so muss gelten (g, ¢) = ||¢||> = £. Wir
berechnen

(0.9) =/

a’r®  2ax?

1
q(z)*dx = / (a®2® 4 2az + 1)dx = [ 3 + 5
-1

+ x}
r=—1
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| Einsetzen von ¢ = 8 ergibt somit a = £3.

ii. Bestimmen Sie a so, dass p und ¢ orthogonal sind.
Lo6sung:

Es gilt, dass p und ¢ orthogonal sind, falls (p,q) = 0. Wir berechnen

(p,q) = /_ p(x)q(x)dx = / (2* + .+ 1)(ax + 1)dx

1 -1

= /1 (az® 4+ (1 + a)z® + (1 + a)z + 1)dw

[am‘* (14 a)z? L a)z? . 4 !

4 3 2 1
2
_ (1+a) ey
3
Daher muss gelten
2(1
% 12=0oa= 4.
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3. Wir betrachten fiir ein Vektorfeld F : R? — R? und z(t) = (
2/ (t) = F(z(t)) mit

(a) [3 Punkte]
Bestimmen Sie die Fixpunkte (stationdre Losungen) des Systems.
Lo6sung:

Eine stationdre Losung erfiillt 2/(t) = F(z(t)) = 0. Falls 1 = 0 oder x5 = 0, so folgt
aus der 2. Gleichung =/, = 0, dass auch die andere Koordinate 0 ist. Daher ist der erste

Fixpunkt
rl = 0
> \0/"

Nehmen wir nun an, dass z; # 0 # z3. Dann folgt aus der 1. Gleichung x} = 0, dass
x1 = 1. Aus der 2. Gleichung xf, = 0 folgt, dass xo = +,/x7, also erhalten wir 2 weitere

Fixpunkte
1 1
2 _ 3 _
2-() ()

(b) [2 Punkte]

OF 1 (z1,22) OF1(x1,22)
Berechnen Sie die Jacobi-Matrix DF(z) = ( Ot 1) aFg?ﬁf,z2)>
ox1 Oxo
Hinweis: Es ist 2% = ()7,

Losung:

Ausrechnen der jeweiligen Matrix-Eintréige ergibt dann

ToIn(2)2%1 2%1 2
DF(ZE)Z ( i <1) —2I2)'

(¢) [3 Punkte]

Sel Too = (IEOO,1) der Fixpunkt mit o, ; > 0 und 2, 2 > 0. Untersuchen Sie das Verhalten

00,2
einer Losung in der Ndhe des Fixpunktes 7.

Losung:

Nur 22, = <1> hat positive Koordinaten.
: : 9 2In(2) 0 : : :
Einsetzen ergibt DF(z2,)) = 1 YR Da die EW auf der Diagonalen Realteil

verschieden von 0 haben, konnen wir den Satz von Hartman-Grobman anwenden.
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Wir untersuchen das Verhalten der linearisierten Losung: Da ein EW von DF(z%) po-
sitiv ist und der andere negativ, handelt es sich um einen Sattelpunkt.
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4. Wir modellieren die zeitliche Entwicklung einer Entziindung in einem Organ durch die partielle
Differentialgleichung
Up = Ugy + AU (PDE)

Dabei ist u(x,t) der Grad der Entziindung zur Zeit ¢ an der Stelle x € [0, 7] und A > 0 ein Mass
fiir die Reproduktionsrate der Erreger. Am Rand des Organs sei die Entziindung fiir ¢ > 0 durch
den Einfluss eines Antiphlogistikums unter Kontrolle, das heisst es gilt

u(0,t) = u(m,t) =0 fir alle t > 0. (RB)
Zur Zeit t = 0 hat die Entziindung das Organ gleichméssig erfasst:
u(z,0) =1 fir0<ax<m. (AB)

(a) [3 Punkte]
Fiihren Sie einen Separationsansatz u(z,t) = T'(t) X (x) in (PDE) durch, um je eine gewthn-
liche Differentialgleichung fiir X (x) und fiir 7'(¢) zu erhalten. Achten Sie darauf, dass fiir X
periodische Losungen entstehen.

Losung:

Mit dem gegebenen Separationsansatz erhalten wir die (PDE)
T' )X (z) =T@t)X"(x) + AT (t) X (z),
welche wir durch 7'(¢) X (z) dividieren um auf

') _ X"(z)

W - X

zu kommen, welche nun in separierter Form ist. Mit den iiblichen Argumenten gilt nun,
dass beide Seiten konstant sein miissen. Wir wihlen die Konstante ¢ := —w? + \, fiir
w > 0 (damit X periodische Losungen hat, muss die Konstante fiir X negativ sein) und
erhalten damit die beiden DGLs

T'(t) = cT(t),
X"(z) = —w?X(z).

(b) [3 Punkte]
Bestimmen Sie die Losungen X,,(x), welche den Randbedingungen (RB) gehorchen.
Losung:

Die allgemeine Losung fiir X ist
X(z) = Acos(wz) + Bsin(wz).

Aus 0 = u(0,t) = X (0)T'(t) folgt 0 = X(0) = A. Und aus 0 = u(m,t) = X (m)T'(¢) folgt

0 = X(m) = Bsin(wr), was erfiillt ist, wenn

w=mn€N.
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()

Daher erhalten wir die Losungen
X, (x) = B, sin(nz).

Da wir nach Basislosungen suchen, kann hier B, = 1 gewéhlt werden.

[2 Punkte]
Finden Sie fiir jede Losung X, (z) eine Losung T},(¢) um die Basislosungen u, (x,t) = T, (t) X,.(2)
zu erhalten.
Losung:

Fiir die Losung X,, haben wir die Konstante w = n, also ¢ = —w? 4\ = —n?+ ) erhalten.
Die dazu gehorende Losung fiir T ist also

T, (t) = exp((A — n?)t).

[7 Punkte]

Superponieren Sie die Basislosungen, also

u(a,t) =Y BT, (t)X,(x),

und bestimmen Sie die Koeffizienten B,, so, dass die Anfangsbedingung (AB) erfiillt ist. Fiir
welche Werte von A geht die Entziindung im Laufe der Zeit zuriick?

Losung:

Mittels Superposition der Basislosungen erhalten wir die allgemeine Losung
u(x,t) = Z B, exp((A — n?)t) sin(nz).
n=1

Um die (AB) zu erfiillen muss gelten
1 =u(x,0) = ZB" sin(nz), fir0<az<m.
n=1

Wir bestimmen die Koeflizienten B,, mit Hilfe von Fourier-Reihen und Koeffizienten-
vergleich. Da wir nur ungerade Terme (sin-Terme) zur Verfiigung haben, setzten wir
f(z) = 1 ungerade auf dem Interval [—m,7) fort und berechnen die entsprechenden
Fourier-Koeffizienten fiir n > 1 als

by = 2 /Oﬂ Lsin(na)dz = 2 { = — (=" +1)

™ ™ nm

- coz(nx)} L

x=0
2 2, firm=2k+1,keN,
~nm |0, fiir n =2k keN.
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Mittels Koeffizientenvergleich folgt nun, dass B,, = b,, gelten muss. Somit erhalten wir
die Losung fiir u, welche sowohl (RB) als auch (AB) erfiillt, als

u(z,t) = Z ﬁ exp (A — (2k + 1)%)¢) sin((2k + 1)z).
k=0

Damit fiir beliebiges 0 < z < 7 die Entziindung zuriickgeht, also u(x,t) — 0 fir t — oo,
miissen alle Koeffizienten der exp-Terme negativ sein. Es muss also gelten

A—(2k +1)> <0, fiir alle k € N.

Dies ist erfiillt, falls 0 < A < 1 gilt.
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