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Aufgaben und Losungsvorschlag

1.MC1 [1 Punkt] Seiy = <

Fiir welches Yoo 2 ist Yoo = < L

1
(A) yoo,Q — _5
(B) yoo,2 — O
(C) yoo,2 — 1
(D)

Aufgabe 1

—13 _02> Y+ <g> ein inhomogenes lineares System.

) eine stationare Losung?
00,2

1
5

Alternative, ohne A~1:

Also ist Yoo 2 =

Setze Yoo

( 1 ) ein und rechne: <
Yoo,2

die Gleichung 1 — 2y, 2 = 0 und wieder die Losung Yoo 2 = %

-3 0
1 =2

-3
1- 2yoo,2

) <yi>,2> B (

) . Die zweite Zeile liefert

1.MC2 [1 Punkt| Sei V = M,y der Vektorraum der 4 x 4 - Matrizen mit reellen Eintragen.

Welche Dimension hat der Unterraum U = {A eVI]AT = —A}? Dabei bezeichnet AT die trans-

ponierte Matrix.

(A) dimg U =2

(B) TRUE: dimg U =6
(C) dimg U =8

(D) dimg U = 16

Losung:
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Es gilt, dass dimg U = 6. Fiir eine Matrix A = (a;;) € U gilt, dass aj; = —a;;. Daraus
folgt, dass auf der Diagonalen a;; = 0 gilt und, dass die Eintrage oberhalb der Diagonalen
die Eintrdge unterhalb der Diagonalen bestimmen. Oberhalb der Diagonale gibt es 6 Eintrage
in der Matrix, die frei wahlbar sind, welche dann A eindeutig bestimmen. Fiir jeden dieser
Eintrage gibt es einen Basisvektor.

11 0
1.MC3 [1 Punkt] Die Matrix A = | 0 —2 1 | ist nicht diagonalisierbar mit Eigenwerten

0 1 -2

A1 = —1 und A3 = —3. Dann ist der fehlende Eigenwert A\, ...

(A) Ag=1

(B) TRUE: X\, = —1

(C) Ag=-2

Losung

Die Spur der Matrix A ist —5. Da die Spur exakt die Summe der Eigenwerte von A ist, und
wir zwei Eigenwerte schon gegeben haben, ist der gesuchte Eigenwert Ay = —1, denn dann ist
)\1+)\2+)\3: —5

Alternativ folgt dies auch mit der Determinante: Diese ist —3 = (—1)Aa(—3).

1.MC4 [1 Punkt] Welches J kommt als Jordan Normalform von A in 1.MC3 oben infrage?

-1 0 0
@ 7= (34 1)
11 0
® - (34 1)
10 0
© 7= (3%4)
(D) TRUE: J = (81%_8)

Losung:

Da die Matrix nicht diagonalisierbar ist, muss J mindestens eine 1 auf der Nebendiagonalen
haben. Da Ay = Ay = —1, muss
-11 0
J = < 0 X2 0 )
0 0 -3

1.A1 [2 Punkte] Die Matrix A aus 1.MC3 oben definiert ein lineares DGL-System y' = Ay.
Dieses modelliert die Entwicklung in drei Kompartimenten K5, Ko und K3. Vervollstandigen Sie
das zugehorige Kompartiment-System in Ihrem Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A1.

Das heisst: Geben Sie fehlende Pfeile (mit Richtung) und Beschriftungen an.

sein.

Losung:
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1
£ N
Ky =7 K K

ll ll
o Es fehlt die Beschriftung “1” vom Pfeil der von K5 nach K3 geht.

o Es fehlt der Pfeil der von K3 hinaus geht.
o Es fehlt die Beschriftung “1” vom Pfeil der von K3 hinaus geht.

1.A2 [2 Punkte] Sei J = (81 /\22 _83> aus 1.MC4 oben.

Wir suchen eine Basis des Losungsraumes L£; des Systems y' = Jy und wissen schon, dass die
0
Funktion ¢ — e*2! [ 1 | ein Basisvektor ist. Bestimmen Sie zwei fehlende Basisvektoren.

0

Losung:

Die allgemeine Losung dieses Systems ist ¢ — e'/C fiir ein C' € M3, (R). Da die Matrix J in
et 0 0

Diagonalform ist gilt, dass e = | 0 e** 0 |. Also sind
0 0 e

1 0
t—et|0 und t—=e 3|0
0 1

die fehlenden Basisvektoren von L£;. Hier ist Ay = —1.

Alternativ folgt das auch aus der Eigenbasis: Die EW ); sind die Diagonaleintréige und die
EV €;.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A2.

1.A3 [6 Punkte] Seinun J = <_0 A2 0 ) aus 1.MC4 oben.

00 -3
et X 0
Seien v1(t) = | 0 |,v2(t) = | e"| und v3(¢t) = [ Y | . Bestimmen Sie die fehlenden Koordina-
0 0 Z

ten X,Y und Z, sodass t — vy(t),t — vo(t) und t — v3(t) eine Basis des Losungsraumes L des
Systems y' = Jy ergeben.

Losung:
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Aus der Formel fiir das Matrixexponential von Jordanblocken gilt, dass

et tet 0

Die Spalten von t — e/ sind eine Basis des Losungsraumes £, also ist

X=te!, Y=0 und Z=e3"

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A3.
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Aufgabe 2

2.MC1 [1 Punkt] Sei f die Funktion mit f(z) = d- 2% + 2, einer Konstanten d und z € [—1,1].

8
Fiir welches d hat die 2-periodische Fortsetzung den Fourier-Koeffizienten ay = §?

1 1 1 2 8
Die Losung ist d = —2. Es muss ag = / f(x)dx = d/ x2d:v+/ 2dr = Zd+4 = 3 gelten.
-1 -1 -1

3
3/(8
Also i =—(=-—4|=-2
so ist d 2(3 )

2.MC2 [1 Punkt]| Sei f(z) = % + Y ag cos(kxz) + by sin(kz) die Fourier-Reihe einer Funktion f,
k=1
fiir die
(=1)* 4(-1)*

ap = und b, = 12

L k>1

bekannt sind.

Sei f'(z) = ) Ak cos(kz) + By sin(kz) die Fourier-Reihe der Ableitungsfunktion f’. Bestimmen
k=1
Sie den zweiten Fourier-Koeflizienten A, dieser Fourier-Reihe.

(A) A, =0
(B) Ay =1
(D) A =
Losung:

Die Losung ist As = 2. Durch Ableiten der Fourier-Reihe von f erhalten wir

(kby) cos(kx) + (—kay) sin(kx) = i Ay, cos(kx) + By sin(kz).

1 k=1

NE

f'(x) =

k

4(—1)2

Mit Koeffizientenvergleich gilt also, dass Ay = kbg. Somit ist Ay = 2by = 2 5

=2.

2.A1 [4 Punkte] Sei f die Funktion mit f(z) =1— 2% und 0 <z < 1.
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(i) Skizzieren Sie den Graphen der geraden Fortsetzung f, fir —4 < x < 4 in das Koordinaten-
system in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1.

Losung:

~
Q

(ii) Berechnen Sie die ersten reellen Fourier-Koeffizienten a; und b; dieser Funktion f,.

2 2.2 2) i

Hinweis: /x2 cos(mz) dr = ICOS;W@ n (m°w gsm(wx) o
n s

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1.

Losung:

Die gerade Fortsetzung f, von f ist eine gerade Funktion und damit b, = 0 fiir alle k, also
ist insbesondere b; = 0.

Weiter gilt, dass

a; = /11 fo(x) cos(max)dx = 2 /01 f(z)cos(mz)dr = 2 /01 cos(mx)dx — 2 /01 x* cos(mx)dx

2 =1 _[2 202 — 2) si !
_ —[sin(mc)} B 2{ xcos2(7m:') N (m2x :Zsm(mc)]
m z= m 7r —0
4 4

2.A2 [5 Punkte] Gegeben sei (P<o, (-,-)), der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 ausge-
1
stattet mit dem Skalarprodukt (f,g) = / f(z)g(x)d.
-1

(i) Bestimmen Sie die Konstante d, sodass die Vektoren
{p1(z) = 1, pa(x) = ,ps3(x) = - d}

eine orthogonale Basis B bilden.
Hinweis: Beachten Sie die Symmetrieeigenschaften der Funktionen p;, ps und ps.

Losung:

Es muss gelten, dass (p1, p3) = @lso

1 1 1 37z=1
2 2 X 2
0=<P17p3>=/_11~(x —d)dxz/lx d:c—d/_ldx: lS] —2d=3—2d

rz=—1
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Somit muss d = % seinEs gilt auch, dass (p1,p2) = (p2,ps3) = 0, da dies Integrale von

ungeraden Funktionen sind.

X
(ii) Fiir den Vektor ¢(z) = a? € P<y sei [¢(z)]s = [V | der Koordinatenvektor beziiglich der
1
Basis B in Teilaufgabe (i). Bestimmen Sie die fehlenden Eintridge X und Y.

Losung:

Wir suchen Koeffizienten X und Y mit
1
x2:X-p1+Y~p2+1-p3:X-l—i—Y'x—i—l-(IZ—S).

1

5 sehen wir direkt, dass

Schreiben wir x? = é + 2% —
1
X=—- und Y =0.
3
Alternative:

Aus der Bilinearitat des Skalarprodukts und der Orthogonalitit der Vektoren pi, p und
ps3 folgt, dass

<q7p1> U.nd Y: <q7p2>

X = <p1,p1> <P2>P2>.

Wir berechnen also

1 2377 2
2
— dr = | = _Z
1
<q,p2>=/ wdr =0
-1

1
<p17p1> = [1 dr =2

1 9 2
(D2, D2) :/ ridr = =.
-1 3

[N
|

Daraus folgt, dass X = und Y = 3 =0 ist.

win|o

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A2.

Seite 7 von 14



P Mathematik II11
mzurICh A. Caspar / N. Hungerbiihler

27. Januar 2023

Aufgabe 3

3.MC1 [1 Punkt] Sei ¢y = F(y) ein nichtlineares System mit stationédrer Losung 3., und Jacobi-
1

Matrix DF (ys) = 1 2 . Fir welches d sieht die Losungkurve in der Ndahe von y., qualitativ
folgendermassen aus? a iy
N
NAEEY
SRR
YR
hhittd
(A) TRUE: d = -1
(B) d=0
1
C)d=-
(© d=
(D) d=1
Losung

Die Losung ist d = —1. Fiir solch ein Verhalten muss die Matrix DF(y.,) zwei reelle EW
(hier auf der Diagonalen) mit unterschiedlichem Vorzeichen haben.

3.MC2 [1 Punkt] Sei ¢y = F(y) ein nichtlineares System mit stationdrer Losung 3., und Jacobi-

Matrix DF(yo) = _01 é . Fr welches (3 sieht die Losungkurve in der Nahe von ., qualitativ

folgendermassen aus?

(A) B=

(B) TRUE: g = —1
(C) p=-2

(D) 6=-4
Losung:

Die Losung ist § = —1. Fiir einen solchen Verlauf muss die Matrix DF(y.,) komplexe Eigen-
werte \; = a+ bi, \o = a — bt haben, mit a < 0,0 # 0: Die Bedingung a < 0 stellt sicher, dass

die Losung sich mit wachsendem ¢ zum Ursprung hin bewegt, und b # 0, dass die Losung dies
spiralférmig tut.

Die Eigenwerte der Matrix DF(ys) sind A; = 1(84+/5? — 4). Damit der Realteil negativ ist,
muss 3 < 0 sein, und damit die Losungen komplex sind muss der Radikand 3% — 4 < 0 sein.

Dies ist der Fall fiir 32 < 4. Beide Bedingungen gleichzeitig sind also erfiillt fiir —2 < 3 < 0.
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| Somit ist B = —1

3.MC3 [1 Punkt] In einem Rauber-Beute-Modell beschreibe = die Rduberpopulation und y die
Beutepopulation:

1 1
d'(t) = —g'x(t)ﬂL%'fK(t) y(t)
1 1 1
! = = 10 — = . _. .

v = 5y (10-5u0) - 5520y
Der Réauberbestand zu Beginn sei 2(0) = 5. Fiir welche Beute y(0) bleibt y konstant?
(A) y(0) =10
(B) y(0) =20
(C) TRUE: y(0) = 30
(D) y(0) =40
Losung

Die Losung ist y(0) = 30. Sei (x(¢),y(t)) eine Losung des Systems mit y(t) = yo, konstant
und x(0) = 5 ist. Aus der ersten Gleichung folgt, dass

2(0) = (=5 + gt 70

gilt. Also folgt mit der Anfangsbedingung x(0) = 5, dass
x(t) = 56(_%+%y°")t.

Setzen wir das in die zweite Gleichung fir y(¢) = ys ein, erhalten wir

1 1 1
0= g (10— o) = 7ge I e

Damit das fiir alle ¢ gilt, muss y,, = 30 gelten.

3.MC4 [1 Punkt] Seien z(0) =0 und y(0) = 80 im Modell von 3.MC3. Was passiert?
(A
(B
(
(

) Die Beute wéchst unbegrenzt.
)

C) Die Beute wéchst bis an eine Grenze y,, > 0.
)

Die Beute stirbt aus.

D) TRUE: Die Beute reduziert sich bis an eine Grenze y., > 0.

Losung:

Die Losung ist, dass die Beute reduziert sich bis an eine Grenze y,, > 0. Mit z(0) = 0 ist
auch konstant x(t) = 0 fiir alle t.
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Damit vereinfacht sich die zweite Gleichung zur Logistischen DGL:
1 1
"t) == -yt ~<10—- t).
v =5 ) (10— v

Wir lesen ab, dass y'(0) < 0 fiir y(0) = 80, also nimmt die Beute zunéichst ab. Da y(t) > 0
ist das Vorzeichen der rechten Seite durch die Klammer als zweiter Faktor bestimmt:

1
Es ist 10—1y(t) < 0 fiir y(t) > 40 und y», = 40 eine stationére Losung, die nicht unterschritten

werden kann.

3.A1 [2 Punkte] Gegeben sei das System 3’ = F(y) mit

L (g) und F(y) = <COS(Z;11?§2—_Siyj(yz)> '

Im Quadrat {(z,y)] — 7 <z <m, —7 <y <7} hat das System drei Fixpunkte.

Zeichnen Sie zwei von diesen in das Koordinatensystem in Threm Antwortheft unter Auf-
gabennummer 3.A1.

Losung:

Die drei Fixpunkte sind (wie in Serie 8, Aufgabe 1)

T s 3r 3w
(y173/2) = (474>7 (y17y2> = (07 2) und <—47—4)-

2
J
4

N

ar
(A}

!

3.A2 [4 Punkte] Gegeben sei folgendes Modell (S

I’) = F(S,I) mit ¢,w > 0 konstant und:

S'(t) = —cS(t)I(t) + wi(t),
I'(t) = cSH)I(t) —wl(t).
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(i) Bestimmen Sie die Fixpunkte (Seo, [s) mit 1o > 0.
Losung:

Die Fixpunkte sind (Sx, o) = (w/c¢, o) mit I, frei in (0, c0).

(ii) Berechnen Sie jeweils die Jacobi-Matrix DF(Se, Is). Konnen Sie eine Aussage iiber das
Verhalten einer Losung machen, welche nahe bei einem (S, I) startet?

Losung:

—cST +wl

cST —wl

Die Vektorfeld F ist F\(S,1) = ( cl cS —w

) und weiter DF(S,1) = <—CI —cS+w>

und damit
—cl 0
DF(Sy,1s) = ( ol O>

fir jeden Fixpunkt. Also hat DF (S, I) die Eigenwerte —/c und 0.

Hier lésst sich der Satz von Hartman-Grobman nicht anwenden, da ein EW den Realteil 0
hat.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A2.
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Aufgabe 4

Losen Sie die Laplace-Gleichung
Au=0 (PDE)

in Polarkoordinaten auf dem Halbkreis mit Radius 1:

Es gelten die Randbedingungen

u(l,p)=1 fir0<ep<mw (oberer Rand)
u(r,0) =u(r,m) =0 fir0<r<1 (unterer Rand)

4.A1 [3 Punkte] Machen Sie den Separationsansatz u(r,¢) = f(r)g(¢) und bestimmen Sie die
Differentialgleichungen fiir die Funktionen f und g.

Hinweis. Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten lautet
Au = U, + ;ur + ﬁuw

Losung:

Es gilt, dass . .
0=Au= f"(r)g(e) + ;f’(f)g(sa) + 5 f(1)ily)

und nach Multiplikation mit —__ orhilt man
f(r)g(e)

f(lr) (210 1) = =45,

Da die linke Seite nur von r und die rechte Seite nur von ¢ abhingt, miissen beide Seiten
konstant w? sein.

Die beiden gesuchten Differentialgleichungen sind also

P2 +rf'(r) = frw? =0 und  G(p) = —w?g(e).

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A1.

4.A2 [3 Punkte] Bestimmen Sie die Losungen der Differentialgleichung fiir die Funktion g. Beach-
ten Sie dabei, dass wegen der Randbedingung am unteren Rand ¢(0) = g(7) = 0 gilt.

Losung:
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Der Ansatz fir g ist
g(p) = Acos(wy) + Bsin(wyp)

und da ¢g(0) = g(r) =0, muss A =0 und w = w,, :=n € N gelten. Fiir jedes n € N geniigt
also
gn(p) = By sin(ngp)

der Differentialgleichung fiir ¢ mit den unteren Randbedingungen ¢(0) = g(m) = 0.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A2.

4.A3 [4 Punkte] Bestimmen Sie zu jedem g die passende Losung der Differentialgleichung fir f,
so dass u(r,p) = f(r)g(y) eine Losung von (PDE) ist, welche der Randbedingung am unteren
Rand genitigt. Schreiben Sie die so gefundenen Basislosungen u(r, ¢) = f(r)g(¢) explizit hin.

Losung:

Fiir jedes g, ist f, eine Losung von
P fu(r) + 1 fu(r) = fulr)n® = 0.
Mit dem Ansatz f,(r) = r® gilt, dass
ala—1)+a—-n*>=a*—n*=0.

Also ist @ € {—n,n}. Da mit & = —n eine Singularitit bei r = 0 entsteht, kommt nur o = n
infrage. Also ist
fu(r)=1"
Wir erhalten also
U (r, ) = r" B, sin(ny).

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A3.

4.A4 [5 Punkte] Finden Sie durch Superposition diejenige Losung von (PDE) welche zusétzlich
der Randbedingung am oberen Rand geniigt.
Hinweis. Setzen Sie die Randfunktion am oberen Rand als ungerade Funktion mit Periode 27 fort.

Losung:

Der Ansatz -
u(r, @) = Z r" B, sin(ney)

n=1
geniigt den unteren Randbedingungen und der PDE (vorausgesetzt die Summe konvergiert).
Sei h,(p) die ungerade 2m-periodische fortsetzung der oberen Randbedigung.

Die Koeffizienten B, wahlt man also so, dass die oberen Randbedigungen erfiillt sind, das
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heisst,
ZB sin(ny) = hy(p Zb sin(ny),
n=1 n=1

wobei b, die Fourier-koeffizienten von h,, sind, also

1 /7 2 7
b, = —/ hy () sin(ny)de = —/ sin(np)dy
-7 ™ Jo

R S

Also ist mit Koeffizientenvergleich B,, = b, = 0 fiir n gerade und B,, = b, = 4/(7mn) fiir n
ungerade und damit

i 2k—|— D %Hsin((Qk—l—l)go).

k—O

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A4.
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