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1. Laplace-Transformation (10 Punkte)

Die Laplace-Transformierte L£[f] einer stiickweise stetigen Funktion f : [0,00) — R
mit |f(¢)| < Ce™ fiir C > 0, a € R ist definiert durch

CIf1(s) = / et ()t

0

fiir s € (af,00), wobel oy = inf{a € R : |f(t)| < Ce® fiir ein C' > 0}.

a)

Die Funktion g sei gegeben durch g(t) = 2* + cos(7t — 4)o(7t — 4). Berechnen
Sie L[g](s) fiir s > In(2). (3 Punkte)

Zuerst verwenden wir die Linearitét der Laplace-Transformation, dann Dampfungs-
und Verschiebungssatz:

L[f1(s) = L[t = 2™ D (s) + L[t > cos(T(t — 2))a(t — 4)](s)
= L[t = t2](s — In(2)) + e~ 7°L[t — cos(Tt)]
(1 Punkt) (1 Punkt)

2 se”7°
_ 1 Punkt
Gom@p iz (I Tk

N

Zeigen Sie allgemein, dass gilt:

lim L[f](s) = 0,
falls die Funktion f den oben genannten Bedingungen geniigt, (2 Punkte)

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass fiir eine Funktion A : [0,00) — R gilt:
| [7 h(t)dt| < [ [h(t)|dt , falls das Integral auf der rechten Seite existiert.

tim |£[f)(s)| = lim \ / ettt < tim / Yol (1 Punkt)

< lim C/ el dt = lim
0

5—00 s—oo (¥ — S

[e(a_s)t}:o (1/2 Punkt)

=0 (1/2 Punkt)

= lim
s—=00 § — (v

Finden Sie eine Funktion F', die keine inverse Laplace-Transformierte besitzt,
also es kein f:[0,00) — R gibt mit L[f](s) = F(s). (1 Punkte)

Mbogliche Antworten sind z.B. F(s) = 1, F(s) = s, F(s) = ¢e° etc., da diese Funk-
tionen fiir s — oo nicht gegen 0 konvergieren. (1 Punkt)
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Betrachten Sie nun die Faltungsintegralgleichung

y(t)=e’ +/O sin(t — w)y(u)du. (1)

d) Zeigen Sie zunéchst, dass L[y|(s) = 523(25—111) Finden Sie anschliefiend y(t) durch

Riicktransformation. (4 Punkte)
Hinweis: Wenden Sie den Faltungssatz auf das Integral in (1) an.

Zunéchst ldsst sich (1) schreiben als

y(t) = et + (sin*y)(t).

Anwenden der Laplace-Transformation und des Faltungssatzes ergibt:

Llyl(s) = - i o+ Llsin](s)Lly)(s)  (1/2 Punkt)
1 1
= s+1 + $2+1£[y](5)
g2
= Llyl(s) = 82(3111) (1 Punkt).

Eine Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz

_A,B C

L[y|(s) . + 2 + P

liefert die Koeffizienten:
A= -1, (1/2 Punkt) B =1, (1/2 Punkt) C =2 (1/2 Punkt).
Es folgt:

1 1 2
D=LV s - f = p
y(*) iy s+32+s—|—1

=—-1+t+2e" (1 Punkt)

(t)
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2. Fourierreihen (10 Punkte)

Die Funktion f sei gegeben als f(t) = 2! auf [—1, 1], 2-periodisch fortgesetzt auf R.

Weiterhin konvergiert die reelle Fourierreihe der Funktion f auf ] —1,1[ gegen f, es
gilt also:

Qo > - . ..
f(t) = 6 + ;::1 a, cos(nmt) + Z b, sin(nmt) firt €] — 1, 1]

n=1

mit ag, a,, b, € R.

a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion im Intervall [—3, 3]. (1 Punkt)

Der Funktionsgraph hat auf | — 3, 3[ die folgende Form (1 Punkt):

b) Bestimmen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten (c,)nez von f. (2 Punkte)
Hinweis: Fiir n € Z gilt ¢™ = (1)

Die Funktion f ist 2-periodisch, also benutzen wir P = 2 in der allgemeinen Formel
fiir die komplexen Fourierkoeffizienten:

1/P/2 _ 2mint
Cn = — f(He P dt
P Jopp ()

1

1 1
: 1 :
= / eHe Nt — / et g (1 Punkt)
2 ), 2 ),

1 1 oot (D
S fe—mmi] AT Giho 1 Punkt).
22—2'7177[6 Ll 5 iy Sh(2) (1 Punkt)
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c) Weisen Sie nach, dass fiir jede P-periodische Funktion g (P > 0) die Beziehungen

Qp = Cp + C_p, fiir n >0,
by =i(cp, — c_p), firn > 1,

zwischen komplexen und reellen Fourierkoeffizienten von g gelten. (2 Punkte)

Wir benutzen cos(a) = (e’ + e~) und sin(a) = 5 (e’ — ™). Damit gilt:

el

P/2 71'277, —2min
/ P S t)g(t)dt (1/2 Punkt)

P/2 2
P/2 27T'Lnt P/2 _ 2mint
= — g(t)e” P dt
/ P/2 P / P/2 ()
=c_p+cp (1/2 Punkt),

P/2
bn sin g(t)dt
TP /p/z ( > ©

P/2 7rzn —2mint
P/ L (T _ T )g(t)dt (1/2 Punkt)

P/2 2Z
/P/2 27Tznt /P/2 27r1nt
— dt
TP P/2 P/2
i(cn —c—p) (1/2 Punkt).
d) Bestimmen Sie mit c) die reelle Fourierreihe von f. (3 Punkte)

Mit den Formeln aus c¢) ergibt sich:

an = (—1)" sinh(2) (2 _1im P >

24+ nm
4(—-1)"
= 4J(r2)2$inh(2), (1 Punkt)
nem
1 1
n = (—1 h(2 —
bn = (=1)" sinh(2)i (2—in7r 2+z‘mr>
2 -1 n+1
nm

Somit lautet die reelle Fourierreihe von f:

2n7r( 1)”Jrl

1 — 4(=1)"
5 sinh(?)—i—z 4_(’_”2)772 sinh(2) cos mrt)—l—z sinh(2) sin(nnt) (1 Punkt).
n=1
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e) Zeigen Sie mithilfe der reellen Fourierreihe von f, dass gilt:

1 1) 1
8" ; 4+n2w2  4sinh(2)

(2 Punkte)
Da die Fourierreihe von f auf | — 1,1[ gegen f konvergiert, setzen wir ¢ = 0 in die
Fourierreihe aus d) ein und erhalten:
1 o A(-1)" 2 1ntt
1= 3 sinh(2) + 2:1 4—(|—n2)772 sinh(2) cos(0) + Z Zﬂ—l- 23 sinh(2) sin(0) (1 Punkt)
n= =1 =0
1 — 4(-=1)"
= 1= sinh(2) Z4i 2) > sinh(2)
n=1
1 Iy (R
= — = 1 Punkt
4sinh(2) 8+Z:14+n2 (1 Punkl)
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3. Kompartimentmodell (10 Punkte + 5 Zusatzpunkte)

Ein See bestehe in einem einfachen Modell aus Kompartimenten £, M und H (Epi-
limnion, Metalimnion, Hypolimnion). Ab der Zeit ¢ = 0 erfolgt iiber F der Eintrag
eines Schadstoffes geméfl Z(t) = cgexp(—2t), der in E und H abgebaut wird. Das
Modell habe folgende Form:

a) Formulieren Sie ein Differentialgleichungssystem y'(t) = Ay(t) + ¢(t), in dem
y(t) = (ye(t),ym(t),yr(t))" die Konzentrationen des Schadstoffs in den drei
Kompartimenten beschreibt. (2 Punkte)

Das zugehorige Differentialgleichungssystem lautet:

—(a+f) c 0 co exp(—2t)
y'(t) = a —(b+¢) d y(t) + 0 :
0 b —(d+h) 0

(1 Punkt) (1 Punkt)

Die Parameter seien nun wie folgt gewéhlt: a =b=c=d=1und f =h = 2.

b) Weisen Sie nach, dass w; = (1,2,1)", wy = (1,—-1,1)" und w3z = (-1,0,1)T
Eigenvektoren von A sind und finden Sie die allgemeine Losung des homogenen
Systems y;, (t) = Ayx(t). (2 Punkte)

Die Matrix A lautet mit den gegebenen Parametern wie folgt:

Wir berechnen nun Aw; fir 1 <7 < 3:
-3 1 0 1 —1
Avi=[11 -2 1 2l =|-2| =—w, (1/2 Punkt)
0 1 -3 1 -1
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Awy =11 -2 1 1| =1 4 | =—4ws, (1/2 Punkt)
0o 1 =3 1 —4
-3 1 0 -1 3
Aws=[1 -2 1 0 ]l=(0|=-3ws (1/2 Punkt).
0o 1 =3 1 -3
Damit sind w1, we und ws Eigenvektoren zu A zu den Eigenwerten A\ = —1, Ao = —4
und A3 = —3. Die allgemeine Losung des homogenen Systems lautet folglich:
1 1 -1
yh(t) = Cleft 2 —|—Cg€74t —1 +03673t 0 , C1,C5,C3 € R (]/2 Punkt).
1 1 1

Losen Sie das Gleichungssystem ¢/ (t) = Ay(t) + ¢(t) mit der Anfangsbedingung
y(0) = (0,0,0)". (4 Punkte)

Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz 7(t) = e %(«,3,7)", um eine spezielle
Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden.

Einsetzen des gegebenen Ansatzes in die inhomogene Differentialgleichung ergibt:

« -3 1 0 « co
—2e7 2Bl =21 -2 1 Bl+e2|o0
0% 0 1 -3 ol 0

Somit erhalten wir das folgende lineare Gleichungssystem fiir «, 5 und +:

—Od-i—ﬁ = —C
a+v=0
B—~v=0, (1 Punkt)

dessen Losung gegeben ist durch o = 9, 8 =~y = —% (1 1/2 Punkte). Um die Lésung
des Anfangswertproblems zu erhalten, setzen wir y(t) = yn(t) + 7(t) und bestimmen
C1,Cy,C3 so, dass y(0) = (0,0,0) ", also:

0 1 1 -1\, (1
ol=c 2]+ |-1]+C5] 0 +5° —1
0 1 1 1 1

Dies fithrt zu C1 = ¢, Cy = =@ und C3 = 9 (1 1/2 Punkte). Also lautet die Losung
des Anfangswertproblems:

e—t _ 6_4t _ 36—3t + 36—2t
y(t) = — 2e7t 4 ¢4 — 372

6 e—t _ e—4t + 36_3t _ 36—2t

Siehe nichstes Blatt!



d) Kann es einen stationdren Zustand ysa.;. geben, also eine konstante Losung

Y(t) = Ystar. von y'(t) = Ay(t) + g(t)? Begriinden Sie Ihre Antwort. (2 Punkte)

Nehmen wir an, ysiat. Wire ein stationdrer Zustand, dann wére

d
0= %ys‘cat. - Aystat. + g(t)

(1 Punkt)
= g(t) = —Aystas. = const.,

ein Widerspruch, da g von t abhéingt. Also kann es keinen stationéren Zustand geben
(1 Punkt).

(%) Betrachten Sie nun ein System 2'(¢) = Bz(t) + ¢, wobei B eine diagonalisier-
bare (n x n)-Matrix mit strikt negativen Eigenwerten und ¢ € R” ist. Beweisen
Sie, dass das System einen eindeutigen stationdren Zustand zg. besitzt und
2(t) = zgtar, fur t — oo gilt. (5 Zusatzpunkte)

Hinweis: Weisen Sie hierzu nach, dass w(t) := z(t) — zstat. das homogene System
w'(t) = Bw(t) 16st. Begriinden Sie weiterhin, dass exp(tB) — 0,,x,, fiir t — co.

Zunichst zeigen wir, dass ein eindeutiger stationdrer Zustand existiert: Da B diago-
nalisierbar mit strikt negativen Eigenwerten Ai, ..., A, ist, ist det(B) = Ay -...- A, # 0,
also ist B invertierbar (1 Punkt).

Ist zgat. €in stationérer Zustand, so ist
0 = Bzstat. + ¢ = Zstat, = —B 7 1q. (1 Punkt)
Nun setzen wir w(t) := z(t) — zstat. und sehen:
, d
w'(t) = @(z(t) — 2stat.) = Bz(t) + ¢ = B(z(t) — zstat.) = Bw(t) (1 Punkt)

Die allgemeine Losung dieses homogenen Systems ist w(t) = exp(tB)w(0), w(0) €
R™. Da B diagonalisierbar ist, existiert eine invertierbare (n x n)-Matrix T' mit B =
Tdiag(\1, ..., \p)T 1. (1 Punkt)

lim exp(tB) = lim Tdiag(eM?, ...,eM)T™1 = 0,5,. (1 Punkt)

t—00 t—00
Dies zeigt die Behauptung, denn

2(t) — zstat. = w(t) = exp(tB)w(0) — 0, fiir t — oo.
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4. Partielle Differentialgleichungen (10 Punkte)

Wir betrachten das Randwertproblem auf dem Rechteck (z,y) € [0, 1] x [0, 2]:

0? o? 0
s 7 — 42
52 (@ Y) + 8yQU(ﬂc,y) 8yU(fE,y)
u(x,0) =0, u(z,2) = 3sin(%z) — 4sin(Za), fir z € [0,1] (2)
u(0, ) =0, D i1) =0, firy € 0,2]

a) Machen Sie einen Separationsansatz u(x,y) = X (2)Y (y) und geben Sie Diffe-
rentialgleichungen fiir X und Y an. (3 Punkte)

Hinweis: Wihlen Sie das Vorzeichen der auftretenden Konstante so, dass sich
fiir X periodische Losungen ergeben.

Mit dem Separationsansatz u(z,y) = X (x)Y (y) erhélt man:

AX"(2)Y (y) + X (2)Y"(y) = —4X ()Y (y)

Y"(x) Y’(y) - X"(x) o -
= Yo P = ARy SW S0 (1 Punky)
=:—k2

wobei wir hier verwendet haben, dass die linke Seite der Gleichung nur von z und die
rechte nur von y abh&ngt, sie also beide konstant sein miissen. Weiterhin haben wir
X"(x)/ X (x) = —k?, k > 0 gewihlt, damit sich fiir X periodische Losungen ergeben.
Wir erhalten fiir X und Y die folgenden Differentialgleichungen:
X"(z) +k*X(z) =0, (1 Punkt)
Y (y) +4Y"(y) — 4k*Y (y) = 0. (1 Punkt)

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung fir X unter Beachtung der beidseitigen
Randbedingungen X (0) = X'(1) = 0. (2 Punkte)

Die allgemeine Losung fiir X lautet
X(xz) = Acos(kz) + Bsin(kx), A, B € R (1 Punkt)

Aus X (0) = 0 folgt unmittelbar A = 0 (1/2 Punkt), aus X'(x) = 0 folgt dann
Bkcos(k) =0, also k = k, = § 4+ nm,n € Ny (oder k = 0) (1/2 Punkt). Wir haben
erhalten:

X, (z) = By sin ((g + nw) 3:) n € Np.
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c)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung fiir Y unter Beachtung der Randbedingung
Y (0) = 0. (2 Punkte)

Die allgemeine Losung fiir Y finden wir mit dem Ansatz: Y ~ eY:
(A2 44X — 4k2)e™ =0,
dieser fithrt auf Ay, = -2+ 4+ 4kZ (1/2 Punkt). Somit erhalten wir:
Y(y) = Ce2HVAHRY | po(=2-VAHY 0 D e R (1 Punkt)

Einsetzen der Randbedingung Y (0) = 0 liefert C' = —D (1/2 Punkt), also die allge-
meine Losung
Y (y) = Ce ?¥sinh(2v/1 + k2y), C eR.

Bestimmen Sie die Lésung von (2), die allen Randbedingungen geniigt, durch
Superposition. (3 Punkte)

Wir machen den Superpositionsansatz

u(z,y) = i F,sin ((Z +nm)z) e % sinh (2\/ 1+ (3 + n7r)2y> (1 Punkt)
n=0

Um die Randbedingung auf [0, 1] x {2} zu erfiillen, machen wir einen Koeffizienten-
vergleich:

u(z,2) = Z Fysin ((2 + nr)z) e *sinh (4\/ 1+ (3 + mr)Q) = 3sin(3z)—4sin(Zx).
n=0

Wir erhalten:

3et 4et
Fo = =N Fy=— =
sinh (4\/1 - ’;) sinh (4«/1 + 2513)

F, =0, n € Nog \ {0,2}. (1/2 Punkt)

(1/2 Punkt)

Also lautet die gesuchte Losung:

3¢~ sinh (24 /1+ ify) 4e*~?Y sinh (2.,/1 + 2T2y>
' = Sin (51‘) — ' =
sinh [ 44/1 + T sinh ( 44/1 + 1

sin (%”a:) .

u(z,y) =

(1 Punkt)



