D-HEST
Priifung Mathematik 1II, Sommer 2018
Prof. Dr. E. W. Farkas

Viel Erfolg!

1. Laplace-Transformation (10 Punkte)

Die Laplace-Transformierte L£[f] einer stiickweise stetigen Funktion f : [0,00) — R
mit |f(¢)| < Ce™ fiir C > 0, a € R ist definiert durch

£ifles) = | e (e

0
fiir s € (ay,00), wobel oy = inf{a € R : |f(t)| < Ce® fiir ein C' > 0}.

a) Die Funktion g sei gegeben durch g(t) = 2t + cos(7t — 4)o (Tt — 4). Berechnen

Sie L[g](s) fiir s > In(2). (8 Punkte)
b) Zeigen Sie allgemein, dass gilt:
lim L[f](s) = 0,
falls die Funktion f den oben genannten Bedingungen geniigt, (2 Punkte)

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass fiir eine Funktion A : [0,00) — R gilt:
| [ R(t)dt] < [ [h(t)|dt , falls das Integral auf der rechten Seite existiert.

c) Finden Sie eine Funktion F', die keine inverse Laplace-Transformierte besitzt,
also es kein f :[0,00) — R gibt mit L[f](s) = F(s). (1 Punkte)

Betrachten Sie nun die Faltungsintegralgleichung

y(t) =e "+ /0 sin(t — w)y(u)du. (1)

d) Zeigen Sie zunéichst, dass L[y|(s) = 52‘9(1—111) Finden Sie anschliefend y(¢) durch

Riicktransformation. (4 Punkte)

Hinweis: Wenden Sie den Faltungssatz auf das Integral in (1) an.

Bitte wenden!



2. Fourierreihen (10 Punkte)

Die Funktion f sei gegeben als f(t) = 2! auf [—1, 1], 2-periodisch fortgesetzt auf R.

Weiterhin konvergiert die reelle Fourierreihe der Funktion f auf ] —1,1[ gegen f, es
gilt also:

Qo > - . ..
f(t) = 6 + Z a, cos(nmt) + ; by, sin(nmt) firt €] — 1, 1]

n=1

mit ag, a,, b, € R.

a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion im Intervall [—3, 3]. (1 Punkt)

b) Bestimmen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten (c,)nez von f. (2 Punkte)
Hinweis: Fiir n € Z gilt ™ = (—1)™.

c) Weisen Sie nach, dass fiir jede P-periodische Funktion g (P > 0) die Beziehungen

Ap = Cp + C_p, fir n > 0,

by, = i(cn — c_p), fir n > 1,
zwischen komplexen und reellen Fourierkoeffizienten von g gelten. (2 Punkte)
d) Bestimmen Sie mit c) die reelle Fourierreihe von f. (3 Punkte)

e) Zeigen Sie mithilfe der reellen Fourierreihe von f, dass gilt:

I & (-1 1
8 * ; 4+n2r2  4sinh(2)

(2 Punkte)

Siehe nichstes Blatt!



3. Kompartimentmodell (10 Punkte + 5 Zusatzpunkte)

Ein See bestehe in einem einfachen Modell aus Kompartimenten £, M und H (Epi-
limnion, Metalimnion, Hypolimnion). Ab der Zeit ¢ = 0 erfolgt iiber F der Eintrag
eines Schadstoffes geméfl Z(t) = cgexp(—2t), der in E und H abgebaut wird. Das
Modell habe folgende Form:

a) Formulieren Sie ein Differentialgleichungssystem y'(t) = Ay(t) + ¢(t), in dem
y(t) = (ye(t),yp(t),yu(t))" die Konzentrationen des Schadstoffs in den drei
Kompartimenten beschreibt. (2 Punkte)

Die Parameter seien nun wie folgt gewdhlt: a =b=c=d=1und f =h = 2.

b) Weisen Sie nach, dass w; = (1,2,1)", wy = (1,—1,1)" und w3 = (=1,0,1)"
Eigenvektoren von A sind und finden Sie die allgemeine Losung des homogenen

Systems vy, (t) = Ayn(t). (2 Punkte)
c) Losen Sie das Gleichungssystem y/(t) = Ay(t) + ¢(t) mit der Anfangsbedingung
y(0) = (0,0,0)". (4 Punkte)
Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz 7(t) = e 2(a,3,7)", um eine spezielle

Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden.

d) Kann es einen stationdren Zustand yg.. geben, also eine konstante Losung y(t) =
Ystat. VO Y/ (1) = Ay(t) 4+ g(t)? Begriinden Sie Thre Antwort. (2 Punkte)

e) (x) Betrachten Sie nun ein System 2/(t) = Bz(t) + ¢, wobei B eine diagonalisier-
bare (n x n)-Matrix mit strikt negativen Eigenwerten und g € R" ist. Beweisen
Sie, dass das System einen eindeutigen stationédren Zustand zg., besitzt und
2(t) = zgtat, fur t — oo gilt. (5 Zusatzpunkte)

Hinweis: Weisen Sie hierzu nach, dass w(t) := z(t) — zstat. das homogene System
w'(t) = Bw(t) 16st. Begriinden Sie weiterhin, dass exp(tB) — 0,,x,, fiir t — co.

Bitte wenden!



4. Partielle Differentialgleichungen (10 Punkte)

Wir betrachten das Randwertproblem auf dem Rechteck (z,y) € [0, 1] x [0, 2]:

0? o? 0
s 7 — 42
gz ®:y) + 55, y) 5y (Y)
u(x,0) =0, u(z,2) = 3sin(%z) — 4sin(Za), fir z € [0,1] (2)
u(0,y) =0, 3u(l,y) =0, fiir y € [0,2],

ox

a) Machen Sie einen Separationsansatz u(x,y) = X (2)Y (y) und geben Sie Diffe-
rentialgleichungen fiir X und Y an. (8 Punkte)

Hinweis: Wahlen Sie das Vorzeichen der auftretenden Konstante so, dass sich
fiir X periodische Losungen ergeben.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung fiir X unter Beachtung der beidseitigen
Randbedingungen X (0) = X’(1) = 0. (2 Punkte)

¢) Bestimmen Sie die allgemeine Losung fiir Y unter Beachtung der Randbedingung
Y (0) = 0. (2 Punkte)

d) Bestimmen Sie die Losung von (2), die allen Randbedingungen geniigt, durch
Superposition. (3 Punkte)



