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Musterlosung zur Priifung in Mathematik III

1. Fourierreihen [Total 10 Punkte]

Gegeben sei die Funktion
x, 0<x<7/2,
fz) = { /

/2, w/2<x<m.

(a) [2 Punkte] Setzen Sie die Funktion f zu einer ungeraden Funktion auf (—m, x| fort.

(b) [2 Punkte] Betrachten Sie die ungerade 2w —periodische Fortsetzung x — F(z) und skiz-
zieren Sie den Graph fiir € [—3m, 37].

(¢) [3 Punkte] Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von F'.

(d) Wir bezeichnen mit D C R die Menge der Punkte € R in welchen die Fourierreihe von
F punktweise gegen F' konvergiert,.

(i) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Menge D C R.
(ii) [1 Punkt] Bestimmen Sie fiir alle 2 ¢ D den Grenzwert der Fourierreihe von F im
Punkt z.

Losung:
(a) Die ungerade Fortsetzung f, der Funktion f auf das Intervall (—m, 7] ist gegeben durch

w/2, wenn 7/2<x<T
ful@)=qx, wenn —7m/2<x<7w/2
/2, wenn —7w<z<-—m/2.
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IDie ungerade 2mr—periodische Fortsetzung F': R — R ist
F(z) = fu(z — 2kw), wenn =z € ((2k — )7, (2k 4 1)7]

fur k € Z.



(¢) Da F eine ungerade 2w —periodische Funktion ist, gilt a,, = 0 fiir all n € Ny. Als néchstes
berechnen wir die Koeffizienten b,, fiir n € N. Da F ungerade ist, folgt mit partieller
Integration

by, = /W F(z)sin(nz) dz = 2 /OTr F(z)sin(nzx) dx

™

/2 T
/ xsin(nz) dx + z / sin(nz) dz
0 2 w/2

/2 /”/2 cos(nx)
+ - 7
0

n

7r/2>

T cos (mr) + ! si (mr) T (cos( ) cos(mr))
- — )4+ =Ssin(—)—— nw) — —
2n 2 n? 2 2n 2

dx — % cos(nx)

0, wenn n € 2Nj
sin (%) =<1, wenn n € 4Ng +1
-1, wenn n € 4Ny + 3
folgt
bor = 1 b — 2 + 1 b _ 2 . 1
T ok TP T Zk+1)2 dk+1 PPk +3)2 T 4k + 3
fir k S NO-

(d) Die 2r—periodische Funktion F erfiillt die Dirichlet-Bedingungen aus Satz 1.5 und damit
wissen wir, dass die Fourierreihe von F' fiir jedes x € R punktweise gegen das artithmetische
Mittel des links- und rechtsseitigen Grenzwertes in « konvergiert. Da die Fortsetzung bis
auf die Punkte x € 7(2Z + 1) stetig ist, konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen F
fir x € R\ (2Z + 1)7. In den Punkten = € (2k + 1)7 gilt

li F(z) =—m/2 d li F(x) =7/2
wi(QIIcHJ}I)ﬂ (I) ﬂ-/ b xT(21kH+11)7r (x) ﬂ-/

fir k£ € Z und somit erhalten wir

limy y (op 41y F(2) + limep2rq1)r F(2)
2

=0

fir k € Z, jedoch gilt F((2k + 1)7) = /2 fiir k € Z. Also gilt:
(i) D=R\(2Z+ 1)m
(ii) und die Fourierreihe konvergiert fiir © € (2Z + 1)7 gegen 0.

Siehe nichstes Blatt!



2. Laplace-Transformation [Total 10 Punkte|

(a) [3 Punkte] Berechnen Sie die Laplace-Transformierte von
f(t) = cosh?(t/3) + (t — 2)*a(t — 2),

1, t>0
"7 7 und cosh(t) = (e +e")/2, direkt aus der Definition der Laplace-

wobei o(t) = {0 f =0

Transformation.
(b) [3 Punkte] Berechnen Sie die inverse Laplace-Transformation von

s+ 2

Fo) = oia vt

(¢) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Laplace-Transformierte der Losung y: [0,00) — R des fol-
genden Anfangswertproblems

y"' + 5y +6y=0(t—m)cos(t), y(0)=0, ¥ (0)=0.

(d) [2 Punkte] Bestimmen Sie alle Losungen z: [0, 00) — R folgender Gleichung
t
/ x(s)x(t — s) ds = 3tz(t),
0
wobei ¢t > 0.
Lésung:

(a) Es gilt

/ f 7st dt
0

/ cosh?(t/3)e™*t dt —|—/ (t—2)%e st dt
0 2

oo 2t/3 —2t/3 ) )
/ € te + e Stdt + e 28 / rte™ " dr
0 4 0

= 1 (/ e~ (572/3)t gy +/ e~ (5T2/3)t gp 4 2/ e~ st dt) + 6723/ rte ™" dr.
4 \Jo 0 0 0

Fiir s > 2/3 konvergieren alle Integrale in den Klammern und es gilt

> 1 > 1 > 1
et gy 1 / o (s=2/3)t gy _ / ~(s2/3)t gy _ _
/0 ‘ 7 Jo s—2/3 J, © s+2/3

Das letzte Integral vereinfachen wir mit partieller Integration:

/ rle T dr = —7/ rt e dr = 7/ r3e™ " dr
0 S 0 d?‘ S 0

4 [ .d 12 [
=-= rP—e " dr = — r2e " dr
52 Jo dr© s Jo
24 [ 24 . < .
== re”*dr = —— (re‘37|8° —/ e " dr)
S 0 S 0
24 . 2
A

Bitte wenden!
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wobei wir s > 0 angenommen haben und r"e~*"|3° = 0 fiir n € N verwendeten. Es folgt

nun
1/ 1 1 2\ 24
L —— = oF —2s
Je) =7 <8_2/3+ s12/3 " s> e
S A SRS N W ST
“a\s—23 T sv23) T TS
Wir machen den Ansatz

s+ 2 a+ sb c

(s+3)(s2+2s+5) 752+2s+5+s+3

fiir a, b, c € R. Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt

(a+sb)(s+3)+c(s*+25+5)=5+2 <
as+3a+bs®> +3bs +cs* +2cs +5c=5+2 &
(b+c)s* + (a+3b+2c)s + (3a + 5¢) = 5 + 2

und mit Koeffizientenvergleich erhalten wir a = 7/8, b = 1/8, ¢ = —1/8. Damit gilt

s+ 7 _1 1
$24+25+5 8s+3

s+ 2 1
8

1 s+7 1
8<(s+1)2+4s+3)
1
8

(s+3)(s®>+2s+5)

s+1 n 6 1
(s+1)24+4 (s+1)24+4 s+3/)°
Der Dampfungssatz (Proposition 4.12) und die Identitaten

a S

. _ _ at —
Llsin(at)](s) = 2ra Llcos(at)](s) = 2ra [e*](s) = P (1)
fiir a > 0, a € R zeigen, dass gilt
-1 s+2 ) = cos(2t) + 3sin(2t) ———
(s+3)(s2+2s+5) 8
Wir beobachten zuerst dass cos(t) = — cos(t — 7) und damit folgt mit dem Verschiebungs-

satz (Proposition 4.10), der Ableitungsregel (Proposition 4.18) und der Identitét fiir den
cosinus in (1), dass gilt

2 / S —Ts
Y — sy(0) — 4/ (0) + 5(sY — y(0)) + 6Y = —
s sy(0) —y'(0) +5(sY —y(0)) + e &
Y +55Y +6Y = ———e ™,
s44+1

wobei Y (s) = Ly(s). Damit folgt

YO =@ D@Erste°

Als erstes stellen wir fest, dass = 0 eine Losung ist und nun wollen wir alle nicht-trivialen
Losungen bestimmen. Das Integral auf der linken Seite ist die Faltung von z: [0,00) — R

Siehe nichstes Blatt!



mit sich selbst. Damit erhalten wir mit dem Faltungssatz (Proposition 4.29) und Proposi-
tion 4.19 (Ableitung im Bildbereich) die gewohnliche Differentialgleichung

dX
XZ(S) = —3E7

wobei X (s) = Lx(s). Mit Separation der Variablen folgt

3
T t4a

X(s)

fiir a € R und somit erhalten wir mit der dritten Identitét von Gleichung (1) die Losungen
2o (t) = 3e fiir a € R.

Bitte wenden!



3. Partielle Differentialgleichungen [Total 10 Punkte|

Losen Sie Teilaufgabe (a) oder Teilaufgabe (b). Es wird jeweils nur eine Teilaufgabe bewertet.

(a) Betrachten Sie das folgende Anfangs- und Randwertproblem

Ju — 9% fir 2 €(0,3),¢>0,
u(0,t) = u(3,t) =0, fir ¢t >0, (2)
u(x,0) = 5sin (£, fir x€][0,3].

3

(i) [6 Punkte| Finden Sie mithilfe der Methode der Separation der Variablen die allgemeine
Losung von (2).
(ii) [4 Punkte] Bestimmen Sie die Lésung von Gleichung (2).
(b) Betrachten Sie das Dirichlet-Problem

{Au(r, 9) =0, fir re[0,1), 9 € [0,2n), )

u(1,9) = sin(9) — 2cos®(¥),  fiir 9 €[0,2m).
(I) [6 Punkte| Finden Sie die Losung von Gleichung (3).
(IT) [4 Punkte] Kann die Losung u von Gleichung (3) ihr Minimum in einem Punkt = €
B1(0) = {z € R? : |z| < 1} annehmen?
Hinweis: Sie diirfen die Identitét

_ 3cos(p) + cos(3p)

3
cos’(p) = 2L ol3D),
ohne Beweis verwenden.
Loésung:
(a) (i) Mit dem Separationsansatz u(z,t) = X(z)T(t) sehen wir, dass u eine Losung des

Anfangs- und Randwertproblems ist, wenn gilt

T'®) _ L gX (@)

7w " U X(x)

fiir ein A € R. Damit folgt, dass T gegeben ist durch T'(t) = ce~**. Um die Funktion
X zu bestimmen unterscheiden wir drei Falle:

A) A > 0: In diesem Fall ist die Lésung von X" (z) = —3 X (z) gegeben durch
X(z) = acos (@x) + bsin (@m) .

Aufgrund der Randbedingung «(0,¢) = 0 und sin(0) = 0, cos(0) = 1 folgt a = 0.
Zusiitzlich zeigt u(3,t) = 0, dass gilt sin(v/A) = 0 und somit v/A = nx fiir ein n € N,
Damit erhalten wir
X(z) =bpsin (Fz), neN;.

B) A = 0: In diesem Fall hat X die Form X () = az+b. Aufgrund der Randbedingungen
u(0,t) = u(3,t) = 0 erhalten wir X = 0 und damit v = 0.

C) X < 0: In diesem Fall ist X gegeben durch

X(z) = acosh(@x) + bsinh(@x).

Da gilt sinh(0) = 0, cosh(0) = 1, impliziert «(0,t) = 0 die Bedingung a = 0.
Andererseits folgt aus u(3,t) = 0 die Bedingung b = 0, weil der Sinus-Hyperbolicus
nur fiir x = 0 verschwindet.

Siehe nichstes Blatt!



Also hat die allgemeine Losung die Form
s 2 2
u(z,t) = Z by sin(%x)e ™ Y,
n=1
wobei die Koeffizienten b,, gegeben sind durch

L
b, = %/0 f(z)sin("Fx) de.

Dies folgt aus der Identitét

L
—/ sin(T2x) sin( "t w) dx = 0 m,
L Jo

fiir n, m € N. Hier bezeichnet §,, ,, das Kronecker-Delta, welches definiert ist durch

5 1, wenn n =m,
n,m —
’ 0, wenn n # m.

As der angegebenen Formel oder Koeffizientenvergleich folgt b, = 0 fiir n # 1 und
b1 = 5. Also gilt '

(@, t) = 5sin(Z)e ™",
Aus der Vorlesung (Gleichung 5.4) wissen wir, dass die allgemeine Losung u: B1(0) — R
der Laplace-Gleichung auf B;(0) mit Randwerten beschrieben durch eine Funktion
g~ap/24+ Y07 (an cos(n,d) + by, sin(nd)) gegeben ist durch

u(r,9) = 4 + Z r" (ay, cos(n?) + by, sin(nd)).

n=1

Die Randfunktion lautet im gegebenen Fall

sin(d) — 2 cos®(¥) = sin(¥) — 2 cos(9) — 3 cos(39),
wobei wir die Identitdt im Hinweis benutzt haben. Durch Koeflizientenvergleich folgt,
dass die allgemeine Losung

u(r, ) = r(cos(d) — 3 sin(d)) — 1r® cos(30)

ist.

Die in (I) konstruierte harmonische Funktion u erfiillt w € C?(B1(0)) N C(B1(0)),
d.h. sie ist stetig auf der kompakten Menge B (0) und zweifach stetig differenzierbar
in der zusammenhingenden Menge Bj(0). Aus dem Minimumprinzip folgt, dass sie
ihr Minimum auf dem Rand annimmt. Deshalb kann die in der Aufgabe beschriebene
Situation nicht eintreten.

Bitte wenden!



4. Kompartiment-Modelle und lineare Differentialgleichungen [Total 10 Punkte| Losen
Sie Teilaufgabe (a) oder Teilaufgabe (b). Es wird jeweils nur eine Teilaufgabe bewertet.

(a) Wir betrachten die Differentialgleichung
y" + 2y + 5y = e *(cos(t) + sin(2t)). (4)

(i) [2 Punkte] Stellen Sie das zum homogenen Problem zugehorige DGL-System Y’ (¢t) =
AY (t) auf.
(ii) [3 Punkte] Bestimmen Sie das zum homogenen Problem gehorende Fundamentalsystem.
(iii) [3 Punkte| Finden Sie mit dem Ansatz y,(t) = e~ (A cos(t) + Bt cos(2t)) fiir geeignete
A, B € R eine partikuldre Losung von (4).
(iv) [2 Punkte] Finden Sie die allgemeine Losung von (4).

(b) Gegeben sei ein 3-Kompartiment-System mit einer Zufuhr ¢ — Z(¢):

bas

ba1 /1732\ a3
20) [T T

Im Kompartiment K; haben wir Menge y;(t), und alle Raten sind positiv. Die Entwicklung
in dem Modell werde beschrieben durch

y'(t) = Ay(t) + g(t).

(i) [3 Punkte] Bestimmen Sie aus dem Kompartimentsystem die Matrix A und den Vektor
g(t).

(ii) [3 Punkte| Seien die Raten a3 = byz = 1/6, bza = by; = 1/3 und die Zufuhr konstant
gleich 2. Zeigen Sie, dass es einen stationdren Zustand gibt und berechnen Sie diesen.

(iii) [4 Punkte| Seien die Zufuhr Z(t) = e~* und ag = baz = 1/6, bga = by; = 1/3. Bestimmen
Sie die allgemeine Losung des Systems.

Loésung:
(a) (i) Wir definieren Y () = (y(¢),y'(¢)) und sehen dass y die Gleichung
y'+2y'+5=0 (5)

genau dann 16st, wenn Y die Gleichung

Y/(t) = AY(£) mit A:(_O5 _12> (6)

erfiillt.
(ii) Das charakteristische Polynom
pa(\) =det(A—X\) = 2 +2\+5

hat die komplex konjugierten Nullstellen A, = —1 4 2i, A_ = —1 — 2i. Wie nach Satz
2.15 im Vorlesungskript festgestellt, bilden die Funktionen y,(t) = e~ *cos(2t) und
y_(t) = e~ 'sin(2t) ein Fundamentalsystem von (5).

Siehe nichstes Blatt!



(iii) Wir berechnen zuerst y,,,

Y, (t) = —e~"(Acos(t) + Bt cos(2t)) + e~ ' (—Asin(t) + B cos(2t) — 2Bt sin(2t))
= *yp( )+ 4(*A sin(t) + B cos(2t) — 2Bt sin(2t))

yp (t) = =y, (t) — e~ (—Asin(t) + B cos(2t) — 2Bt sin(2t))
e '(—Acos(t) — 2Bsin(2t) — 2B sin(2t) — 4Bt cos(2t))
fyp(t) “t(—Asin(t) + Bcos(2t) — 2Btsin(2t))

+e t(— cos( ) — 4Bsin(2t) — 4Bt cos(2t))
Wir setzen nun y,,y,,,y, in Gleichung (4) ein und finden

Yy + 2y, + 5y, = —y, — e~ (= Asin(t) + B cos(2t) — 2Bt sin(2t))
+ e *(—Acos(t) — 4Bsin(2t) — 4Bt cos(2t)) + 2y, + 5y,
= —e !(—Asin(t) + Bcos(2t) — 2Btsin(2t))
+ e "(—Acos(t) — 4B sin(2t) — 4Bt cos(2t))
— 1y, + e '(—Asin(t) + Bcos(2t) — 2Btsin(2t)) + 5y,
= —e !(—Asin(t) + Bcos(2t) — 2Btsin(2t))
+ e "(—Acos(t) — 4B sin(2t) — 4Bt cos(2t))
+ e (—Asin(t) + Bcos(2t) — 2Bt sin(2t))
+ 4e (A cos(t) + Bt cos(2t))
= e "(3Acos(t) — 4Bsin(2t))
= e *(cos(t) + sin(2t)).
Es folgt, dass
Yp(t) = e7"(5 cos(t) — £ cos(2t))
eine partikuldre Losung ist.
(iv) Aus den Teilaufgaben (ii) und (iii) folgt, dass die allgemeine Losung gegeben ist durch

y(t) = e *(Ccos(2t) + Dsin(2t)) + e~ " (3 cos(t) — % cos(2t))
fiir Konstanten C, D € R.
(b) (i) Die Matrix A ist gegeben durch

—boy 0 0
A=\ by —b32 ba3
0 b32 7(1)23 + ag)

und die Zufuhr durch g(t) = (Z(t),0,0) .
(ii) Fir die gegebenen Raten hat die Matrix A die Form

-1/3 0 0
A= 1/3 -1/3 1/6 und g(t) = (2,0,0)7.
0 1/3  -1/3
Wir miissen also das Gleichungssystem
-1/3 0 0 9 -2
1/3 -1/3 1/6 2| =10
0 1/3  -1/3 Y3 0

Bitte wenden!



(iii)

16sen. Mit z.B. dem Gauss-Algorithmus findet man dass Y, = (6,12,12)7 ein statio-
nérer Zustand ist. In der Tat gilt:

~1/3 0 0 |-2 ~1/3 0 0 |2

1/3 —1/3 1/6 | o | A 0 —1/3 176 |2
0 1/3 -1/3| 0 0 1/3 -1/3| 0
IIT—IIT+I11 _1/3 0 0 -2 II—II1+111 _1/3 0 0 —2
O 0 -1/3 1/6 |—2| 7% 0 -1/3 0 —4
0 0 —1/6 | -2 0 0 —1/6 |-2

Es folgt dass Y., = (6,12,12)7 ein stationéirer Zustand ist.
In einem ersten Schritt diagonalisieren wir die Matrix A. Mit der Regel von Sarrus
folgt, dass das charakteristische Polynom von A gegeben ist durch

—(1/3+ ) 0 0
xA(A) = det(A — X) =det 1/3 —(1/3+ ) 1/6
0 /3 —(1/3+))

= —(1/3+ N2 = (1/3+ 1) (1/3)(1/6) = —(1/3 + A)(\* + 2)\/3 + 1/18).

Aus der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen sehen wir, dass die Eigenwerte
von A gegeben sind durch:

245 2\
M= —1/3, Agz%, /\3:%.

Wir definieren die Diagonalmatrix D = (A1, A2, A3). Die zugehorigen Eigenvektoren
erfiillen (A — \;)v; = 0 fiir 4 = 1,2, 3 und somit sind sie

U1 = (1507 _Z)Ta Vg = (Oa 1) \/§)T7 U3 = (Oa 17 _\/ﬁ)T

Die Transformationsmatrix ist somit

1 0 0
T:(Ul,’UQ,’Ug): 0 1 1
-2 V2 V2
Mit der Regel von Sarrus findet man det(7T) = —2+/2 und somit folgt
. [~2v2 00 1 0 0
_1:W -2 V2 1= 1/vV2 1/2 1/2V2
N\ 9 3 1 ~1/V2 1/2 —1/2V2

Setze nun x(t) = T 1y(t). BEs gilt y(t) = Tx(t), y'(t) = T2'(t) und damit erhalten wir
y'(t)=A-y(t) +9(t) = Ta'(t) = A-Ta(t) + g(t)
= 2/(t) = (T7'AT) - a(t) + T 'g(t) = D - x(t) + h(t),

wobei h(t) = T~ 'g(t) = e ¥(1,1/v/2,-1/V/2) T = e k.

Da D diagonal ist, sind die Differentialgleichungen entkoppelt. Diese haben die Form
2} (t) = Nwi(t) + kie™t, und kdnnen mittels Variation der Konstanten gelost werden.
Ansatz: x;(t) = C;(t)erit.

(CH(t) + NC3(2)eMt = \Cy(t)et + ke
Ci(t)eMt = ket
Ci(t) = ke (1At

ki ,
= Ci(t) = —me_(lJrA’)t + const.

Siehe nichstes Blatt!



Hier haben wir benutzt, dass gilt \; # —1 fiir i = 1,2, 3. Also

—3e~t + et/

Ci(t)et! —243
_ t
0= |Gl | = e e
t)e™s 242
’ 4i€§e_t+036 6!
-3
1 0 0
: —24v2 2+v2
= —4‘1\/\/% ettt [0)e Pt 1]e 6 ‘4es|[0]e T !
3v2 0 0 1

4-v2
Alternativ kann x(t) auch direkt durch Integration mittels der Variation der Konstanten
Formel aus Aufgabe 2, Serie 5 bestimmt werden. Mit y(¢) = T'z(¢) haben wir nun

=24v2 242
yt)={6/7 |e+er| 0 e 4| 1L |e 6 e 1 e 6 L
V2 ~V2

18/7 —2



