Losungen Mathematik ITI, D-HEST, Priifung vom 10.8.2015

Aufgabe 1
(a) Fiir die Matrix A liest man aus dem Box-Diagramm ab:
—b c a
A= b —(c+d) 0
0 d —a

(b) Stationire Losungen y(t) = yoo € R3, fiir t > 0, erfiillen 3/ (t) = 0, d.h. es gilt Ay, = 0.

(i) Um zu zeigen, dass eine nichttriviale stationire Losung existiert geniigt es also
nachzupriifen, dass das LGS Ay = 0 nichttriviale Losungen hat, d.h. dass A
singuléar ist. Dies ist der Fall, da die Zeilensumme von A Null ist. Alternativ
priift man nach, dass det(A) = 0.

(ii) Das LGS Ay = 0 lautet fiir d =0

-b ¢ a Y1
b —c 0 y2 | =0
0 0 -—a Y3

Die dritte Gleichung liefert y3 = 0, dann folgt aus der ersten Gleichung by; = cyo.
Also sind die stationdren Losungen
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(¢) Um die allgemeine Losung zu finden berechnen wir zuerst die Eigenwerte von A, indem
wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnen:
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p(A) = det(A — AI) = det
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:—A<;+>\> (1+N).

Wir lesen die Nullstellen ab: A\; = 0, Ay = —%, A3 = —1. Einen Eigenvektor zum
Eigenwert A\; = 0 haben wir im Teil (b) bereits berechnet: v; = (1,1,0). Um einen
Eigenvektor zum Eigenwert Ay = —% zu finden, 16sen wir (A — AoI)y = 0:
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% 0 0 y2 | =0, alsoy; =0und yo = —ys.

0 0 O Y3
D.h. wir erhalten ve = (0,1, —1). Fiir A3 = —1 gehen wir analog vor und l6sen
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5 35 0 y2 | =0, alsoys=0und yo = —yi.
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D.h. wir erhalten v3 = (1,—1,0). Somit lautet die allgemeine Losung

1 0 1
yt)=Cr | 1 | +Ce 2t | 1 | +Cset| =1 |, fiir C; R,
0 1 0

Am Limes lim;_,o y(t) = Cyv; lesen wir ab, dass die Losung fiir ¢ — oo genau dann
verschwindet, wenn Cy = 0, also fiir die Anfangsdaten der Form

0 1
Cy 1 + Cs —1 , mit Cy,C3 € R.
—1 0

Aufgabe 2
(a) Stationire Losungen y(t) = yoo = (y1,%2) € R?, fiir t > 0, erfiillen ¢/(¢) = 0. Wir
priifen dies nach fiir yo, = (1, 1), und finden tatséchlich:
Yi(t) = —y2+yiye =—-1+1=0,
vo(t) =11 — iy =1-1=0.
Um nun alle stationdren Losungen zu finden, miissen wir also das Gleichungssystem
—y2 +y1y2 = y2(y1 — 1) = 0,
y1 = yiyz = y1(1 — y1ye) = 0

16sen: Falls yo = 0 folgt aus der zweiten Gleichung y; = 0. Falls yo # 0 folgt aus
der ersten Gleichung y; = 1 und dann aus der zweiten yo = 1. Also ist die einzige
weitere stationédre Losung y.o = (0, 0).

(b) Wir berechnen
8F1 aFl 8F2 8F2 2

=—1+mn 8—y1=1—2y1y2, o U

o~ oy
und erhalten fiir (y1,y2) = (1,1)

()

(c) Da A eine Dreiecksmatrix ist, lesen wir die Eigenwerte sofort auf der Diagonalen ab:
—1 und 1.

(d) Da wir zwei reelle Eigenwerte mit unterschiedlichem Vorzeichen haben, ist Bild C
die richtige Antwort, denn die allgemeine Losung lautet y(t) = cieMtoy 4 coe??v,.

(e) Um ein Verhalten wie in Bild D zu haben, muss die Matrix DG(yoo) komplexe
Figenwerte A\; = a + bi, Ao = a — bi haben, mit a > 0,b # 0: Die Bedingung a > 0
stellt sicher, dass die Losung sich mit wachsendem ¢ vom Ursprung entfernt, und
b # 0, dass die Losung dies spiralférmig tut.

Die Eigenwerte der Matrix DG(yso) sind die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms

_ -2 1 2
det(A—)J)-det(l 5>\>_)\ BA+1

also \; = %(,B:t VB? —4). Damit der Realteil postiv ist, muss 8 > 0 sein, und damit
die Losungen komplex sind muss der Radikand 82 — 4 < 0 sein. Dies ist der Fall fiir
(% < 4. Beide Bedingungen gleichzeitig sind also erfiillt fiir 0 < 5 < 2.



Ausgabe 3

(a)

Der Separationsansatz u(z,t) = sin(cz)g(t) soll die Randbedingung (RB) erfiillen,
d.h. 0 = w(0,t) = sin(0)g(t) (automatisch erfiillt) und 0 = wu(w,t) = sin(em)g(t), also
ceN.

Einsetzen des Separationsansatzes u(x,t) = sin(cx)g(t) in (PDE) liefert
ug(z,t) = sin(cx)g' (t) = —c?sin(cx)g(t) = uge(z, ).

Also muss ¢'(t) = —c2g(t) sein, d.h. g(t) = Ke .

Wir erhalten also die Lésungen

u(z,t) = Ksin(c:r)e_CQt fir K € R und ¢ € N.

Wir folgen dem Hinweis und berechnen die 27-periodische Fourier-Reihe der Funktion

f(z) = =37 falls —m<x<0
V=Y 37 mllso<z<nw

Da die Funktion f ungerade ist, hat die Fourier-Reihe die Form > 77 ; aj sin(kz). Die
Fourier-Koeffizienten berechnen wir mit der Formel

I 2 [
ap = / sin(kz) f(z)dx = / sin(kx) f(v)dz
T™J_x ™ Jo
74 [T 74 18 falls k ungerade
_ = . _ % — wk ’
= ), sin(kx)dx 7Tk(1 cos(km)) { 0 falls k gerade.

Also erhalten wir

M8 1

in((2 1)z).
m sin((2n + 1)z)

Jede Superposition
oo
u(z,t) = Z K, sin(nt)e_"Qt
n=1

der in (a) gefundenen Losungen erfiillt (PDE) und (RB). Um die Anfangsbedingung
(AB) auch noch zu erfiillen sind die Koeffizienten K, so zu wihlen, dass u(z,0) =
Yoo Ky sin(nz) = f(x) gilt. Durch Koeffizientenvergleich mit der Fourier-Reihe von
f liest man ab:

148 &

n=0

1

57 Sn((2n + D) exp(—(2n+1)%).

Um ¢ zu bestimmen verwenden wir nur den ersten Term der in (b) gefundenen Reihe
(die iibrigen Terme fallen in ¢ stark ab und konnen vernachléssigt werden). Fiir ¢ muss

also gelten
14
148 sin (g) exp(—t) = 30.

T
Durch Logarithmieren erhalten wir daraus



