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Aufgabe 1

1.MC1 [1 Punkt] Seiy/(t) = <_21 _01> y(t)+ <(1)> ein inhomogenes lineares System. Fir welchen

Wert yoo 2 1St Yoo = 1 eine stationare Losung?
yoo,Q
(A) yoo,Q — 2
1
(C) yoo,2 — _2
(D) Yoo,2 = 1

1.MC2 [1 Punkt]| Sei V = My, der Vektorraum der 4 x 4 - Matrizen mit reellen Eintragen.

Welche Dimension hat der Unterraum U = {A eVI|AT = A}? Dabei bezeichnet A" die transpo-
nierte Matrix.

(A) dimg U =10

(B) dimg U = 12

(C) dimgU =8

(D) dimg U =6
11 -1

1.MC3 [1 Punkt] Essei A= |0 1 0 |.Die Matrix A hat Eigenwerte A\; = 1 und A\3 = 2. Was

01 2

ist der fehlende Eigenwert \y?

(A) =1

(B) A =-—1

(C) \yg=—2

1.MC4 [1 Punkt] Es sei A eine 3 x 3 - Matrix mit Eigenwerten \; = Ay = 1 und A3 = 2. Ausserdem

ist die Matrix A nicht diagonalisierbar. Welche Matrix J ist dann eine Jordan Normalform der
Matrix A?

&) 7= (348)
®) 7= (}1)
© 7= (3}1)
0) 7= (454)
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1.MC5 [1 Punkt] Es seien a,b,c,d, f positive reelle Zahlen. Wir betrachten das folgende Kompar-
timentmodell
d

!
NN
EE

Das Kompartimentmodell wird durch ein DGL-System y/(t) = Ay(t) mit A € M3y3 beschrieben,

yi(?)
wobei y(t) = (yg(t)) die Stoffmenge in den Kompartimenten K, Ko, und K3 beschreibt. Welche

ys(t)
Matrix A passt zum obigen Kompartimentmodell?

—(a+10) f 0
(A) A= b —(c+f) d

0 c —d
—(a+0b) f O
(B) A= b c d
0 c d
—(a+0b) f O
(C) A= b c d
0 c d
—(a+b) 0 O
(D) A= b —c d
0 c —d

1.A1 [3 Punkte] Wir betrachten das System y/(¢) = Jy(t) mit ¢ > 0, und J = (

o O =
o NN O

w O O
~— —

(i) [2 Punkte] Bestimmen Sie das Matrix-Exponential e*.

(ii) [1 Punkt] Bestimmen Sie, mit Hilfe von (i), die Losung des Systems mit Anfangswert

1
y(0) = (O) .
0

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A1.

110
1.A2 [6 Punkte] Wir betrachten das System /() = Jy(t), und J = [0 1 0
0 0 2
el X 0
Wir definieren die Funktionen v1(¢t) = | 0 | ,v2(t) = | €' | und v3(t) = [Y | . Bestimmen Sie
0 0 z

die fehlenden Koordinaten X,Y und Z, sodass t — wv(t),t — vo(t) und ¢ — wv3(t) eine Basis des
Losungsraumes L des Systems y/'(t) = Jy(t) ergeben.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 1.A2.
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Aufgabe 2

2.MC1 [1 Punkt] Sei f :[—1,1]— R eine Funktion mit f(x) = c|z|. Hier bezeichnet | - | den
Betrag, und c € R ist eine Konstante. Fiir welchen Wert ¢ hat die Fourier-Reihe der 2-periodischen
Fortsetzung der Funktion f die Form 14+ ay cos(kmxz)+by, sin(kmz)? Wobei ay, und by, fiir k& > 1,

k=1
die Fourier-Koeffizienten sind.

(A) c=2
(B) c=1
1
(C) c= B
(D) c=14
2.MC2 [1 Punkt]| Sei f(z) = % + Y ag cos(kxz) + by sin(kz) die Fourier-Reihe einer Funktion f,

k=1

fiir die i i
-1 4(—-1

ak:(k) und b, = (k:?)’ k>1

bekannt sind.
Sei f'(z) = Y Agcos(kz) + Bysin(kx) die Fourier-Reihe der Ableitungsfunktion f’. Bestimmen

k=1
Sie den vierten Fourier-Koeffizienten A, dieser Fourier-Reihe.

(A) Ay =1

1
(B) Ay 2
(C) Ay =
(D) A,

2.MC3 [1 Punkt] Wir betrachten den Vektorraum der Polynome P<y vom Grad < 2, ausge-
stattet mit einer Basis b;(z) = 5,by(x) = x,b3(x) = x*. Welcher der folgenden Vektoren ist der
Koordinatenvektor des Polynoms p(z) = 8z% — 2z + 5 beziiglich dieser Basis?
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2.MC4 [1 Punkt] Gegeben sei (P<,(-,)), der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2, aus-
1

gestattet mit dem Skalarprodukt (f,¢g) = / f(z)g(x)dzx. Fir welchen Wert b sind die zwei
1

Polynome
pi(z) =1 und po(z) = 2° +b

orthogonal 7

(A) -3
B)
(€)1
(D) —1

2.A1 [6 Punkte] Wir definieren die Funktion f : [~1,1[— R durch f(z) = ix.

2

(i) [1 Punkt] Skizzieren Sie die 2-periodische Fortsetzung F' von der Funktion f auf dem
Intervall [—3, 3] in das Koordinaten-System in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer
2.A1.

(ii) [3 Punkte] Berechnen Sie die Fourier-Koeflizienten a;, und by, der Fourier-Reihe von F. Losen
Sie dabei trigonometrische Terme so weit wie moglich auf.

(iii) [2 Punkte] Berechnen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, der komplexen Fourier-
Reihe von F.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 2.A1.
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Aufgabe 3

3.MC1 [1 Punkt] Sei ¢ = F(y) ein nichtlineares System mit stationdrer Losung 3., und Jacobi-

Matrix DF (ys) = (_11 2

folgendermassen aus?

) . Fiir welches d sieht die Losungkurve in der Nahe von 1., qualitativ

(A) d=1
(B) d=—1

1
(C) d=—3
(D) d=0

3.MC2 [1 Punkt] Sei ¢ = F(y) ein nichtlineares System mit stationdrer Losung 3., und Jacobi-

Matrix DF(yso) = ( 01

1 1) . Welche der folgenden Graphiken zeigt die Losungskurve in der Néhe

3.MC3 [1 Punkt]| In einem R&uber-Beute-Modell beschreibe x die Rauberpopulation und y die
Beutepopulation:

(1) = ~2(t) + S a(y(r),

y(0) = 5(t) (10— 2y(t)) — e(Ol0).
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Der Rauberbestand zu Beginn sei 2(0) = 10. Fir welche Beute y(0) bleibt y konstant?

(A) y(0) =40
(B) y(0) =20
(C) y(0) =30
(D) y(0) =50

3.MC4 [1 Punkt] Im Modell von 3.MC3 nehmen wir an, dass es keine Rauber gibt, also x(t) = 0
fir alle ¢t. Sei ausserdem y(0) = 100. Was passiert mit der Beute y(t)?

(A)

(B) Die Beute wéchst unbegrenzt.

(©)

(D) Die Beute wéchst bis zum Fixpunkt y., > 0.

Die Beute reduziert sich bis zum Fixpunkt y,, > 0.

Die Beute stirbt aus.

3.MC5 [1 Punkt] Sei ¥ = F(y) ein DGL-System mit Vektorfeld F' : R? — R2?. Wir wissen

schon, dass die Jacobi-Matrix von F' gegeben ist durch DF ) = ! —2u , und dass
Yo Yo't —e et

Yoo = G) ein Fixpunkt des DGL-System ist. Was konnen Sie iiber die Stabilitéit dieses Fixpunktes

A) Der Fixpunkt ist instabil.
) Der Fixpunkt ist ein Sattelpunkt.
C) Der Fixpunkt ist stabil.
) Man kann keine Aussage tiber die Stabilitdt des Fixpunkt machen.

3.A1 [2 Punkte] Gegeben sei das System ¢y’ = F(y) mit y = <§2> und F(y) = <cos(ygj1()yZ—_si7rTl)(y2)> .

Bestimmen sie alle Fixpunkte y,, = (gl’oo> fir die gilt, dass 0 <y 00 <mund 0 < yy o < 7.

2,00

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A1.

3.A2 [4 Punkte| Gegeben sei das System y' = F(y) mit y = (Zl> und F(y) = <_yy2 +y%1yy2> )
2 1~ YiY2

(i) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass 9o, = G) ein Fixpunkt des Systems ist.

(ii) [2 Punkte] Berechnen Sie die Jacobi-Matrix DF(y.,) und ihre Eigenwerte.
(iii) [1 Punkt] Machen Sie eine Aussage tiber die Stabilitiat des Fixpunktes.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 3.A2.
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Aufgabe 4

4.MC1 [1 Punkt] Die Funktionen v und w seien zwei verschiedene Losungen der Gleichung
tug(x,t) + Uz, (v, t) = 0.
Welche der folgenden Funktionen ist dann sicher wieder eine Losung der Gleichung?
(A) v4+w
(B)
(C) v?
(D) w?

<

w

4.MC2 [1 Punkt] Betrachten Sie die folgende PDE in R? mit Randbedingungen:

Au =0, in B={(z,y) e R*: 2” + 9 < 1},
u =4, auf dem Rand 0B.

Welche der folgenden Gleichungen ist richtig?

(A) u(0) =4
(B) u(0) =1
(C) u(0) =2
(D) u(0) =3

4.A1 [13 Punkte] Wir betrachten die Wellengleichung

Uz (T, 1) = ug(, 1) fir z € (0,7), t € R. (PDE)

Es gelten die Randbedingungen
w(0,t) =0 und wu.(m,t)=0  firteR, (RB)
und die Anfangsbedingungen

u(z,0) = sin (;) und  w(z,0) = sin (3;> , fir z € (0, 7). (AB)

(i) [3 Punkte] Machen Sie den Separationsansatz u(x,t) = f(x)g(t) und bestimmen Sie die
Differentialgleichungen fiir f und g. Beachten Sie, dass die Funktion f periodisch sein soll.

(ii) [2 Punkte] Bestimmen Sie die allgemeinen Losungen der Differentialgleichungen von f und
g.

(iii) [3 Punkte] Bestimmen Sie alle Losungen von (PDE), welche in der z-Variable 47-periodisch
sind und die Randbedingungen (RB) erfillen.

(iv) [5 Punkte] Bestimmen Sie nun durch Superposition die Losung von (PDE), welche die
Randbedingung (RB) und die Anfangsbedingung (AB) erfiillt.

Notieren Sie Thre Losungen in Threm Antwortheft unter Aufgabennummer 4.A1.
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