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D-BIOL, D-CHAB
Losungen zu Mathematik I/11

Aufgaben

1. (10 Punkte)
a) 1/2.
b) +o0, 0
) 1,1,-1/2.
d) 0.

e) Wir haben

! —
fir alle x > 0.
2. (10 Punkte)
—5+12i 1 8+i 4 7
=————— = (-54+12)0——— = (-5 + 12 = —— + —i.
8) 2= e — (O 1)y = (54 120 575
b)Z_3—|—2i_—1+i_(3+2i)(1+2i)+(1—z’)(2—i)_ i _3_ 4
C2—d 142 (2 —4)(1 + 24) 443 5 5

) z = (1 +V3i)*(1 — i) = (2637)5.v/2e 71T = 25v2ei5Te T = 32/2e 157 =
321/2¢'12™. Deshalb erhalten wir 2| = 32v/2 und arg(z) = 137.

d) Wir haben Re(iz) = —Im(Z) = Im(z), so dass Im(z) = 2. Zusammen mit arg(z) =

1 bekommen wir z = 2 + 2i.

) ) 5
e) 22=2-i2V/3=4 <cos (377) + isin <37‘(‘>> = 22| =4, arg(z) = 3™



Daraus folgt

) )
z1 =2 <cos (67r> + ¢ sin <67r)> = —\/g—i—i,

) .. (5 .
29 =2 (COS (67T+7T) + 2sin <67T—|—7T>) =3 —i.

3. (10 Punkte)

a) Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

falsch
richtig
falsch
falsch

=W =

b) Eigenvektoren der Matrix A; sind v; mit Eigenwert -1 und vs mit Eigenwert 2.
Eigenvektoren der Matrix As sind vo mit Eigenwert 5 und v3 mit Eigenwert 5.

c) Das charakteristische Polynom ist
P = (2= N((-1=N)(=1) =2) = (2= NN\ + A =2) = ~(A +2)*(A - 1),

also hat die Matrix einen doppelten Eigenwert -2 und einen einfachen Eigenwert
1.

d) Es ist das Gleichungssystem

2 0 O T1 2
1 -1 -1 zo |l =11
-1 0 1 T3 -2

zu lésen. Die Losung ist (21, 22, 23)7 = (1,2, —1)T. Also gilt

2 0 0 2
1 1 +2-1|—-1-2)=(1
-1 0 1 -2

e) Mit dem Gauss-Algorithmus erhalten wir

1 3 -1 | b 1 3 -1 | b
1 -1 2 | by|~ |0 =4 3 | by—b
0 4 -3 | by 0 4 -3 | by

Also hat das Gleichungssystem eine Losung fiir alle by, bo, b3 mit bg + by — by = 0.



4. (10 Punkte)

a) Das charakteristische Polynom ist A> — 3\ +2 = (A —2)(A — 1) mit Nullstellen bei
A =1und A = 2. Daher ist die allgemeine Losung

z(t) = ae® +be', a,b € R, t € R.

b) Es gilt
z(t) = ae® 4 be! = ef(ae’ +b). (1)

Der Faktor e! im Produkt auf der rechten Seite geht gegen +oo fiir + — +00. Der
Faktor (ae’+b) geht gegen +oo falls a > 0, gegen —oo falls a < 0 und ist konstant
gleich b falls @ = 0. Daraus ergibt sich folgende Fallunterscheidung;:

400, falls a > 0 oder )

(a=0,b>0
, lim z(t) =< —oo, fallsa <0 oder (a=0,b<0),
e 0, falls (a = 0,0 =0).

c) Wir verwenden den Ansatz x(t) = ce™!, ¢ € R. Durch Einsetzen erhalten wir
i(t) — 33 +2x = ce " +3ce" + 2ce” = 6ee?,
somit ¢ = 1. Eine partikulidre Losung ist also gegeben durch

Tpart(t) = et teR.

d) Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist laut (c¢) und (d)
z(t) = et 4 ae® + be!, a,b,t € R.

Die Bedingung x(0) = 1 liefert 1 + a + b = 1, wéhrend wir aus der Bedingung
#(0) = —3 die Gleichung —1+ 2a+ b = —3 erhalten. Somit gilt « = —2 und b = 2.
Die gesuchte Losung ist also

z(t) = et —2e% +2¢ t € R.

5. (5 Punkte)

a) Der Gradient von f ist

2x(x? — 22 4+ 3) — 222z — 2
o - (MO )

Die Nullstellen des Gradienten liegen bei

’ul =(0,0) und wg = (3,0).‘




Die Hesse-Matrix von f lautet:

(—4x+6)- (22 —22+3)2 — (—222+61)-2(x% —22+3) (2x—2) 0
Hy(ey) = @2t O
—2(22—-3)(2?—22+3)% +4x(2—3) (22 —22+3) (2z—2) 0
= (z2—2x+3)*
0 -1

Somit erhalten wir fiir uq und wuo:

)= (5 °) wa m - ().

Die Hesse-Matrix in w7 ist indefinit und somit handelt es sich um einen Sattel-
punkt. Die Hesse-Matrix in uo ist negativ definit und somit liegt ein lokales Ma-
ximum vor. (Da f nach oben beschrénkt ist, handelt es sich in uy um ein globales
Maximum.)

b) Die Gleichung der Nebenbedingung lautet
glz,y) = 2" +9y° — 1.

Mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren muss fiir die Extremalstellen (x,7) € R?
von f unter der Nebenbedingung ¢ zusétzlich gelten dass

Vf(x,y) — AVg(x,y) = (2x,2) — A\(2z,2y) = 0.
Die Extremalstellen liegen in
(1,11) = (0,1) und (x2,y2) = (0,—1).
Die Auswertung der Funktion f in den Extremalstellen zeigt, dass fiir f(z1,y1) = 2

ein Maximum und fiir f(z2,y2) = —2 ein Minimum vorliegt.

6. (5 Punkte)
a) Vierteleinheitskreis im 1. Quadranten, positiv orientiert.

b) Mit der Substitution (bei I;) x = cost,dr = —sintdt und y = sint,dy = costdt
folgt

/2 /2
I, = / —zydr + 2% dy = / (costsin®t 4 cos® t)dt = / costdt = sin(r/2) = 1.
" 0 0
L, = / —xydx—i—xQdy = 0.
72

I3 = /—acydx—i—:):Qdy—O.
~:

3



I:/—xydx—I—:UQdy:Ilzl.
v

d) Aus dem Satz von Green folgt

w/2 1
I:/—mydw+x2dy:3//xdxdy:3/ cosgodcp/ r2dr:3~1-1/3:1.
0% 0 0



