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BIOL-B GES+T PHARM
Losungen zu Mathematik I/11

1. (10 Punkte)
a)

_ 2z + 52?4+ 1 2

lim = .
eoo 3zt + 22+ +1 3
b) Wir wenden zweimal L'Hopital an sodass

1 — cos(z) ) sin(z) ) cos(z) 1

lim ————= = = -
a0 sin(x) Py sin(z) + x cos(z) 230 cos(x) + cos(z) — xsin(z) 2

¢) Durch Raten finden wir die Nullstelle 2y = 1. Polynomdivision liefert
23 -2 —x+2=(x—1)(2® -2 —2),
und wir finden die weiteren Nullstellen 9 = —1 und x3 = 2.
d) Mit
F(z) = (cosz)* = e¥n(cos)

und der Kettenregel folgt

sin a:) (cosx)®
cos

f(z) = <ln(cos x) —

e) Durch partielles Integrieren erhalten wir

1
/x2 In(z)dz = =2 In(x) — = /x2 dx
3 3
1
= §m3 In(z) — -2 +C, CeR

€ _ 2 3
T2 =1—-z+ 5% + O(z°)
Deshalb gilt
1
apg = 1, a) = *1, ag = 5



g) Es ist
fllx)=e"-1>0

falls > 0, somit ist f auf ]0, co[ streng monoton wachsend.

2. (10 Punkte)
a) z=(1+i)*—2i=(2i)? - 2i = —4 — 2. Also Re(z) = —4 und Im(z) = —2.
b)

. ; .. _1 ; . T T T4 27,
21 =24 2/3i = des?, z2:5(cos%—zsm%):5e( 32M)i oo — je6l = e2le6l =3 "

1—3i\° 7\ 6 .
( Z> :(—1+i)6:(ﬂe37’) = 8e% = 8i.

1—2

d) Die Losungen lauten z; = 2414, 20 = —1 + (1 + v/3)i und 23 = —1 + (1 — V/3)i.

3. (10 Punkte)

a) MC-Aufgabe

7T 8 9
e richtig. Es gilt Rang(A) = Rang [ 10 10 10
0 0 O

e falsch. Das Gleichungssystem ist nicht l6sbar da Rang(A) = 2 < 3 =Rang(A|b).
e falsch. Man betrachte < 8 L >

e richtig: ist d die n-te Spalte von B so ist der n — te Einheitsvektor eine Losung
von Bz =d.

b) Die Matrix ist singulér (Addition der ersten beiden Reihen ergibt die dritte). Also
ist A = 0 ein Eigenwert. Das charakteristische Polynom ist

—5—-A 0 3
det 6 2—-X -2
1 2 1—-A

=2=M((=5=2)1=A) =3) =2((=5 = A)(-2) — 18)
= —A(A\? 42\ - 12).

Die iibrigen Eigenwerte sind demnach A\ = —1 4 +/13.

c) Es gilt det 8 = t?> — 8. Fiir t # ++/8 sind die Vektoren also linear
t

unabhéngig.



d) Gauss-Algorithmus ergibt

1 3 a 1 1 3 a 1
3 8 da+11| 2 ~ 0 -1 1+a | -1
-2 a—6 a®*+1|-3 0 a (1+a)?*|-1
1 3 a 1
~> 0 —1 1+a -1

0 0 (1+a)(l+2a)|—(1+a)

Fiir a = —1 erhélt man unendlich viele Losungen, fiir a = —1/2 keine Losung
(betrachte die letzte Zeile) und fiir a # —1,—1/2 genau eine Losung.

4. (12 Punkte)
a)
i) RICHTIG. Das folgt direkt aus der obigen DGL
ii) FALSCH. Fiir a = 0 stimmt es nicht!
iii) RICHTIG. Das folgt direkt aus der obigen DGL
iv) FALSCH. Die allgeine Losung lautet C; + Cpe~(3/2)

b) Durch Teilen sehen wir dass

2y (1) = y(2) - ay(@) +2° & y(2) = (

Wir benutzen die Substitution u(z) := @ Da y'(z) = v/(z)x 4+ u(z) erhalten wir
durch Einsetzen
u(z)z + u(z) = u(x)? — u(z) + 1.

Durch Umformen folgt

(@) 1
(u(m) — 1)2 x

Mittels Separation der Variablen erhalten wir

et

Wir substituieren v = v — 1 und es folgt
/ dv [ dx
v ) oz

1
——— =1 In|C
oy = Il +nlC

Daraus folgern wir



und somit

1
Durch die erste Riicksubstitution finden wir
u(z) =1+ v(x) —1—#
B B In|Cx|

Durch die zweite Riicksubstitution finden wir die allgemeine Losung

x

y(z) = zu(x) =z — mCal’

Durch den Anfangswert y(2) = 0 folgt dass C' = %e und somit lautet die Losung

x X

yle) =z = m(lelz)) W) +1

c) i) Die dazugehorige homogene Differentialgleichung ist von der Form
Y (x) + 2sin(z) cos(x)y(x) = 0.
Via Separation der Variablen sehen wir direkt, dass die allgemeine Losung der
homogenen DGL von der Form

cos(x)?

yhom(x) = Ke

ist.

ii) Um die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden,
verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten. Fiir die allgemeine
Lésung yquy verwenden wir den Ansatz

2

Yallg(T) = K (z)ecs@)”,
Durch Ableiten erhalten wir
Yoitg(T) = K’(a:)e“os(gc)2 — 2K () cos(x) sin(x)ecos(x)z.
Durch Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung erhalten wir
K'(x)ecos(m)Q—QK(:v) cos(z) Sin(x)ews(z)2+2 sin(z) cos(a:)K(:n)eCOS(m)Z)—eCOS(QE)Q_g” =0.

Daraus folgern wir dass
K'(z)=e"
und deshalb gilt .
K(x)=—-e"+K.
Durch die Wahl unseres Ansatzes schliessen wir

2

yallg(x) _ (_e—ar + K)ecos(:c)2 _ K@COS(I)Z - ecos(:t) -z



5. (8 Punkte)

a) Es gilt

b)

i) richtig. 3£(2,1) = §L(2,1) =0.
ii) falsch. Es gilt

Joo(=2,=1) fiyy (=2, —1) = f2,(—=2,-1) = 2(~12+ 12) — 16 < 0,

also ist (—2, —1) ein Sattelpunkt.
iii) falsch. Analog wie ii).
iv) richtig, denn

foa(2,1) fyy(2,1) — f2,(2,1) = 2(—12 4 12) — 16 < 0.

Die Gleichung der Tangentialebene von z = f(z,y) im Punkt (xo, yo, f(z0, yo)) ist
gegeben durch

z= g;}:(llﬂuy())(x —x0) + g';;(:zo, v0)(y — vo) + f(z0,%0)-

Wir haben %(1, 1) =6 und %(1’ 1) = 7. Also ist die Gleichung der Tangential-
ebene gegeben durch
z =6x+ Ty — 6.

Wir verwenden die Lagrangemultiplikatormethode mit
F('xayv A) = f(xay) + A(xz + y2 - 1)
Partiell Ableiten nach z,y und A und Nullsetzen ergibt das Gleichungssystem

g—f(a:,y) =3(r+2y)2+2\x =0
%(w,y) =6(z+2y)*+2\y =0
g—f(x,y):xQ—FyQ—l:O.

Man erhélt nacheinander die Losungen

(ﬁ M)7 (_%7_27\/5), (2\/5 \/5)7 (_¥7§)

57 5 5 5 7 5

Dies sind die kritischen Punkte.
Durch Berechnen der Funktionswerte f(z,y) an diesen Stellen erhilt man, dass

f(z,y) unter der Nebenbedingung 2 4+ y?> = 1 seinen Maximalwert 5v/5 an der

Stelle (%, %) und seinen Minimalwert —5v/5 an der Stelle (—%, —2?\/5) an-
nimmt.



6. (10 Punkte)

a)
0
o1:t—oq(t) = E —-1<t<1
—t
Ugitl—>0'2(t)=<1_t>, 0<t<1
cos(t) 3
: = <t< —
o3t — o3(t) (sin(t) >, m<t< 5
b) i)
y
A
1
V2
V3
- -
71 !
ii) Fiir die Rechnung benétigen wir
Py(xvy) =1
und
Qz(z,y) = 2.

Nach der Green’schen Formel ist nun der Wert des gesuchten Kurvenintegrals
gleich dem Integral von (), — P, iiber die eingeschlossene Flidche B. Wir erhalten

1 pl—z?
j{K-d’y—// 2z — ldydx
0 Jo
S
2
1
—/2wy—y
0 0

dx
1
:/ 2 — 223 — 1 + 2%dx
0

1

1—x

1 1
_ 2 1.4 1.3
=z 21‘ x—}-Bx

0



iii)

1
1,1 1
h:/tﬁ:tﬂ:
0 2 lo 2

1
Iy=/<41—ﬂ—1+@—w2+%1—ﬂ%ﬁ
0
1, 1 3 1 1 2

=24+t —-(1-tP--1-t) =-2%
MU 1St TSl M

1
13:/ 0dt = 0.
0



