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1. (a) (I Punkte)

45 + 323 + 20 + 1 44 3x 2427t 4275 4

T30 3x5 4+ 224 + 422 + 1 _xl—>I£>103+23:_1 +4r3 4275 3

(b) (1 Punkte)

1—cos®*(z) ..  sin®(z) sin(xz)

lim - = - = lim =
z—0 x sin(x) z—0 rsin(z) 220 a—0 1

(c) (1.5 Punkte)
203 =822 — 20+ 8 =2 - Dz +1)(z—4) = =1, 29=—1, 23 =4
(d) (1 Punkte)
fz) = 2@ = @@ (f(2)) = @) (2 In(2)+2) = 2% (20 In(2)+2) = 27 T (21n(2)+1)

(e) (1 Punkte)

/a:ln(a:) de = %xz In(x) — ixQ = 33:2(2111(3:) -1) = /jmln(:r) dx

1
4

(1+¢€?)
(f) (1.5 Punkte)

xex2+1:1+x+x3—|—0(x5) —ay=1,a1=1, ao =0
(g) (1 Punkte)

2 =i(i4+2)3—1 = i(i*+3-20% +3-4i+23) 1 = i(—i+6i*+12i+8)—1 = —12+42i => |2| = V148 = 2V/37



(h) (1 Punkte)

ap n! . gnt2
r = lim = lim - lim |—% | =
w3 g |~ e (2Tl 4 1) T e | G )
(i) (1 Punkte)
. In(x) ) 1 1
il_% 21 _xl_%@ =3 il_>flll(1+bcos(7rx)) =1—-b
1 2
= 1l-b=_-<+=b=
3 3

(j) (2 Punkte)

. (a) (3 Punkte)

—1-X 4 0
0 1-XA 0 —(2—)\)‘
-3 72—

—10— A X f A’ = (2-N)(—1-A)(1=A) 0= A =1, Ay = —1, A3 =2

Es gilt fiir die Determinante der Matrix:

Folglich ist Rang(A) = 3.
(b) (2 Punkte)

Wir berechnen den Eigenvektor zum Eigenwert —1 aus, indem wir das Gleichungs-
system (A + I)v = 0 umformen:

0 4 0|0 -3 7 3|0 -3 7 3|0
0 2 0|0 | — 0 2 00 | — 0 2 0(0
-3 7 3|0 0 4 00 0 0 0/0



Aus der dritten Zeile folgt z = ¢, mit ¢t € R. Die zweite Zeile ist dquivalent zu
2y = 0, folglich ist y = 0. Die erste Zeile entspricht —3x + 3t = 0, also ist x = t.
Der Eigenvektor ist somit

t
v= (0], t#0.
t

(¢) (3 Punkte)

Wir benutzen zur Berechnung der Inversen das Gauss-Jordan-Verfahren

—1

1 0l1 0 0 1 -1 0|1 00 20 1]2 1
02 1/010)—]0 2 1]0 10]—[02 1]0 1
2 1 10 0 1 0 3 1/-2 0 1 00 —1|-4 -3
Es folgt
20 01]|-2 -2 2 1 00-1 -1 1
02 0|4 -22]|]—{(01SV0]-2 -1 1
00 —-1|{—-4 -3 2 0014 3 =2
Somit ist
-1 -1 1
Bl=(-2 -1 1
4 3 =2
(d) (6 Punkte=(i) 2 Punkte + (ii) 4 Punkte)
(i) Wir wenden die Regel von Sarrus an:
-1 -1 1
2 -1 1|=a114+(-1)2141-1-(-1)—1-1-1—(-1)-2:.a—1-1-(—1) = 3a—3
4 3 =2

(ii) Wir bezeichnen mit (D|c) die erweiterte Koeffizientenmatrix.
o Fiir a # 1 gilt Rang(D) = Rang(D|c) = 3. Dies deckt sich mit der Anzahl der
Variablen=—=- Es gibt nur eine eindeutige Losung.
e Beia=1und b # 0 gilt Rang(D) = 2, aber Rang(D|c) = 3, und somit ist hat
das system keine Losung.

e Im Falle a = 1 und b = 0 sind Rang(D) = Rang(D|c) = 2. Dies ist weniger als
die Anzahl der Variablen— unendlich viele Lésungen



()

(3 Punkte) Wir wenden wieder das Gauss-Verfahren an

-1 0 1]-1 -1 0 1]-1 -1 0 1]-1 -1
-2 -1 5|1 — 0 -1 3| 3 — 0 -1 3| 3 — 0
2 1 0]-1 2 1 0]-1 0 1 2|-3 0

Aus der letzten Zeile erhalten wir z = 0, und folglich setzten wir z in der zweiten
Zeile ein, um y = —3 zu berechnen. Aus z = 0 in der ersten Zeile folgt x = 1, und
somit ist die Losungsmenge

1
L= -3
0
(5 Punkte)
Wir stellen die Gleichung um
(@) 1
v (r)—1 =z

und erhalten durch die Trennung der Variablen

dy dx

fiir eine Konstante ¢ € R. Mithilfe der Partialbruchzerlegung berechnen wir das
linke Integral und erhalten

%(m(l —y)—In(y+1)) =In(z) +c= ln(i J_r

Umstellen nach y fithrt zur Losung

1 — efx? 1 — éx?

o 14ecx? 14 cx?

y(z)
(5 Punkte) Zunéchst losen wir das homogene Gleichungssystem
y'(z) + 3y (z) + 2y(x) = 0.
Hierfiir miissen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

N+32+2=0



ausrechnen. Es gilt

-3+v9-4-2 -3+1
2 2

/\172 = — A = —1, Ay = —2,

voraus die homogene Losung

Yhom () = c1e”* + coe 2

folgt. Fiir die Inhomogene Gleichung betrachten wir den Ansatz

Yinh = A2? + Bz + C.

Einsetzen in die Ausgangsgleichung
y'(x) + 3y () + 2y(w) = 42° + 122 + 6

ergibt
2A 4+ 6Ax + 3B + 24z + 2Bx + C = 42% + 122 + 6,

und folglich mit dem Koeffizientenvergleich
2A=4=A=2,1242B=12=B =0, 442C =6 = C = 1 = yin(z) = 22> +1

Die allgemeine Losung ist somit

Y(Z) = Yhom () + Yinh (z) = c1e™ 2 + cpe™® + 227 + 1.

Fiir das Einsetzen der Nebenbedingungen brauchen wir zunéchst die Ableitung der
allgemeinen Losung
Y (z) = 21672 — o™ + 4a.

Einsetzen ergibt
0=y0)=c1+c2+1
1= y/(O) = —201 — C9.

Das addieren der beiden Gleichungen ergibt ¢; = 0 und folglich ¢, = —1.
Die Losung der Differentialgleichung ist somit

y(z) =222 —e 4 1
(c) (2 Punkte) Es gilt

202 —e % + 1
lim 25— T i (2 - a2 4 272) =2
T—00 €T T—00



(d)

(8 Punkte) Zunéchst 16sen wir die homogene Gleichung und erhalten
Y (z) =y(x) = y(z) = Ke*, K € R.

Nach der Methode der Variation der Konstanten setzen wir

in die Ausgangsgleichung ein und erhalten
K'(z)e" + K(z)e® — K(x)e®* =e** + e > K'(2) =+ 1= K(z) =" + 2 +c.
Folglich ist die Losung gegeben als

y(z) = K(x)e® = ¥ 4 ze® 4 ce®

(4 Punkte)
Als ersten Schritt setzen wir den Gradienten gleich Null und berechnen die kriti-

schen Punkte
_ 2 — 2y (0
Vi@y) = <4y 2+ 1> - <0>

Aus der ersten Zeile folgt y = x, woraus wir 4z —2x+1=0= 2 = —5und y = —%
folgern. Durch wiederholtes ableiten erhalten wir

fﬂix(w?y) = _27 fyy(xay) = 47 fm/(a:?y) = fyiﬂ(x?y) =-2.
Nun gilt

D(z,y) = fox(z,y) fyy(2,y) — (fxy($,y))2 =2:4—-4=4>0

Da fy.(x,y) > 0ist, wissen wir, dass der kritische Punkt P = (—%, —%) ein relatives
Minimum ist.

(4 Punkte)
Wir schreiben g(z,y) = x? 4+ y? — 1, wobei die Nebenbedingung als g(z) = 0
aufgefasst wird. Wir benutzen nun die Lagrange-Multiplikatoren-Methode. Dass

heisst, wir berechnen
2 2\x
Vi=AVg <2> - <2Ay) .

Daraus folgt



5.

und zusammen mit der Nebenbedingung erhalten wir

%+%:1:»A1,2:i\f2.
Hieraus erhalten wir zwei verschiedene Punkte
Pi=(J5. ) P= (7= =),
Einsetzen in f ergibt
f(Ge ) =23, (- =) = ~2V3
V2V v

somit haben wir in P; ein Maximum und in P ein Minimum.
(¢) (4 Punkte=(i) 1 Punkt+(ii) 3 Punkte
(i) ) Wir setzten y = 0 in die Gleichung ein und erhalten

:U:a:2z>m1:0, To =1

(ii) Wir wenden den Satz der impliziten Funktionen auf die Funktion F(z,y) =
x4 ye¥ — 22 an, und erhalten

-0, F(z,y)  —(1—-2x)

1N
y(@) = Oy F(x,y)  yeY4ev

Einsetzen der Punkte (0,0), (1,0) ergibt

(a) (8 Punkte) Wir benutzen Polarkoordinaten und erhalten

da:dy 27 27 2 1 27
// R e / / -rdrdp /0 /1 Tdrdgo /0 n(2)de 71n(2)

(b) (4 Punkte)

1 T 4 1 x 5
1
/ / / xyzsdzdydx = / / YL sdydr = / / * ygdydx
x=0 201+ x:0y01+x 2 =0 y:01+x
x




Das letzte Integral vereinfachen wir mithilfe der Substitution

1
w=1+2z%= dw=_8"dx & ~—-dw = dr,
x
welche wir in das Integral einsetzen

1 /21 In(2)

w .
32/, w 32

(a) (2 Punkte) Mogliche Parametrisierungen sind

13 . x
Yo tr—>’yg(t):<_2bt_b> fir —35<t<0
Lt y(t) = t fir 0<t<T
R V3 - b(%tQ—l) =v=19"

(b) (3 Punkte) Einsetzen des Ortsvektors von 7 in das Vektorfeld ¥ ergibt:

Fon) = ()

-3t

Die Ableitung des Ortsvektors der Kurve v, wird mit diesem ? skalarmultipliziert:

A (t) = <_2 sint) cos(t)) und 7. 41 = — cos?(t) + 6t sin(t) cos(t).

Wir integrieren nun in den passenden Grenzen:

Fodr= /i (— cos?(t) + 6t sin(t) cos(t)) dt
g6 -5

z -z
s
1 jus 3 s 3 2
= _g -1 [s.in(2t)]3g ) [t cos(2t)]3% + 3 /_72r cos(2t)dt
N———
-0
T 93T cos(m) + 2 [sin(20))2
== 927" cos sin =
9 T Ty 5"
N———



(¢) (4 Punkte) Wir betrachten die von der aus 71, 72 und 3 zusammengesetzten ge-

schlossene Kurve . Mit
o) = P(x,y)>:<y>
Fe=(gan) = (&

und der Formel von Green folgt:

7{ Far- [ @@(x,y) - (fyP(x,y)) 04,

mit A dem von v eingeschlossenen Gebiet. In unserem Fall ist:

0 0
%Q(‘/an) - @P(%,y) =3-1= 27
also gilt:

f?-d?:/AQdAzz\Ay

Die Gesamtflache A setzt sich zusammen aus der Flache des Dreiecks mit Eck-
punkten (0,0), (—7,0),(—b,0), die ”Zb betragt, sowie zwei Integralen:

b [ 3 /4
1A= =2 +/ cos®(t)dt + / b (2152 — 1) dt
4 _% 0 T
—_——
=73, siehe (b)
™ 7 4¢3 2
= — 4+ —+0b —t

4 2 32 1o
7w 7w w w Twb

Nun fordern wir:



