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1.

Multiple Choice

Aufgabe [40 Punkte]

Analysis:
1.MC1 Ergebnis: (A).

Die Funktion log(y) ist nur fiir y > 0 definiert. Das bedeutet, dass log(z* + 1) nur fir 23 +1 >0
definiert ist. Zuletzt gilt

PH1>0 <= 22> -1 < > —1.

1.MC2 Ergebnis: (A).

Das Taylor-Polynom erster Ordnung der Funktion f an der Stelle xq lautet f(zo)+ f/'(zo)(z — o).

In diesem Fall gilt
1 1 1
=1 2 df = —" =-.
f (o) = log(v2) und f'(wo) = o5 2 =

1.MC3 Ergebnis: (A).

Wir sind in der Situation £ und méchten die Regel von de I’'Hopital anwenden:

e +41x

—e " +41
im =
z—o0 g3 4 427

im ——— =
z—oo 32 + 42

1.MC4 Ergebnis: (A).

Wenn a = 1 oder a = —1, konvergiert die Reihe nicht. Dann, wenn a ¢ {—1, 1}, erhalten wir
N . 1— CLN
> a"=
=1 1—a
Der Limes N
1 —
[ = lim —°

existiert und ist endlich, das heisst I € (—o0, 00), genau dann wenn |a| < 1.
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1.MC5 Ergebnis: (B).
Wir substituieren u = z? 4+ 2z + 1. Dann gilt 2—; = 22 + 2 und somit du = (2x + 2) dx. Es folgt

2 2
/ x2+x2—;+1dx = log(z* +2x 4+ 1) + C,

fir eine Konstante C' € R. Damit erhalten wir

2 20 + 2 9
TS dr=1 —log(4) =log (> ).
oy da = log(9) — log(4) og(4)

Eine andere Moglichkeit wére zu bemerken, dass

20+2 2z +1) 2

224+2x+1 (z+1)2 z+1

um zu erhalten:

2
/$+ 1d$ =2log(z + 1)+ C =log((z + 1)*) + C = log(x* + 22 + 1) + C,

fir eine Konstante C' € R.
1.MC6 Ergebnis: (C).

Die Funktion f ist glatt und es gilt

f'(z) = —2sin(x) und f"(x) = —2cos(z).

Wir sehen somit, dass f offensichtlich nicht konvex ist, da f”(x) > 0 fir alle x € R nicht erfiillt
ist. Ferner gilt f/(0) = 0 und f”(0) = —2, was bedeutet, dass der Punkt xy = 0 kein lokales
Minimum, sondern ein lokales Maximum ist. Weiterhin gilt f'(7) = 0 und f”(7) = 2, sodass
o = 7 ein lokales Minimum ist. Schliesslich kann der Punkt xy = 0 aufgrund von f”(0) = —2
kein Wendepunkt sein.

1.MCT7 Ergebnis: (D).

Da f auf (—2,1) konkav ist, haben wir f”(z) < 0 fiir alle z € (-2, 1). Keine der anderen Optionen
trifft zu, da f offensichtlich weder monoton noch konvex ist.
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Komplexe Analysis:

1.MC8 Ergebnis: (B).

Es gilt

Vi = VB (i) = VB (cos(§) s (7)),

Ferner gilt

Das heisst arg(z) = 2.

Lineare Algebra:
1.MC9 Ergebnis: (D).

Da A ein Eigenwert ist, gilt immer det(A — Algg) = 0. Keine der anderen Optionen ist immer
wahr.

1.MC10 Ergebnis: (D).

Das charakteristische Polynom von A ist

pa(A) = (1 =A)(-6—A) —(—6) -2
= —64+5 A+ N +12
=\ +5)\+6
= (A+2)(A+3)

und hat Nullstellen \y = —3 < —2 = \y. Ferner gilt

2 =) ()= (55) = )

und
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1.MC11 Ergebnis: (D).

Das charakteristische Polynom von B ist
pe(A) =(=1=X)(-2—-XN)(1 =X =3(-2-})
—(—2-N)[(=1 =N =N —3}

:(—2—/\)_—1+)\—/\+)\2—3}

:(—Q—A):AQ—AL}

Die Eigenwerte von B sind dann \; = —2, Ay = —2, A3 = 2. Die Determinante von B ist gleich
dem Produkt der Eigenwerte, das heisst

det(B) = (—2) - (~2) -2 =8 > 0,

was impliziert, dass B regulér ist. Die Spaltenvektoren von B sind daher linear unabhéngig.
1.MC12 Ergebnis: (D).

Damit es zwei verschiedene Losungen gibt, muss det(A,) = 0 gelten, also b = 4. Die zweite
Gleichung von der zweiten Losung ist —3b = z, woraus mit b = 4 folgt, dass z = —12. Alternativ
kann man auch das Gleichungssystem der beiden zweiten Gleichungen 12 — 6b = z und —3b = 2
auflosen.

Gewohnliche Differentialgleichungen:

1.MC13 Ergebnis: (B).

Es gilt

d

y% = e*dx
2 2x
Y e
_ — = — C
2 2 *
— y(z) = £\ e + C,

fiir eine Konstante C' € R und C := 2C. Wegen y(0) = —1 muss C = 0 und das negative

Vorzeichen gewahlt werden. Damit ist die Losung des Anfangswertproblems die Funktion

y(x) = —Ve2r = —¢®,
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1.MC14 Ergebnis: (C).

Die homogene Differentialgleichung lautet
y'(@) — o (2) = 0.
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung kennen wir aus der Vorlesung, namlich
Yo(z) = Cre'™ + Coe’™ = Cre* + Oy,

fir Konstanten Cy, Cy € R.
Multivariate Funktionen:

1.MC15 Ergebnis: (C).

Fiir diese Teilaufgabe benutzen wir implizite Differentiation. Schreiben wir die Kurve als y(z),
dann gilt f(x,y(z)) = 0. Implizite Differentation sagt uns, dass

Ouf (x,y(x))

V@) = =5, Fa yia)

Die partiellen Ableitungen von f sind
Ouf(r,y)=20+y  und 9y f(x,y) =+ 2y.

Damit erhalten wir die Steigung der Tangente als

2-(-1)+2

!
1) = — =
y(=1) 1422

1.MC16 Ergebnis: (A).

Die (z, z)-Ebene ist gegeben durch die Gleichung y = 0, und die Schnittkurve mit der (x, z)-Ebene
ist daher z = f(x,0) = e~2%".

Mehrdimensionale Integrale:
1.MC17 Ergebnis: (A).

Sei B ein einfaches Gebiet. Sein Flacheninhalt berechnet sich mit der Funktion f(z,y) = 1 durch

//BldB.
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Linienintegrale und Oberflichenintegrale:

1.MC18 Ergebnis: (C).

Hier miissen Sie die Durchlaufrichtung beachten. Es gilt zum Beispiel dass 73(0) = G) # <(?4>.

1.MC19 Ergebnis: (A).

Nach der Definition des Wegintegrals gilt
/l3 F:/ — cos(t) sin(t) - (—sin(t)) + cos(t)? - cos(t) dt
= /0 cos(t) sin(t)? + cos(t)dt
= /01 cos(t)[sin(¢)? + cos(t)?] dt

= /01 cos(t) dt = sin(1) — sin(0) = sin(1).

1.MC20 Ergebnis: (B).

Mit der Formel von Green ergibt sich

j{ :// (any (9yP(:c,y)> D
:// dD_z// 1dD

= lache(D) 2 (7*)7 = 98m.
Alternativ folgt das auch ohne die Formel: zum Beispiel mit der Parametrisierung

v :[0,27] = R? t (3 + 7COS(t>>

4 + Tsin(t)
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Aufgaben

2. Aufgabe [4 Punkte]

(a) [1 Punkt] Konvergiert die folgende Reihe? Begriinden Sie Thre Antwort!
&y

n=s log(log(n))

Losung:

Die Reihe konvergiert nach dem Satz von Leibniz (Leibniz-Kriterium). Tatséichlich haben
wir

lim b 0

n=e log(log(n))

und die Folge

().

ist monoton fallend.

(b) [3 Punkte] Finden Sie das Zentrum xy und den Konvergenzradius r der folgenden Potenz-

reihe -
Y (n+1)(Bz—-1)", zek
n=0
Losung:
Es gilt

n

1
(n+1) Bz —1)" = (n+1)3" (x - 3)
Daher ist das Zentrum xg = % Weiterhin gilt

n—l—l_l

(13" 1.
m ————— = — l1lIn = .

Folglich ist r = % Alternativ gilt

= limsup {/(n+ 1)3" = 3 - limsup V/n + 1 = 3,

n—o0 n—o0

1
r

was zum gleichen Ergebnis fiihrt.
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3. Aufgabe [4 Punkte]

(a) [2 Punkte] Losen Sie die Gleichung
23 = 42 + 42,

und geben Sie die Losungen in Polardarstellung an, das heisst entweder in trigonometrischer
Darstellung z = r(cos(p) + isin(¢)) oder in exponentieller Darstellung z = re” mit jeweils
r>0und ¢ € [0,27).

Losung:

3 in exponentieller Darstellung

23 = 4V2 + 42 = 8T

und suchen die Losungen z dieser Gleichung in exponentieller Darstellung. Falls z = re®,
dann ist 2% = r3e3?. Gesucht sind also 7 > 0 und ¢ € [0, 27) mit

Als erstes schreiben wir z

. .
r3e3¥ = 8e't.

Daraus folgt 7 = 2 und dass 3¢ bis auf Vielfache von 27 gleich 7 ist. Das bedeutet
3¢ = +27k mit k € Z und somit p = 5 + %wk. Setzen wir verschiedene k € Z ein, sehen
wir, dass die mdglichen ¢ € [0,27) gleich &, 9% und £Z sind. Es folgt

127 12
— 9,075
z1 = 2e"12,
-9
_ 175
2o = 2e"12,
; 17m
z3 = 2e' 12,
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(b) [2 Punkte| Betrachten Sie die Menge
D:{ZGC|z-z§2}

in der komplexen Ebene. Seien

V6 —iv/2 .
zlzf, 29 =1 — 21.

Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden komplexen Zahlen in der Menge D liegen oder nicht.
(i) 225
(11) z3 =

Losung:

Z1
z9 "

Eine komplexe Zahl z € C liegt in D, genau dann wenn
zP=z2-2<2.

Der Betrag von z; ist

A=)+ (F) =i i= i

Der Betrag von z, ist
|20 = /12 + (=2)2 = V1 + 4 = V/5.
(i) Die Zahl z; € C liegt nicht in D, da

|2’2‘2 = 5.
(ii) Die Zahl z3 € C liegt in D, da

2 _ |21]? _ 2
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4. Aufgabe [4 Punkte]

(a) [1 Punkt] Betrachten Sie die folgende Matrix:

0 010
0 011
A= -1 0 0 0
31 00

Rechnen Sie die Determinante von A aus.
Losung:

Die Determinante kann zum Beispiel durch Entwickeln nach der zweiten Spalte und an-
schliessender Anwendung der Sarrus-Regel berechnet werden. Es folgt

0

0
-1

3

det = det

—_ o O O
O O = =
OO = O

(b) [3 Punkte] Gegeben sei die Matrix

A:

N W
(]
—_

und

14
b= |10
11

Sei x € R3. Fiir welche Werte von a € R hat das Gleichungssystem

Ar =b
(i) keine Losung?
(ii) genau eine Losung?
(iii) unendlich viele Losungen?
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Losung:

Ein lineares System Az = b ist nur losbar, wenn A und Alb vom gleichen Rang sind. Da
die erste Zeile und die zweite Zeile von A linear unabhéngig sind, gilt rang(A) > 2. Wir
erhalten demnach

3 > rang(Alb) > rang(A) > 2.

Ferner gilt
rang(A) =3 <= det(A) #0

und
det(A) = —2a+4 — 27— 12+ 3 + 6a = 4a — 32.

Sei a € R\ {8}, dann gilt rang(A) = 3 und das Gleichungssystem hat genau eine Losung,
namlich z = A~1b.

Sei nun a = 8, dann mochten wir das folgende lineare Gleichungssystem 16sen

1 2 3\ (= 14
3 2 1| |x|=]10
2 —3 —8) \u, 11

Bei der Durchfiihrung des Gauss-Verfahrens, erhalten wir, dass dieses lineare Gleichungs-
system keine Losung besitzt:

1 2 3|14 12 3| 1N, . (1 2 3| 14
3 2 110 % 0 —4 —8|-32 | 2220 —4 —8|-32
2 -3 —8|11 LN 0 =7 =14 —17 0 0 0| 39
(i) a=38,

(ii) a € R\ {8},

(iii) Dieses Gleichungssystem hat nie unendlich viele Losungen.
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5. Aufgabe [4 Punkte]

(a) [3 Punkte] Sei D ={(z,y) eR*:1<2<21<y<zx}und
x
f(x7y>:§7 (ZE,y) S (0700) X (0700)
Berechnen Sie den Wert des Integrals

/ f(z,y) dx dy.
D

Losung:

Es gilt

//f:r; y da:dy—/ /1 —dy dx—/ /1 fdydx—/ log(y)]{ dx
:/1 xlog(z) dx = [x; log(x)t—/1 Zidm—2log(2) [yjt

= 2log(2) — —

Alternativ gilt
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(b) [1 Punkt]Sei F': R x R — R eine differenzierbare Funktion mit
gF(x ) =3z, (z,y) e RxR
8x ) y - ) ’ y )
0
7F($,y):3y+47 ($7y>€RXR.
dy
Wir definieren
X(r,0) =rcos(f), (r,8) e (0,00) x (0,27),
Y (r,0) =rsin(f), (r,0) € (0,00) x (0,27).
Fiir (r,0) € (0,00) x (0,27), berechnen Sie
@F<X(T7 9)7 Y<T7 0))
Hinweis: Sie konnen die Ketten-Regel verwenden.
Losung:
Es gilt
0X _ Y
50 (r,0) = —rsin(d) und %(r, 0) = rcos(0).
Daher ergibt sich durch die Ketten-Regel
0 OF 0X OF oY
—F(X(r,0),Y = —(X Y(r,0)) — —(X(r,0),Y C—
S FX0.0)Y (16)) = (X (1 0). Y (1.0)) - S (r6) + 5o (X0, Y (1,6) - (.0
= 3rcos(f) - (—rsin(f)) + (3rsin(d) +4) - rcos()
= 4r cos(0).

Eine weitere korrekte Losung besteht darin, zu erkennen, dass es notwendigerweise gilt

3, 3
Fe,y) = 52"+ 5y +4y + C,

fiir eine Konstante C' € R. Dann, wenn wir dies auf die Polarkoordinaten anwenden,
erhalten wir

F(X(r,0),Y(r,0)) = 4rsin(d) + C,
fiir eine Konstante C' € R, und das fithrt zu

0

%F(X(T, 0),Y (r,0)) = 4r cos().
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6. Aufgabe [4 Punkte]

In folgender Skizze sehen Sie eine Flache A in der (z,y)-Ebene, welche durch zwei ebene Kurven
~v1 und 7, begrenzt ist.

V2

4!

Dabei liegt v; auf einer Gerade und 5 ist ein Ausschnitt der Funktion y = /1 — z2.

(a) [1 Punkt] Geben Sie fiir 7; und 7, jeweils eine Funktion an, welche die Kurve parametrisiert.
Berticksichtigen Sie dabei die Durchlaufrichtung.

Losung:

Wir geben mégliche Parametrisierungen der Wege an. Der Weg ~; liegt auf der Gerade
zwischen (0,1) und (1,0). Das impliziert dass

w000l -(L)
fuir 0 <t <1.

Ferner gilt, dass 7, einen Viertelkreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius 1 beschreibt, das

heisst
w0 = (o))

fuir0 <t < 5 Alternativ kann man auch ~, wie folgt beschreiben

1—-1t
0= (=)

fir0 <t <1

(b) [3 Punkte] Berechnen Sie das Integral

7{ ydr — xdy
A

auf zwei verschiedene Arten.
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Losung:
Es gilt
I, = / ydr — xdy
7
1
::/(1-@-1—tm—ndt
0
1
:/11—t+tﬁ
0
1
:ﬂ/ 1 dt
0
1
=[]
0
=1,
I, = ydr—2xdy

sin(t) - (—sin(t)) — cos(t) - cos(t) dt

- {sin(t)2 + cos(t)?| dt

Das impliziert
s

%ydm—xdy:/ ydx—xdy—i—/ yde —xdy=1— —.
A Y1 Y2 2

Der Satz von Green ergibt

Aydas—zdy://A <8xQ(:v,y)—8yP(x,y)> dA://A(—l—l)dA:—Q//AldA.

Ferner gilt, dass [[, 1dA gleich dem Flacheninhalt von A ist. Die Fliache von A ist die
Differenz zwischen der Flidche vom Viertelkreis und der Fliache des Dreiecks, das heisst

T 1

m
—xdy =—2 Sl=1-2
fyds—ady=—2l7-5|=1-3
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