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gelöst werde. Verbringen Sie nicht zu viel Zeit mit einer einzelnen Aufgabe, die Ihnen
Schwierigkeiten bereitet.

• Sie haben 2 Stunden Bearbeitungszeit.

Viel Erfolg!
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Stochastik - Prüfung

1. (10 Punkte)

Bei den folgenden 10 Fragen ist jeweils genau eine Antwort richtig. Kreisen Sie die richtige
Antwort ein.

Beachten Sie: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Es gibt keinen Abzug für falsche Ant-
worten. Wir empfehlen daher alle Fragen zu beantworten.

a) Seien A,B Ereignisse (also Teilmengen von einem Grundraum Ω). Wenn A und B dis-
junkt sind, folgt, dass A und B

i) immer abhängig sind.

ii) abhängig sind, falls P (A) > 0, P (B) > 0 gilt.

iii) unabhängig sind, falls P (A) > 0, P (B) > 0 gilt.

b) Wir werfen eine Münze 6 Mal und notieren jeweils, ob Kopf (K) oder Zahl (Z) gekommen
ist. Sei Ereignis A “K-K-K-K-K-K” und Ereignis B “K-Z-Z-K-Z-K”. Dann gilt, dass

i) Ereignis A wahrscheinlicher ist als Ereignis B.

ii) Ereignis B wahrscheinlicher ist als Ereignis A.

iii) beide Ereignisse gleich wahrscheinlich sind.

c) Seien Xi ∼ Bernoulli(1/5) für 1 ≤ i ≤ 20 und Y = X1 + · · ·+X20. Dann gilt

i) Y ∼ Binomial(20, 1/5).

ii) E[5Y + 5] = 25.

iii) Var(5Y + 5) = 80.

d) Wir führen einen statistischen Test durch, wobei wir die linksseitige Alternativhypothese
verwenden, und berechnen den p-Wert. Dann gilt, dass

i) der p-Wert grösser wird, falls wir stattdessen die beidseitige Alternativhypothese
verwenden.

ii) der p-Wert kleiner wird, falls wir stattdessen die beidseitige Alternativhypothese
verwenden.

iii) beide der vorherigen Antworten richtig sein können, abhängig vom verwendeten Test.

e) Sei n ∈ N und X1, . . . , Xn iid. Beobachtungen von einer Normalverteilung, wobei der
Erwartungswert µ und die Varianz σ2 unbekannt sind. Wir führen einen t-Test mit der
Nullhypothese µ = 5 und der Alternativhypothese µ 6= 5 auf dem 5%-Niveau durch.
Dann gilt:

i) Je mehr Beobachtungen wir haben, desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit für
einen Fehler 1. Art.

ii) Wenn wir den Test mit neuen Daten wiederholen, hat das 95%-Vertrauensintervall
immer die gleiche Breite.

iii) Wenn die Nullhypothese stimmt und wir den Test unabhängig voneinander beliebig
oft wiederholen, müssen wir ihn im Schnitt 20 mal wiederholen bis die Nullhypothese
das erste Mal verworfen wird.

Bitte wenden!



f) Seien X1, X2 unabhängig und identisch Exp(3)-verteilt. Dann gilt

i) E[X1|X2 = 3] = 0.

ii) E[X2
1 ] = E[X1]

2.
iii) Z = 1− exp(−3X1) ∼ Unif[0, 1].

g) Seien X1, X2 unabhängig und identisch verteilte stetige Zufallsvariablen. Dann gilt

i) P (X1 ≤ X2) = 1/2.
ii) P (X1 = X2) > 0.

iii) Keine der beiden obigen Aussagen stimmt im Allgemeinen.

h) Seien xi,j Realisierungen von einer Exp(1
2
)-Verteilung für 1 ≤ i, j ≤ 50. Seien yi :=∑50

j=1 xi,j. Betrachten Sie die folgenden Normalplots.

h1) Welcher der folgenden Normalplots passt am besten zu den Daten x1,j für 1 ≤ j ≤ 50?

i) Plot 3 ii) Plot 5 iii) Plot 6
h2) Welcher der folgenden Normalplots passt am besten zu den Daten yi für 1 ≤ i ≤ 50?

i) Plot 1 ii) Plot 2 iii) Plot 4

i) Wir möchten testen, ob ein neues Medikament die Dauer einer Erkältung verkürzt. Hier-
zu teilen wir 40 Patienten mit Erkältung zufällig in zwei Gruppen ein. Die eine Gruppe
wird mit einem Placebo und die andere Gruppe mit dem neuen Medikament behandelt.
Anschliessend werden die Dauern der Erkältungen der Patienten dokumentiert. Welchen
statistischen Test sollen wir jetzt durchführen?

i) Einseitig, gepaart.
ii) Einseitig, ungepaart.

iii) Zweiseitig, gepaart.
iv) Zweiseitig, ungepaart.

Siehe nächstes Blatt!



2. (11 Punkte) Max spielt oft online ein Fussball-Computerspiel gegen andere Leute. Die
Spieler sind in 3 Gruppen eingestuft, die die folgenden prozentualen Anteile haben: Anfänger
37%, Fortgeschrittene 52%, und Profis 11%. Max weiss aus Erfahrung, dass er mit folgenden
Wahrscheinlichkeiten gewinnt: 89% gegen Anfänger, 72% gegen Fortgeschrittene und 50%
gegen Profis.

a) (1 Punkt) Max spielt gegen einen zufälligen Gegner, von dem er nicht weiss, aus welcher
Gruppe er ist. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Max gewinnt.

b) (1.5 Punkte) Max gewinnt gegen einen zufälligen Gegner. Berechnen Sie die Wahr-
scheinlichkeit, dass dieser Gegner ein Profi war.

c) (1.5 Punkte) Ab wie vielen Spielen gegen Anfänger ist die Wahrscheinlichkeit minde-
stens 99.9%, dass Max mindestens einmal verliert? Welche geeignete Annahme treffen
Sie dafür?

Max ist zur Zeit selbst in der Gruppe Fortgeschrittene, würde aber gerne ein Profi werden.
Er hat in den Regeln gelesen, dass er dafür mindestens 700 Tore in 300 aufeinanderfolgenden
Spielen gegen Profis und Fortgeschrittene schiessen muss. Wir nehmen an, dass Max nF
Spiele gegen Fortgeschrittene und nP Spiele gegen Profis spielt. Die Anzahl der Tore pro
Spiel in den Spielen gegen Fortgeschrittene werden durch Zufallsvariablen Yj mit 1 ≤ j ≤
nF mit Erwartungswert µF und Standardabweichung σF beschrieben. Die Anzahl Tore pro
Spiel in den Spielen gegen Profis werden durch Zufallsvariablen Zk mit 1 ≤ k ≤ nP mit
Erwartungswert µP und Standardabweichung σP beschrieben. Die Anzahl Tore pro Spiel
sind in allen Spielen unabhängig voneinander.

d) (3 Punkte) Geben Sie die approximative Wahrscheinlichkeitsverteilung der totalen An-
zahl Tore in den 300 Spielen inklusive der zugehörigen Parameter an. Begründen Sie die
einzelnen Schritte. Sie müssen keine Zahlen einsetzen.

Sei S eine Zufallsvariable, die die totale Anzahl geschossener Tore in den 300 Spielen be-
schreibt. Sie können ab jetzt verwenden, dass die approximative Verteilung von S gegeben
ist durch S ∼ N(µ, σ2), wobei µ = 719 und σ = 17.771.

e) (1.5 Punkte) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Max in diesen 300 Spielen
mindestens 700 Tore schiesst.

Max hat zu Weihnachten einen neuen Controller zum Computer geschenkt bekommen. Er
glaubt, dass mit diesem die Verzögerung bei der Signalübertragung anders ist. Die Verzöge-
rung ist zufällig und kann als normalverteilt mit bekannter Standardabweichung σ = 0.06s
angenommen werden. Mit dem alten Controller war die mittlere Verzögerung 0.55s. Falls sich
die Verzögerung um mehr als 0.05s ändert, hat das einen Einfluss auf Max’ Spiel. Er führt
deshalb einen Versuch durch, bei dem er insgesamt 100 mal die Verzögerung misst und den
Mittelwert x̄100 = 0.57s erhält. Die einzelnen Messungen können als unabhängig angenommen
werden. Für den Test verwendet er das Signifikanzniveau α = 0.05.

f) (2.5 Punkte) Ist die beobachtete Abweichung der Verzögerung statistisch signifikant?
Ist sie relevant? Begründen Sie Ihre Antworten.

Bitte wenden!



3. (8 Punkte) Ein Schütze schiesst auf eine Zielscheibe, die wir in ein Standard-Koordinatensystem
einbetten. Das Ziel ist also der Punkt (0, 0) und Abweichungen davon werden in x- und y-
Richtung in cm angegeben. Wir notieren die Koordinaten der ersten 10 Einschusslöcher.

Schuss 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 0.4 0.1 0.0 -1.2 -0.7 0.0 -1.6 -0.2 0.4 0.9

y -1.7 2.9 1.5 1.3 0.3 -0.4 -2.8 1.0 0.1 0.1

x2 + y2 3.05 8.42 2.25 3.13 0.58 0.16 10.40 1.04 0.17 0.82

Sei (X, Y ) ein Zufallsvektor, der die Abweichung eines Schusses vom Punkt (0, 0) in x- und
y-Richtung beschreibt. Die gemeinsame Verteilung von (X, Y ) hat die Dichte

f(x, y|r) :=

{ 1
r2π
, x2 + y2 ≤ r2,

0, sonst,

wobei r > 0. Sei ausserdem Z eine Zufallsvariable, die den Abstand eines Einschusses von
(0, 0) beschreibt, also gilt Z2 = X2 + Y 2.

a) (0.5 Punkte) Beschreiben Sie in Worten, was die gegebene Wahrscheinlichkeitsdichte
bedeutet.

b) (0.5 Punkte) Überprüfen Sie, dass es sich tatsächlich um eine Wahrscheinlichkeitsdichte
handelt.

c) (1 Punkt) Berechnen Sie die Randdichte von X.

d) (1 Punkt) Sind X, Y unabhängig? Begründen Sie ihre Antwort.

e) (2 Punkte) Leiten Sie für r den Momentenschätzer basierend auf dem zweiten Moment
von Z in allgemeiner Form her. Geben Sie den Momentenschätzer als Zufallsvariable an.
Definieren Sie dafür n ∈ N passende i.i.d. Zufallsvariablen. Berechnen Sie danach den
Wert des Schätzers basierend auf den gegebenen Daten.

Tipp: Die Dichtefunktion von Z ist fZ(z|r) = 2
r2
z1{0≤z≤r}. Ausserdem gilt für die gege-

benen Werte
∑10

i=1 z
2
i = 30.02.

f) (0.5 Punkte) Leiten Sie die Likelihood-Funktion für r, basierend auf n ∈ N Beobach-
tungen, her.

g) (1.5 Punkte) Leiten Sie den Maximum-Likelihood-Schätzer für r in allgemeiner Form
her. Geben Sie diesen Schätzer als Zufallsvariable an. Definieren Sie dafür n ∈ N passende
iid. Zufallsvariablen. Berechnen Sie danach den Wert des Schätzers basierend auf den
gegebenen Daten.

h) (1 Punkte) Welcher der beiden Schätzer liefert (hier) kein sinnvolles Ergebnis? Be-
gründen Sie.

Siehe nächstes Blatt!



4. (10 Punkte) Ein Biologe hat ein Mittel entwickelt, das angeblich den natürlichen Abbau
eines speziellen Proteins beschleunigt. Die behauptete Wirksamkeit des Mittels soll getestet
werden. Dazu wird in 7 Petrischalen jeweils 1g des Proteins und 1g des Mittels zusammen-
gemischt und für 5 Stunden stehen gelassen. Danach wird ermittelt, wie viel Gramm des
ursprünglichen Proteins noch übrig sind. Sei X eine Zufallsvariable, die die übrige Menge des
ursprünglichen Proteins nach 5 Stunden (in g) beschreibt. Die gemessenen Werte stehen in
der folgenden Tabelle.

Petrischale 1 2 3 4 5 6 7

X 0.508 0.493 0.486 0.450 0.449 0.484 0.487

Das arithmetische Mittel der Daten ist x̄n = 0.4796 und die empirische Standardabweichung
ist s = 0.022. Alle Tests sollen mit einem Signifikanzniveau von 5% durchgeführt werden.

Man weiss aus vorherigen Studien, dass der Median der Menge des noch übrigen Proteins
nach 5 Stunden, ohne Beimischen des Mittels, 0.5g beträgt.

a) Wir wollen zuerst testen, ob das Mittel eine signifikante Wirkung hat, ohne Annahmen
über die Verteilung von X zu machen.

i) (1 Punkt) Begründen Sie, warum der Vorzeichentest und nicht der Wilcoxon-Test
verwendet werden sollte.

ii) (2 Punkte) Definieren Sie die Null- und Alternativhypothese und geben Sie die
Teststatistik an. Beschrieben Sie die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhy-
pothese.

iii) (1 Punkt) Berechnen Sie den p-Wert. Formulieren Sie das Testergebnis.

b) Wir machen jetzt die Annahme, dass die gemessenen Werte einer Normalverteilung mit
unbekanntem Mittelwert µ und Standardabweichung σ = 0.03 folgen, also X ∼ N(µ, σ2).

i) (1 Punkt) Was ist der beste (mächtigste) Test, den wir unter diesen Annahmen
verwenden können? Begründen Sie ihre Antwort. Verwenden Sie diesen Test in den
folgenden Unteraufgaben.

ii) (2 Punkte) Definieren Sie die Null- und Alternativhypothese und geben Sie die
Teststatistik an. Beschreiben Sie die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhy-
pothese.

iii) (1 Punkt) Berechnen Sie den Verwerfungsbereich für die Teststatistik. Formulieren
Sie das Testergebnis.

Angenommen der wahre Mittelwert von X ist µ = 0.47.

iv) (2 Punkte) Berechnen Sie die Macht des Tests.

Bitte wenden!



Siehe nächstes Blatt!
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Stochastik - Tabellen

Tabelle der Binomialverteilung:

Bitte wenden!



Tabelle der Standardnormalverteilung:

114 A Zusammenfassungen und Tabellen

A.3 Tabelle der Standardnormalverteilung

Φ(z) = P (Z ≤ z) , Z ∼ N (0, 1)

x

ϕ(x)

z

Fläche Φ(z)

Lesebeispiel Tabelle: P (Z ≤ 1.96) = 0.975

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

Bemerkung:
Die Quantile der Standardnormalverteilung findet man auch direkt bei den Quantilen der t-Verteilung
bei df =∞, siehe Tabelle auf Seite 115.


