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Stochastik - Losungsskizze
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1. a) 2. c) 2. e) 3. g) 3. i) 2.
b) 1. d) 1. f) 3. h) 1. J) 2
2. Seien

e B1 = {Alice fahrt mit der Linie 1 zur Arbeit},

e B2 = {Alice fahrt mit der Linie 2 zur Arbeit},

e B3 = {Alice fihrt mit der Linie 3 zur Arbeit},

o K = {Alice wird auf dem Arbeitsweg kontrolliert},

e NK = {Alice wird auf dem Arbeitsweg nicht kontrolliert}.

Ferner wissen wir aus der Aufgabenstellung: P[B1] = P[B2] = P[B3] = 1/3, P[K|B1] =
1/5, und P[K|B2] = P[K|B3] = 1/6.

a) Mit dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir

PINK] = 1-PIK]
= 1- (P|K|B1|P|B1] + P|K|B2|P|B2] + P|K|B3|P|B3])
1—(1/5-1/341/6-1/3+1/6-1/3) = 37/45.

b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P[B1¢ U NK]|. Mit der Bayes’ Formel erhalten
wir:

P[BI°UNK] = P[B1°UK

P[(B1 N K)]

1 - P[(B1NK)]

1 — P[K|B1]P[B1]

= 1-1/5-1/3=14/15.

Bitte wenden!



c) Der Aufgabenstellung entnehmen wir, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bus
der Linie 1 vorbeikommt nun j/(j+2) entspricht, wihrend die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Bus der Linie 2 und 3 bei 1/(j + 2) liegt. Wir miissen j folglich so
bestimmen, so dass P[B2 U B3|K] > 0.25 ist. Ahnlich wie bei Teilaufgabe b)
koénnen wir zuerst P[ K] berechnen:

P[K] = P[K|B1]P[B1]+ P[K|B2P[B2] + P[K|B3|P[B3]
= 1/5-j/(G+2)+2-1/(j+2)-1/6.

Mit Hilfe der Bayes’ Formel erhalten wir

P[B2U B3|K] = P[BI°K]
— 1-P[B1K]
_ | PIK[BUP[BY
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Das Auflésen nach j ergibt j < 5.

d) Da Alice genau zweimal mit dem Fahrrad und dreimal mit dem Bus f&hrt, kénnen
die vier Kontrollen wie folgt auftreten: Einmal beim Fahrradfahren und dreimal
beim Busfahren oder zweimal beim Fahrradfahren und zweimal beim Busfahren.
Da die Kontrollen unabhéngig voneinander stattfinden folgt

P[4 Mal Kontrolle] = P[1 Kontrolle bei Fahrrad und 3 Kontrollen bei Bus]
+ P[2 Kontrollen bei Fahrrad und 2 Kontrollen bei Bus]

= 2p1(1 — p1)ps + 3pip3(1 — pa2).

3. a) Firz <0ist fx(x) =0. Falls x > 0,

fx(x) = /_oo fxy(z,y)dy = /oo cx?(y — z)e Vdy

o0 o0
= ca:Q/ ye Ydy — cx3/ e Ydy
x x

o
L o? [—yefy];o + c(z® — a:g)/ e Ydy
x

2

=cxde ™ + ¢(x? — 23)e " = ca?

e 7.

Siehe nichstes Blatt!



Fir y <0ist fy(y) =0. Falls y > 0,

00 y
fr(y) = fxy(x,y)dr = /0 cx’(y — x)e Ydz

Y 1 1 Y
= cey/ yz? — 23dz = ce™Y | Zya® — Z2t
0 3 4 0

C o4y
=y
Bemerkung: Also X ~ Gamma(k = 3,0 = 1) und Y ~ Gamma(k = 5,0 = 1).

b)

o0
1=+ / fxy(z,y)dydr = c/ 2207 %dy T L 91 =2 = = -.
R?2 0

E[X] = / zfx(z)dr = C/o gBe~Cdg TS o 31— 3

—0o0

* c o 5 —y Hinweis '
ElY] = yfy()dy = 35 [ yPe Vdy = e 5l/12 =5,

E[XY]:/ zyfxy(z, dxdy—c/ ye y/ yr® — zh)dzdy
R?2

0
_ —y 4 4 d yd Hznwezs £6' — 18,
C/O ve [4‘” 595 ]0 v= 20 e 20

Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y] = 18 — 15 = 3.
d) Falls z > 0 erhalten wir fiir die Randdichte von Z

2/ fX,Z(:B,z)dm:/ cx?ze” @) dy
—00 0

oo
= cze_z/ 22 dx = cze % - 2
0
= ze ~.
Fir z < 0ist fz(z) =0. Falls z,z > 0,

fxz(x, z) = cx’e ™ . ze 7% = fx(x) - fz(2),

ansonsten ist fx z(z,2) = 0 = fx(x) - fz(2). Da die gemeinsame Dichte sich als
das Produkt der Randdichten ausdriicken l&sst, sind X und Z unabhéngig.

Bitte wenden!



e) Log-Likelihood:

0021, ..., 2,) = log ((H zz> exp{— Z 2/0} /02">

g(z) ZZZ —2nlog¥

Wir priifen, dass # ein Maximum ist:

. 2« 2
(' =3t 9% = 20?3 =) <.
=1 3

a) Modell: X1,..., X, "< N(u,02) und o = 0.3.

Nullhypothese Hy : pn = pp = 9.75 und Alternative Hy : p # 9.75. (zweiseitiger
Test).

b) Xi,..., X, R N(it,0%) und o = 0.3 ist bekannt, also z-Test mit Teststatistik
Yn — Mo
z=2n"H0 0, s
ofvm "

Unter Hy ist Z ~ N(0,1).
c) Der Verwerfungsbereich ist
VBsy, = {|2| = z0.975 = 1.96}.

Mit den beobachteten Werten erhalten wir 5 = 9.32 und

_ Ts— Mo 9.32 —9.75
a/\5 0.3/v5

Also |z| = 3.2 € V Bsy, und die Nullhypothese wird somit verworfen.

=-3.2.

d) Der P-Wert ist Pg 75(]Z| > 3.2) = 2(1 — ®(3.2)) = 0.0014.

e) Die Macht des Tests fiir = 9.9 # po, ist die Wahrscheinlichkeit, dass Hy richti-
X5-9.75|
0.3/v5 | —

gerweise verworfen wird, wenn p = 9.9. Wir verwerfen Hy, wenn |Z| =
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1.96, also erhalten wir fiir die Macht
1-£09.9) = Pu—99[|Z] > 1.96]
= 1-P,—99[—1.96 < Z < 1.96]

ag — g
= 1- ]1”#:9,9[—1.96E +po—p < Xs—p< 196@ + po — p]

[ po—p _ Xs—p uo—u]
= 1—Pu_99 |-1.96+ < < 1.96 +
H=99 I o/\5 /5 /5
[ 9.75 — 9. X5 — 75— 9.
— 1 Pugg|-1964 2299 X “g1.96+97599]
I 0.3/v/5 o/\V5 0.3/v/5
[ X5 —p
= 1-P,_g9|—0.84< < 3.08
©n=9.9 i > 0_/\/5 >

= 1—®(3.08) + B(—0.84)
= 2— $(3.08) — B(0.84)
= 20.15%.



