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Multiple Choice

1. Aufgabe [30 Punkte]

1.MC1 [2 Punkte] Betrachten Sie zwei Ereignisse C' und D mit P[D] > 0. Welche der
folgenden Aussagen ist im Allgemeinen wahr?

(A) P[C'U D] = P[C] + P[D),

(B) PlCUD] =1-P[CND,

(C) Pl[CuU D] =P[C | D]P[D],

(D) True: P[C' U D] = P[C] + P[D] — P[C' | D|P[D).

Losung:

Fiir zwei Ereignisse C' und D mit P[D] > 0 gilt im Allgemeinen:

P[C N D] = P[C|D|P|D).

Da P[C' U D] = P[C] + P[D] — P[C N D], folgt:

P[C' U D] = P[C] + P[D] — P[C| DIP[D).

1.MC2 [3 Punkte] SeiY eine Zufallsvariable mit P[Y = —2] = 1, P[Y = 1] = £ und
P[Y = 3] = 2. Was ist die Verteilungsfunktion Fy von Y?

(A)
fir y < -2,

fir y = -2,

fir y =1,

fir y = 3,

fury ¢ {—2,1,3},

>
~
—~
<
~—

Il

(B) True:

fir y < =2,

fir —2<y<1,
fir 1 <y <3,
fir y > 3,

3
—~
<
S~—
I
— olw o= O

fir y < =2,

fir y = -2,

firy =1,

fir y = 3,

fur y ¢ {—2,1, 3},

>
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(D)

0 firy< -2,

L fir —2<y<1,

Fry) = g firl<y<3

5 — 7

1 firy > 3.
Losung:

Die Verteilungsfunktion Fy(y) ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, dass Y einen Wert
kleiner oder gleich y annimmt:
Fy(y) =PIY <.

Wir haben die Wahrscheinlichkeiten:

P[Y:—Z]:é, P[Y:u:g, Py = 3] = 2.

Die Verteilungsfunktion Fy (y) ist daher:

0 firy< -2,

1 ce 9 <
By =15 o 2EVsh

5 ur Sy < 9,

1 firy > 3.
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1.MC3 [3 Punkte] Seien A, B und C Ereignisse. Welche der folgenden Aussagen ist allgemein
falsch?

(A) Falls A, B und C' unabhéngig sind, so sind AU B und C unabhéngig,

(B) Falls PJAU BU (] = P[A] + P[B] + P[C], folgt daraus nicht, dass sie gemeinsam unabhéngig
sind,

(C) True: Falls A und B sowie B und C' unabhéngig sind, so sind auch A und BUC unabhéngig,
(D) PIAUBUC]| > P[A]+P[ANBNC]—-P[BNC].

Losung:

Betrachten wir die Unabhéngigkeit der Ereignisse A, B und C.
Aussage (B) ist korrekt, da P[AU B U C| = P[A] + P[B] + P[C] nur gilt, wenn die Ereignisse
paarweise disjunkt sind, was nicht impliziert, dass sie unabhéngig sind.

Aussage (A) ist korrekt, weil die Unabhéngigkeit der drei Ereignisse A, B und C bedeutet, dass
jede Kombination der Vereinigung und der Schnittmengen der Ereignisse ebenfalls unabhéngig
ist.

Aussage (C) ist falsch, weil die Unabhéngigkeit von A und B sowie B und C' nicht notwen-
digerweise die Unabhangigkeit von A und B U C bedeutet.

Aussage (D) ist korrekt, da PJAU BUC] > P[A] und PIAN BN C] < P[BNCY, so

P[AUBUC] > P[A]+ P[ANBNC]— P[BNC].

1.MC4 [3 Punkte] Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte fx, und sei Fy ihre
Verteilungsfunktion. Welche der folgenden Aussagen ist im Allgemeinen falsch?

)

B) Pla < X <b] = [° fx(t)dt — P[X = a]P[X = b] fiir —0o <a <b< oo,
)
)

Fx(b) = [° fx(t)dt.

Pla < X <b] = [? fx(t)dt und P[X = a] = P[X = b] = 0 gilt.
= P[-2< X <2 = [2, fx(t) dt.
]
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1.MC5 [2 Punkte] Welche von den folgenden Funktionen ist keine Dichte?

(A) h(z) = 3(1 —2®) - Locact,

(B) gla) = e/,

(C) f(z) = % in(rx) - Lo<u<i,

(D) True: k(z) = C'log (m + ) - 1o<z<1o fur einige konstante C.
Losung:

Aussage (B) ist korrekt. Diese Funktion ist positiv und ihr Integral tiber den gesamten Defi-
nitionsbereich ergibt 1:

- dm—/ e~ 2 de = 1.
[ ot N

Aussage (C) ist korrekt. Diese Funktion ist positiv fiir 0 < x < 1 und ihr Integral ergibt 1:

/O1 f(z)dx = /01 lsin(mz:) dx = 1.

™

Aussage (A) ist korrekt. Diese Funktion ist positiv fiir 0 < x < 1 und ihr Integral ergibt 1:
1 14
/ h(z)dx = / —(1—2%)dr =1.
0 0o 3

Aussage (D) ist falsch, da log(z + 3) fiir < 3 negativ ist und daher keine Dichtefunktion
darstellen kann.
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1.MC6 [3 Punkte] Seien X und Y zwei reellwertige und unabhéngige Zufallsvariablen. Welche
der folgenden Aussagen ist allgemein wahr?

(A) True: Falls X ~ N (u1,0%) und Y ~ N (pg,03), so ist 2X —Y ~ N (2u1 — po,40% + 03),
(B) Falls X ~ Exp(A) und Y ~ Exp(p) fir A > p > 0, so ist X —Y ~ Exp(\ — p),
(C) Falls X ~U(0,1) und Y ~U(1,2), so ist X +Y ~ U(0,2),

(D) Falls X ~ Poisson(\) und Y ~ Poisson(u) fir A, x> 0, so ist X + 2Y ~ Poisson(\ + 2u).

Losung:

Aussage (B) ist falsch, da P[X —Y < 0] > 0 gilt.
Aussage (D) ist falsch, da

PIX +2Y =0] = P[X =0]- P[Y = 0] = e e# #£ -2

gilt.
Aussage (A) ist korrekt.
Aussage (D) ist falsch, da P[X +V >2] > P[X >1/2,Y >3/2] = ; > 0.
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1.MC7 [3 Punkte] Seien X und Y zwei nicht-negative Zufallsvariablen mit den folgenden

Eigenschaften:

Var(X) =9, Var(Y) =11, E[X]=4, E[Y?} =20, Cov(X,Y)=0.

Dann ist Var (%(X - Y)) gleich:

Linearkombinationen von Zufallsvariablen:

Var (;(x _ Y)) _ (;)2 Var(X — ),

Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y).

Es folgt:

Var(X —Y) =9+ 11 = 20.

Somit erhalten wir:

Um die Varianz von (X —Y) zu berechnen, verwenden wir die Eigenschaft der Varianz bei

Da X und Y unkorreliert sind, ist die Kovarianz Cov(X,Y’) = 0 und daher:
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1.MCS8 [4 Punkte]
Sei (X,,) i.i.d. U(0,5)-verteilt. Wir betrachten den P-f.s. grenzwert

(A) 0,

(B) True: 2,
(C) +oo,

D) 2.
Losung

Nach dem Gesetz der groflien Zahlen konvergiert der Durchschnitt der Quadrate der X}, gegen
den Erwartungswert von X7:
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1.MC9 [4 Punkte] Sei Ty,T5,... eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufalls-
variablen mit 77 ~ U(0,1). Sei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, also Z ~ N(0, 1).
Welche Aussage ist korrekt?

A

0.5

[Zn, Ty < Ma/n] 222 P(7 < a], Va € R,
B) P[5

(A) P
(B) P VT <+ ayn/12) 2% P[Z < a], Va € R,
(C) True: P[0, T; < n/2+ay/n/12) "= P[Z < d], Ya € R,
(D) P[X, Ty < n+ayn] =25 P[Z < a], Va € R.

Losung:

Verwenden wir den zentralen Grenzwertsatz (ZGS) fiir eine Folge von unabhéngigen, identisch
verteilten Zufallsvariablen T;:

ic1 Tt — nE[T]
nVar(T;)

P <a| =% P[Z < d), fir Z ~N(0,1).

Wir berechnen den Erwartungswert und die Varianz von Tj:

1 1
ET) =3, Var(T)) = 3

Einsetzen in den ZGS:

<n/2+ a\/n/12] 7% PIZ < al.

=
M-
e
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1.MC10 [3 Punkte] Sei © = (0,00), und Xi,..., X, unter Py unabhéngig, identisch verteilt
mit X; ~ N(u,4), wobei p ein unbekannter Parameter ist. Was ist der Maximum-Likelihood-
Schétzer Ty, fur p?

Fir die Zufallsvariablen X; ~ N (u,4) ist die Likelihood-Funktion:

Die logarithmische Likelihood-Funktion ist:

() = 2 tog(sm) — - T

n

Maximieren wir ¢(x) durch Ableitung und Nullsetzen:

o) Kwi—p 1T
o —ZZ::I 1 —Oﬁu—n;xz.

Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir y ist:

1 n
Tyur = %;%
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1.MC11 [3 Punkte] Sei © = R. Seien X, ..., X,, Zufallsvariablen. Wir betrachten die Modell-
familie (Pp)geo, sodass X1, . .., X,, unter Py unabhéngig, identisch verteilt sind mit X; ~ N(u,o?),
wobei 02 = 4 bekannt und p ein unbekannter Parameter ist. Welcher der folgenden Schitzer ist
nicht erwartungstreu fir u?

A) TP =3(Xi+X,), n>1,
B TZL:X1+X1X2—X72Z+4, n>1,
Xp o Xy,

E[T{] = E[|X]] > E[X] = p.

. 1 2n 1
E[T}] = o > EBIX] = o 2=
=1

L=

B[T3) = 5 (LX) + EX]) = |

E[T}] = E[X1]| + E[X1Xs] — B[X2| +4=pu+p*>— (0 +p*) +4=p.
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Aufgaben

2. Aufgabe [10 Punkte]

Seien X,Y i.i.d. Zufallsvariablen mit X,Y ~ Exp(1). Wir definieren L = min(X,Y) und M =
max(X,Y).

(a) [3 Punkte] Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von M.
Losung:

Fiir eine Exponentialverteilung mit Parameter A = 1 ist die Verteilungsfunktion Fx(x) =
(1 —e™*) - 1,50 und die Dichtefunktion fx(x) = e * - 1,5¢. Die Verteilungsfunktion von
M = max(X,Y) ist:

Fu(y) = B[M < y] = PX <3,V <y] = (Fx(y))" = (1= e )2 1,0,

(b) [4 Punkte| Berechnen Sie P[L >z, M <y fir 0 <z <.
Losung:

Fir L = min(X,Y) und M = max(X,Y) betrachten wir die Wahrscheinlichkeit P[L >
x, M <yl
PIL >z, M <y] =Pz <min(X,Y) <y,max(X,Y) < yl.

Da X und Y unabhéngig und identisch verteilt sind:
PL>2,M<y|=PX>zundY >z, X <yund Y < yl.
2
:P[mngyundnggy]:(P[mngy]) .
Die Wahrscheinlichkeit Plx < X < y] ist:
P <X <y|l=Fx(y)—Fx(x)=(1—-eY)—(1—e ") =" —e".

Also ist:

PIL>2,M<y|=(e"—e¥)>2
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(c) [3 Punkte] Berechnen Sie P[L >z | M <y fir z = log(2) und y = log(4).
Losung:

gemeinsamen Wahrscheinlichkeit und der Marginalwahrscheinlichkeit:

PIL >z, M < y]
P[M < y]

PL>x | M<y]=

Berechnen wir zunichst P[M < y]:
PIM <y = Fu(y) = (1 - ™)

Setzen wir y = log(4) ein:

e <o) = (1= ) = (1) = () =

Nun berechnen wir P[L > z, M < y] fir x = log(2) und y = log(4):

2 4 4

Somit ist:

PIL > log(2) | M < log(a)] = TLZ 0B M <log()]_ 30 _

P[IM < log(4)]

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P[L > x | M < y] ergibt sich aus dem Verhéltnis der

P[L > log(2), M < log(4)] = (e*log@) — eilog(4))2 = (1 — 1)2 = (1)2 = i

16
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3. Aufgabe [10 Punkte]

Sei X7, Xy, ... eine unendliche Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, wobei

X kontinuierlich ist mit
20 fur0 <z <1,
fX1 (I) = {

0 sonst.

(a) [2 Punkte] Bestimmen Sie den Erwartungswert E[X;] und die Varianz 0%, von Xj.
Losung:

1 1 B0 2
EX||= [ z2-20de =2 2*de=2|~| ==.
0 0 3], 3
1

1 1 1'4 1
E[Xf]:/ x2-2xdx:2/ x3dx:2l] =_.
0 0 4 2
1 2\? 1 4 9 8 1
Var(Xl):E[Xf]—(E[Xl])Zzi— <3) =570 138 18 1%

9 1

Fiir jedes n € N betrachten wir die Partialsummen

1 n
T,=—3% X,

(b) [2 Punkte] Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von 7,,.

Losung:
1 & 1 & 1 2 2yn
1 & 1 & 1 1 1
Var(T,,) =V X; | =—) Var(X;) =— — = —.
ar(T) ar( n; ) n; e e S TRT:
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(c) [2 Punkte] Zeigen Sie, dass

Losung:

Um das zu zeigen, verwenden wir das Markov-Ungleichung:

E

—

T,

P[T, > k] <

o

Setzen wir k = 2

1 n em:

BIT,]
v

JCSHCE

Einsetzen des Erwartungswerts von T, ergibt:

2
B, = 20
3
Einsetzen ergibt:
5 no 2 9 43
PI|T, > - <3 -3 _=,2
| —4ﬁ4—3m "33 15
Daher ist: . 5
Iﬂnz4¢ﬂ<

(d) [1 Punkt] Bestimmen Sie den Grenzwert in Wahrscheinlichkeit:

T,
lim —

n—00 \/_

Losung:
Wir betrachten den Grenzwert: T = % X = Sn—"
Fiir groBe n: lim,,_,o = E[X,| = %
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(e) [3 Punkte] Zeigen Sie, dass

3T =V a, N0, 1),

und finden Sie den Parameter o2, sodass diese Bedingung erfiillt ist.

Losung:

Nach dem zentralen Grenzwertsatz (ZGS) gilt fiir eine Sequenz unabhéngiger, identisch
verteilter Zufallsvariablen Y; mit endlichem Erwartungswert py und endlicher Varianz o3

i1 Yi —
\/ﬁO’Y

MY 4 Ar(0,1).

2
Far }/’Z — %Xz haben wir Uy = %E[Xl] =1 und O'%/ = (%) . O'g(l = 2

Das lasst sich umschreiben zu:
sTn— v _ S
: i f

Der Parameter o2, der diese Bedingung erfiillt, ist:

N%)
—
o
o=
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4. Aufgabe

[10 Punkte]

Ein Milliardér zieht eine Investition in der Schweiz in Betracht. Dazu beobachtet er die Renditen
von 6 Schweizer Hedgefonds tiber ein Jahr. Es wird angenommen, dass die Renditen X, ..., Xg
(in Prozent, d.h. X; = 7, falls die Rendite des 1. Hedgefonds im Jahr 7% betrigt) dieser 6
Hedgefonds unabhingig und normalverteilt seien mit unbekanntem Mittelwert p und bekannter

Varianz ¢? = 16. Das bedeutet

X; "N (p,0?) firalle 1 < < 6.

Am Ende des ersten Jahres beobachtet der Milliardér die folgende Stichprobe:

r1T o9 X3 XTy4 Iy Tg
6 6 12 8 4 0

(a) [2 Punkte| Berechnen Sie das empirische Stichprobenmittel Zg und die empirische Stichpro-

benvarianz s2.

Losung:

Das empirische Stichprobenmittel ist gegeben durch
1
Tg = 6(6+6+12+8+4+0) = 6.

Die empirische Stichprobenvarianz ist gegeben durch

9 1

T 6-1

s 4——«@—6f+®—6Y+ﬂ2—®ﬁw8—®kw4—®”+w—®ﬁ:kgzlﬁ

80
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(b) [2 Punkte| Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fir p.
Losung:

Die Likelihood-Funktion ergibt sich aus dem Produkt der Dichten. Fir zq, ..., x, erhalten

wir ;
L(wy, ..., 06 0) = qf($1)7
wobei . @ ¢
fa:) = 2mo? P < 502 - > '
Die Log-Likelhood-Funktion erhalten wir duch Logarithmieren obiger Former als
6 O\ —(zi — p)?

é(xl,...,iﬁe;ﬂ):;bg(f(x(j)): W+; 20°

Ableiten und Nullsetzen der log-Likelihood-Funktion ergibt

0 6 —2(z; — p)
ailuf(xla'-‘?xﬁ;lu)zz 9252 = 0.

=1

Also ist der Maximum-Likelihood-Schétzer gegeben durch

1 6
TMngzIZ:i'G:f;
i=1

Wir nehmen nun an, dass die Renditen Xj, ... X3 unabhénging und gleichverteilt auf einem In-
tervall [a, b] sind. Das bedeutet

X; i U(a,b) firalle 1<i<6 undfir a<beR.

(c) [3 Punkte] Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion der Ordnungsstatistik X,), wobei X,y =
max(Xy,...,X,).

Losung:

Py, () =PXu <z)=PVi<nX;,<z)=PX;<z,...,X,<7)=PX; <)

Da X; ~U(a,b), ist P(X; < x) = {=2 fiir a < 2 < b, daher

FX(n>(x):<b_a> fuir a<az<b.
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(d) [3 Punkte| Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fir ¥ = (a,b).

Hinweis: Die Likelihood-Funktion ist nicht differenzierbar. Das Maximum der Likelihood-
Funktion muss daher auf eine andere Art bestimmt werden.

Losung:

Seien X; "~y (a,b). Mit ¥ = (a, b) ist die Likelihood-Funktion gegeben durch

1 6
Lz, 26:0) = —— TT Lo (1) 1
(x17 Tg ) (b _ CZ)G Zzl_[l [ ,b](z ) ( )
Nun muss L(zy,. .., xe;0) fiir feste (21, ..., x¢) bezliglich a und b maximiert werden. Seien
T, := min r; und z*:= max z;.
1<i<6 1<i<6

Falls ., und z* ausserhalb [a,b] liegen, dann verschwindet die rechte Seite von (1). Es
geniigt also, den Maximierer ¢ = (a,b) in der Menge D := {(a,b) € R? : a < z,,2* < b}
zu suchen. Fir (a,b) € D gilt jedoch

1 6
— 111 i) < ————— || Lz, o1(25),
(b_ a)G 1:1_{ [a,b](x) — (ZL'* _ l'*)G 1;[ [T, ]("E)

d.h. TML = (J]*,ZL‘*)
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