Wahrscheinlichkeit und Statistik

mzuriCh Prof. Dr. J. Teichmann

14. August 2023

Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 1

Christina wirft zwei sechsseitige Wiirfel. Seien die Augenzahlen X und Y.

1.MC1 [1 Punkt] Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass X gerade ist und Y durch 3 teilbar ist?

(A) 1/12 (C) 1/3
(B) 1/6 (D) 5/6
Losung:

Da X und Y unabhéngig sind, gilt

11 1
PIX € {2,4,6},Y € {3,6 — - ==
X € {2,4,6LY € 3,6} =55 =
1.MC2 [2 Punkte] Was ist P[X > Y]?
(A) 1/3 (C) 1/2
(B) 5/12 (D) 7/12
Losung:
Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
6 1 _5+443+24140 |5
PX > Y] = (X >Y |Y =jPY - PX > =|—.
g Z:: > V1Y =JF 6; 36 12
1.MC3 [1 Punkt] Wasist PIX +Y >7| X =2J?
(A) 1/3 (C) 2/3
(B) 1/2 (D) 5/6

Losung:

1
]P’[X+YZ7|X:2]:IP’[Y25|X:2]:]P’[Y25]:.

1.MC4 [2 Punkte] Wasist P.X =5| X +Y =10]?
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(A) 1/3 (C) 2/3
(B) 1/2 (D) 5/6
Losung:

PIX=5X+Y =10 PX=5Y=51/36 |1
PX=5|X+Y =10 = _ _ |1
X =5]X+ 0) P[X +Y = 10] PX +Y =10] 3/36 |3

1.MC5 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert E[(X — 3)(Y — 1)?]?

(A) 37/12 (C) 49/12
(B) 43/12 (D) 55/12
Losung:

Da X und Y unabhéngig sind, gilt

1 0414449416425 1 55 |55
2 6 2 6 12

E[(X - 3)(Y - 1)’ = E[X — 3] -E[(Y — 1)’
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Aufgabe 2

2.MC1 [1 Punkt] Welche der folgenden Mengen ist keine o-Algebra?
(A) F= {Q)v {1}7 {27 3}7 {17 2, 3}}
(B) F = {Q)v {A’ B, C}}
(C) F={0,{&%},{#}}
(D) F=A0,{a}. {8}, {7} {e, B}, {e, 7}, {B,7}. {a, B.7}}

Losung:

F={0,{d}, {M}}|ist keine o-Algebra, da {&}, {#} € F, wihrend {&} U {#} = {&, &} & F.

2.MC2 [2 Punkte] Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsvariable X.
Welche der folgenden Wahrscheinlichkeiten ist am kleinsten?

Fx(x)

(A) B-3< X <0 (€ Bl1<X <1

(B) P[0 < X < 3] (D) P[-3 < X <0

Losung:
P[-3 < X < 0] = Fx(0-) = Fx((-3) = ) =05-0=05,

P[0 < X < 3] = Fx(3) — Fx(0—)=1—0.5=0.5,
P[-1< X < 1] = Fy(1) — Fy(—1) = 0.75 — 5/12 = 1/3,
P[-3 < X <0] = Fx(0) — Fx(—3) =0.75 — 0.25 = 0.5,
also ist |P[—1 < X < 1] | am kleinsten.

2.MC3 [2 Punkte] Welche der folgenden Ungleichungen gilt nicht fiir alle beschriankten Zufalls-
variablen X > 0 und alle Konstanten A > 07

Seite 3 von 14



rox Wahrscheinlichkeit und Statistik
mzurICh Prof. Dr. J. Teichmann

14. August 2023

(A) PX >\ <E[X]/A

(B) P[X > A+ E[X]| < Var(X)/)?
(C) PIX = A] < exp(E[X] — A)

(D) P[X > A] < E[exp(2X — 2))]
Losung

P[X > ) < E[X]/) ist die Markov-Ungleichung, P[X > X\ + E[X]] < Var(X)/)\? folgt aus
der Chebyshev-Ungleichung und P[X > A\ < Elexp(2X — 2))] ist eine Chernoff-Schranke.
Andererseits gilt |P[X > A] < exp(E[X] — A) | nicht fur alle beschrankten Zufallsvariablen X.
Zum Beispiel, wenn A = 2, P[X = 0] = § und P[X = 2] = L dann ist E[X] = 1 und
P[X > 2] =1 > exp(1 — 2).

2.MC4 [2 Punkte] Seien X, X, ... i.i.d. Zufallsvariablen mit E[X;] = 0 und E[X?] = 02 < occ.
Welche der folgenden Grenzen gilt als n — co?

(A) P[X;+ -+ X, > 1.65y/no] — 0.05
(B) P[X; +---+ X,, > 1.96y/no] — 0.05
(C) PIX; + -+ X, > 1.65n%c] — 0.05
(D) P[X; + -+ X, > 1.96n%] — 0.05
Losung:

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

X +--+ X,
LE A S 165 — 1 — B(1.65) ~ 0.05.
Vno

P[X, + -+ X, > 1.65v/no] | = P

2.MC5 [1 Punkt] Sei (Pg)oc(o,0) cine Modellfamilie, so dass unter Py, Xy, X5,... > 0 ii.d. Zu-
fallsvariablen sind mit Ey[X;] = 5. Betrachten Sie die Folge von Schitzern (T},), definiert durch
T, =n(X; + -+ X,,)~t. Welche der folgenden Aussagen gilt fiir (7},)?

T,) ist konsistent, aber nicht unbedingt erwartungstreu.

(
(T,,) ist erwartungstreu, aber nicht unbedingt konsistent.
(T’,) ist konsistent und erwartungstreu.

I

m Allgemeinen muss (7,,) weder konsistent noch erwartungstreu sein.

(T,) ist | konsistent, aber nicht unbedingt erwartungstreu. | Nach dem starken Gesetz der gros-
sen Zahlen gilt

Xi+...+X,
n

Py-fast sicher als n — oo. Somit gilt T,, — oo Py fast sicher als n — oo, so dass (T,) ist
eine konsistente Folge von Schétzern. Allerdings ist 7, im Allgemeinen nicht erwartungstreu.

— 0
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Nach der Jensen-Ungleichung gilt, dass

n
Eo[T),] > =0
ol ]_E[X1+--~+Xn}

mit Gleichheit genau dann, wenn die Zufallsvariablen X1, ..., X, konstant sind.

2.MC6 [2 Punkte] Sei X eine einzelne Beobachtung der Verteilung N (6, 1), wobei 6 unbekannt
ist. Wir betrachten die Nullhypothese Hy : # = 0 und die Alternativhypothese H4 : 6 = 1. Welche
der folgenden Mengen ist ein sinnvoller Verwerfungsbereich fiir X7

(A) K = (1/2,00)

(B) K =(2,00)

(C) K =(—00,—2)U(2,00)
(D) K = (—o0,—1)U(1,00)
Losung

K = (—00,—2)U(2,00) und K = (—o00, —1)U(1, o) sind nicht sinnvoll, da es wahrscheinlicher
ist, dass X unter Hy negative Werte annimmt als unter H;. K = (1/2,00) ist auch kein guter
Verwerfungsbereich, weil es gilt

P [X > 1/2] =1 — ®(1/2) ~ 0.31,

sodass das Testniveau (31%) zu hoch ist, um ein statistisch signifikantes Ergebnis zu erhalten.
Daher ist | K = (2,00) | am besten, mit Niveau

P [X > 2] =1 - ®(2) ~ 0.02.
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Aufgabe 3

Seien U ~ U[0,2] und B ~ Ber(p) unabhangige Zufallsvariablen.
3.MC1 [2 Punkte] Was ist E[U%]?

(A) 1/5 (B) 4 (C) 16/5 (D) 32/5

Losung:

2 ,,4 572
E[U)] = gduzlm )
0
0

3.MC2 [2 Punkte] Was ist Var(B + U)?

(A) (p(1—p)+1/3)? (C) pA—p)+1/3
(B) (p(1—p)+4/3) (D) p(1—p)+4/3
Losung:

Da B und U unabhéngig sind, gilt

Var(B + U) = Var(B) 4+ Var(U) = |p(1 — p) + 1/3]|.

Betrachten Sie jetzt die Zufallsvariable

U, falls B=0,

U?, sonst.

Z:UB+1:{

3.MC3 [2 Punkte] Was ist der Erwartungswert von Z?

(A) 4/3-p/3 (€)1
(B) (4/3)7* (D) 1+p/3
Losung:

E[Z] = (1-p)E|[Z | B=0]+pE[Z | B = 1]

=(1—p)E[U]+pE[U2]:1_p+4§?: |+

w3

3.MC4 [2 Punkte] Was ist die Verteilungsfunktion von Z7
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(A)
0 fir x < 0,
(1-pz+pyz)/2 fir0<z <2,
Fg(z) =
1—p+pyx/2 fir 2 < x <4,
1 fur x > 4.
(B)
0 fir x < 0,
Fy(x) = ((1 —p)x +p\/2x)/2 fir0 <z <2,
1 fir x > 2.
®)
0 fir x <0,
Fy) = (8 :C+p3:)/16 fir 0 <z < 2,
1—p+px*/16 fir 2 <z < 4,
1 fur x > 4.
(D)
0 fir x <0,
Fy(x) = (2(1 —p)x+px2>/4 fir0 <z <2,
1 fur x > 2.
Losung:
Da U Werte in [0,2] annimmt und U? Werte in [0, 4] annimmt, nimmt Z Werte in [0,4] an.
Fir z € [0,2) gilt
P[Z < 2] =P[B = 0|P[U < 2] + P[B = 1]P[U? < 1]
= (L=p)P[U < 2] + pP[U < V7]
1—p)r+pyx
= (1 D) Ro(e) + pFy(vE) = LPEERVE
Fir z € [2,4) gilt
P[Z < 2] =P[B = 0|P[U < 7]+ P[B = 1JP[U? < 7]
T
(- p) LRV =1 pt DY
so dass
0 fiir x <0,
(1=pz+pyz)/2 fir0<z <2,
Fy(z) =
1—p+pJa/2 fir 2 <z < 4,
1 fir x > 4.
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Aufgabe 4

Ein Forscherteam hat im Wald eine Insektenfalle aufgestellt, um die Insektenpopulation téglich zu
iiberwachen. An diesem Ort ist etwa die Hélfte der Tage warm und die andere Hélfte kalt. Ausserdem
besteht an kalten Tagen eine Regenwahrscheinlichkeit von 40% und an warmen Tagen 20%. Abhéangig
vom Wetter hat die Anzahl der an einem Tag gefangenen Insekten die Verteilung Poi()), wobei A in
der folgenden Tabelle angegeben ist.

A ‘ Kalt Warm
Regnerisch 1 2
Sonnig 3 10

4.A1 [2 Punkte] Was ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens drei Insekten gefangen
werden, wenn der Tag kalt und regnerisch ist?

Losung:

Sei I die Anzahl der Insekten und definiere die Ereignisse K = kalt*, W = warm®“, R =, reg-
nerisch“und S =, sonnig*. Abhéngig von K und R hat die Anzahl der Insekten die Verteilung
Poi(1), also

1
IP[123|K,R]:1—]P’[I§2\K,R}:l—e_1<1+1+2>: 1—25.
e

4.A2 [2 Punkte] Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass an einem Tag keine Insekten gefangen
werden?

Losung:

Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt
PI=0=P[KNR|PI=0|K,R|+PKNS|P[I =0] K, S|
+PWNR|PI=0|W,R+PWnNS|P[I=0]|W,S]
— 10267 +0.3¢® +0.1e 24+ 0.4e 1.

4.A3 [2 Punkte| Was ist die erwartete Anzahl gefangener Insekten pro Tag?

Losung:

E[I] = P[K NRIE[I | K,R] + P[K N S]E[I | K, S]
+P[W N RIE[I | W, R] +P[W N SE[T | W, S]
=02-1+03-3+0.1-24+0.4-10=[53].

4.A4 [2 Punkte| Bei der Betrachtung fritherer Aufzeichnungen stellten die Forscher fest, dass am
selben Tag im vergangenen Jahr keine Insekten gefangen wurden. Was ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, dass der Tag warm und sonnig war?

Losung:
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Nach dem Satz von Bayes und 4.2, gilt

PWNS|I=0]=

PWNSIPI=0|W,S] 0.4e10
P[I = 0] 102671 +0.3¢73 +0.1e~2 + 0.4e 10
46_10

© 2e 14 3e 34 124 4e-10°
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Aufgabe 5

Seien T~ U]1,2], X ~ Exp(A) und Y ~ Exp(~) unabhéngige Zufallsvariablen, wobei A,y > 0.

5.A1 [1 Punkt] Was ist die gemeinsame Dichte fr xy von (T, X,Y)? (Sie miissen Ihre Antwort
nicht begriinden.)

Losung:

Ayexp(—Ar —yy), 1<t<2,x,y >0,
frxy(t,z,y) = { 7exp( )
0, sonst.

5.A2 [2 Punkte] Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von min(X,Y).

Losung:

Fir z > 0 gilt

Pmin(X,Y) > 2] =P[X > 2,Y > 2] = P[X > z|P[Y > 2]
= (1= Fx(2)) (1= Fy(2)) = e 07,

so dass

1—e M2 2 >0,

0, z < 0,

Fmin(X,Y) (Z> = {

d.h. min(X,Y) ~ Exp(A + 7).

Raul wartet an einer Bushaltestelle. Es gibt zwei verschiedene Busse, die ihn zu seinem Ziel bringen
und in Z; = TX bzw. Z; = TY Minuten ankommen, wobei die Zufallsvariable T" das Verkehrsauf-
kommen in der Néahe darstellt.

5.A3 [1 Punkt] Was sind die Erwartungswerten von Z; und Z,?

Losung:

Da T, X und Y unabhéngig sind, gilt

E[Z\] = E[TIE[X] =| 5|, E[Z)] =E[T]E[Y] =|—|.

5.A4 [2 Punkte| Berechnen Sie die Kovarianz von Z; und Z,. Sind Z; und Z3 unabhéngig?

Losung:

E[Z12,] = E[T*XY] = E[T?| E[X] E[Y] = [rl _
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so dass
7

Cov(21, Zy) = E[Z12:) ~ E[Z\]E[Z] = 5 e

Da Cov(Zy, Zs) # 0, sind Z; und Z, ‘nicht unabhéingig.‘

12Xy |

5.A5 [2 Punkte] Was ist die erwartete Zeit, die Raul auf die Ankunft eines Busses warten muss?

Losung:

E[min(Z,, Z5)] = E[T] E[min(X,Y)] =

Raul muss warten min(Z;, Zs) = T min(X,Y’). Da T, X und Y unabhéngig sind, sind 7" und
min(X,Y) unabhingig. Nach 5.2) gilt min(X,Y’) ~ Exp(\ + ), so dass

3

200+ |
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Aufgabe 6

Laura wirft Pfeile auf eine Dartscheibe, die durch D := {(z,y) € R? : /22 + y2 < 1} dargestellt wird.
Sei (Pp)ger eine Modellfamilie, so dass die Verteilung des Landeplatzes (X,Y") gegeben ist durch

f0($7y) :Cg($2+y2)€/2, (xay) ED,
wobei ¢y > 0 eine Konstante ist.

6.A1 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass § > —2 und ¢y = %2

on °

Losung:

Es gilt
Py[(X,Y) € // fga:ydmdy—// co(x +y)9/2da:dy—/ / cor’rdrdd

1 2mcy 8 > -2
= 27T/ cor®Tdr = { 0427 ’
0 oo, 0<-=2.

Da Py[(X,Y) € D] = 1 gelten muss, erhalten wir > —2 und ¢ = 42,

6.A2 [1 Punkt] Laura spielt n Runden und trifft die Punkte (z1,41), ..., (Zn, y») € D. Wenn man
davon ausgeht, dass die Punkte unabhéngige Beobachtungen der Verteilung von (X,Y") sind, was
ist die Likelihoodfunktion fir 67 (Sie miissen Ihre Antwort nicht begriinden.)

Losung:

L(0) = (9 )/

n 0/2
(H :L‘ —|—y] ) .
7j=1

6.A3 [3 Punkte] Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer Ty, fiir 6.
Hinweis: Sie sollen auch zeigen, dass Ihre Kandidatenlosung tatsachlich der Maximierer ist.

Losung:

Die log-Likelihoodfunktion ist gegeben durch

[(8) =log L(0) = nlog(f + 2) — nlog(2m) + - Zlog zl+y7)

j 1

=nlog(f +2) — nlog(27) + 0 Z log r;,
=1

wobei r; = (22 + y?)"/2. Durch Differenzieren erhalten wir den kritischen Punks

n

I'(0) =~ +N log(r)=0e=f=-2+4+—
() 9+2 JZI g( ]) _Z;L:llogrj
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Da es fiir alle § > —2 gilt
n

I"(0) = ~vap <O

es folgt daraus, dass der Maximum-Likelihood-Schéatzer ist

2
n 94 n

Tur =2+ ——= 5 = n :
M — 25— log R; — 3 log(X7 +Y7?)

6.A4 [3 Punkte] Bestimmen Sie ein approximatives Konfidenzintervall fir Ty, mit Niveau 95%.

Hinweis: Sie konnen benutzen, dass —log R ~ Exp(6 + 2), wobei R = VX2 + Y2
Losung:

Da —log R; ~ Exp(# + 2) gilt es E[—log Rj] = 515 und Var(—log R;) = (9%)2. Nach dem
zentralen Grenzwertsatz gilt also fiir grosse n

Z?:l log R;

Vn
0+2

Py| — 1.96 < — 02 ¢ 1.96] ~ 0.95.

Durch Umstellen erhalten wir

—(0+2) X, log R;
n

Y 0+ 2 1.
ep,ly 1Y 07 <1—|—96]%0.95

Py |+v/n —1.96 <

<+/n+ 1.96} ~ 0.95

vn T Typ+2 vn

1.96(Twr, + 2) 1.96(Typ + 2)
< Py | T\ — <O <TyL+ ~ 0.95.
| Vi Vi
Deshalb ist
1.96(T g + 2 1.96(T g + 2
[TML_ (\;%L )7TML+ (\;%L )]
B [ 94 n — 1.96y/n 5 n+ 1.96y/n ]
ST SEn S T R

ein approximatives Konfidenzintervall fiir @ mit Niveau 95%.
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Tabelle der Standardnormalverteilung

| 0.00

0.01 |

0.02 [ 0.03 [ 0.04 [ 0.05 | 0.06 | 0.07 | 0.08 | 0.09 |

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554
0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159
0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192
0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713
0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918
0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981
0.9987

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719
0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982
0.9987

0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990

Zum Beispiel ist P[Z < 0.12] = 0.5478.
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