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Aufgaben und Losungsvorschlag

Sei X7, Xs, ... eine unendliche Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, wobei

X, diskret ist mit ) )

1.MC1 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von X;?
(A) 4
(B) 2
(€) 0
(D) 1

Losung:

Der Erwartungswert ist 1:

EX)]=-1PX, =—1]+3-PX, =3 =1

1.MC2 [1 Punkt] Was ist die Varianz von X;?

(A
(B
(C
(

1
4
2
D) 5

~— — ~— ~~—

Losung:

Die Varianz ist 4: .
o =E[(G - D)= (-2 5+ 5 =4

Fiir jedes n € N'\ {0} betrachten wir die Partialsumme
Spn=X1+...+X,.
1.MC3 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von S,,?

(A
(B
(
(

n

N >

n
C) n/2

D

3

~— — ~— ~—

n

Losung:
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impliziert

Die Zufallsvariablen X7, Xo, ...

n

S,] =E Ejlx] - éE[Xi] ~Y1=n

=1

sind identisch verteilt. Die Linearitat des Erwartungswerts

1.MC4 [1 Punkt] Was ist die Varianz von S,,?

Losung:

Die Zufallsvariablen X5, X5,

... sind identisch verteilt. Somit folgt (Satz 4.25)

n n
a?qn = ZO%(Z, = 24 = 4n.
i=1 i=1
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1.MC5 [1 Punkt] Was ist der fast sichere Grenzwert von

Sn

n

Aus der ersten Frage ist E[X;] = 1 bekannt. Aus dem Gesetz der grossen Zahlen folgt

lim Sn _ E[X;] =1 fast sicher.

n—oo n,

1.MC6 [1 Punkt] Wir haben die Zufallsvariablen X7, Xs, ..., Xy simuliert und die Partialsummen
S, firn =1, ..., 20 graphisch dargestellt. Welche der folgenden Darstellungen haben wir erhalten?

Su S S S

20 + 20 T 20 + 20 +

10 + 10 + 10 + 10 +

0 1 1 f- 1 0 1 1 1 = 0 N 1 - n 0 1 1 1 1
10 20 10 20 1M(l 10 20
—10+ 10+ —10+ —10—+
—20 —20 —20 —20+
(A) (B) (©) (D)
Losung:

Die zufallige Irrfahrt S, hat positiven Drift 4+1. Ausserdem nehmen Xi,..., X9 Werte in
{—1,3} an, also macht die Partialsumme S,, nur Schritte der Grosse —1, 3.
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2.MC1 [1 Punkt] Sei Q2 = {0,1} und F = P(Q) = {0,{0},{1},{0,1}}. In welchem Fall ist die
Abbildung P : F — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (€2, F)?

(A) P0] =0, P[{0}] = 3, P[{1}] = § und P[{0, 1}] =1
(B) P[] =0, P[{0}] =0, P{1}] = () und P[{0,1}] =1
(C) P[O] =0, P{0}] = 3, P[{1}] = 5 und P[{0,1}] =1
(D) P[0] =0, P{0}] = 5, P[{1}] = 5 und P[{0,1}] = %
Losung

P[0} = 0, P[{0}] = 3, P[{1}] = § und P[{0,1}] = 1

2.MC2 [1 Punkt] Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion Fy einer Zufallsvariable X.
Welche Aussage ist korrekt?

Fx(I)

0.75 |
0.5

—-25~

3 _92 _1 1 2 3

(A) Die Zufallsvariable X ist sowohl stetig als auch diskret.
(B) Die Zufallsvariable X ist stetig.
(C) Die Zufallsvariable X ist diskret.
(D)

D) Die Zufallsvariable X ist weder stetig noch diskret.

Losung:

Die Zufallsvariable X ist weder stetig noch diskret.

2.MC3 [1 Punkt] Seien X, Y und Z drei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f. Welche
Aussage ist korrekt?

(A) E[X?2+YZ] = [ [ [ f(x,y,2) dedydz

(B) E[X?+YZ] = [ 2% f(z,y,2) dv + [, [Zooyz - f(@,y,2) dy dz
(C) E[X*+YZ] = |2, J% [2 2y - fla,y, 2) dudydz

(D) E[X?+YZ] = [ J25 [ (2® +y2) - flz,y,2) dvdydz
Losung
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EX2+YZ] = [ [ [2 (2?2 +y2) - f(z,y,2) dedydz

2.MC4 [1 Punkt] Sei © = [0,1]. Wir betrachten die Nullhypothese Hy : 8 € [0,1/4] U [3/4,1].
Welche Alternativhypothese ist nicht moglich?

(A) 0c1/3,2/3]

(B) Hy:0€ (1/3,2/3)

(C) Ha:0€[1/5,4/5]

(D) Hy:0=1/2

Die Alternativhypothese H, : 6 € [1/5,4/5] ist nicht moglich, da Hy und H, in diesem Fall
nicht disjunkt sind.
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3.MC1 [2 Punkte| Sei 2 ={1,2,3,4}. In welchem Fall ist F eine o-Algebra auf Q7

(A)
(B)
(©)
(D)

Losung:

A) F={0{1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3},{2,3},{1,2,3}}

F={0,{1},{2},{1,2},{3,4},{2,3,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}
C) F= {®7 {1}7 {2}7 {3}7 {4}7 {17 2, 374}}
D) F={0,{1},{2},{3},{4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}

F={0,{1},{2},{1,2},{3,4},{2,3,4},{1,3,4}{1,2,3,4}}

3.MC2 [2 Punkte] Sei X eine Zufallsvariable mit P[X = 0] = 1/5, P[X = 1] =2/5, P[X = 2| =
und P[X = 3] = 2/5. Was ist die Verteilungsfunktion Fy?

(A)

Losung:

1/5
2/5
0

2/5

1/5
2/5

Fx(w) = 2/5

0
1

fir x < 0,
firo <z <1,
firl <z <3,
fur x > 3.

fir z = 0,
fir x =1,
fir z = 3,
fiur x ¢ {0, 1,3}.

fir z < 0,
fir0 <z <1,
firl <z <3,
fur x > 3.

fir x < —1,

(x+1)/5 fur — 1<z <4,

fir z > 4.

0

fir x < 0,
fir0 <z <1,
firl <z <3,
far x > 3.
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3.MC3 [2 Punkte] Seien X und Y zwei unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Varianz 0% = 2. Was ist die Varianz der Zufallsvariable Z :=1+ X —Y — Y?

A)
B)
)
)

(SN |

C
D

—_

0
11

Losung:

Es gilt Z = 1+ X — 2Y. Wegen der Unabhéngigkeit folgt 0% = o7 + 0% + (—2)%0% =
0+2+4x2=10.

3.MC4 [2 Punkte] Sei © = [0,1] und seien Xj,..., X unabhéngig, identisch verteilt unter Py
mit X; ~ Ber(#). Wir betrachten die Nullhypothese Hy : # = 1/2 und die Alternativhypothese
H, : 0 =1/3. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art fir den Test (7, K') mit

6
T=>X, und K=(-00,0]7
i=1

Py o[T < 0] = (1/2)° = 1/64

3.MC5 [2 Punkte]| Sei © = N. Seien X1, ..., X,, Zufallsvariablen. Wir betrachten die Modellfamilie
(Pg)peco, sodass X, ..., X, unter Py unabhéingig, identisch verteilt sind mit X; ~ Bin(6,1/3).
Welcher der folgenden Schétzer ist nicht erwartungstreu?

(A) Ty = X7+ Xo+ X3
B) Th = Xi

(C) Ty = % im1 Xi

(D) Ty =3X;

Losung

Der Schétzer 77 = X; hat Erwartungswert #/3 und somit nicht erwartungstreu.
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Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

0, falls a < —7/2,
Fx(a) = { 0@ - falls a € [—7/2,7/2],
1, falls a > /2.

4.F1 [1 Punkt] Skizzieren Sie die Verteilungsfunktion von X.

Losung:

v

—/2 7r/2

4.F2 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass X eine stetige Zufallsvariable ist und berechnen Sie die Dichte

von X.

Losung:

(—m/2,7/2) und (7w/2,00) durch Ableiten erhilt:

0, falls a < —7/2,
fx(a) == falls a € [~7/2,7/2),
0, falls a > /2.

Die Verteilungsfunktion Fy ist stetig und stiickweise C'. Aus Theorem 3.26 folgt somit, dass
X eine stetige Zufallsvariable ist und man die Dichte fy auf den Intervallen (—oo, —7m/2),

Alternative Lisung: Berechnung der Dichte und X stetig, da Fx(a) = [? fx(a)dz .

4.F3 [1 Punkt] Skizzieren Sie die Dichte von X.

Losung:
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1/2

—m/2 /2

4.F4 [4 Punkte] Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

Losung:
Erwartungswert:
00 w/2
E[X]:[wafx 2/ﬂ/2acos
1 1 /2
— §[a sin(a)]i/ﬁ/Q b /,,/2 sin(a)da

Funktion a cos(a) ungerade ist.
Varianz:

/2
ox = E[X?] - 2/ a® cos(a

/2
1 - w/2
- 5[(12 sin(a)]f/j/2 - /_ﬁ/2 asin(a)da

s 7T/2

—7/2

~sin(a)] ", = (5)? —2 =

- (5)2 + [a cos(a)]i/f/Q - / cos(a

I, . W 1 w
= Slasin(@)]™, + S cos(a)) ", = 0

Alternativ erhdt man das Resultat E[X] = 0 ohne Berechnung, indem man feststellt, dass die

)da

w2 —8
4

4.F5 [2 Punkte] Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten

PX =¢™ und P[0<X <m7/4].

Losung:

Da X stetig ist, folgt
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Durch Berechnung erhéalt man

PO < X < /4] = /07r/4 COS2(a)

Alternativ:

P[0 < X < /4] = P[0 < X < /4] = Fx(r/4) — Fx(0) =

1 wmzﬂﬂﬂ®<:¢a.

a = 3 [sina)]y
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Wir betrachten das Quadrat R = [—1,1] x [0, 4]:

-1 1

Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f : R? — R, definiert durch

¢ falls (z,y) € R,

1
Ve, y €R, - f(2,y) = ¢ - Teelry - Lyelog = {0 falls (v,y) ¢ R

5.F1 [3 Punkte] Bestimmen Sie die Randdichten fx und fy von X und Y.

Losung:

Randdichte von X: Per Definition folgt

fx(@) = [~ f@y)dy
41 1

o 1
= /_OO gﬂxe[—l,l]]lye[OA}dy = 0 g : ﬂze[—l,l}dy = 5 : IL:BG[—LI]-
Randdichte von Y: Per Definition folgt

o) = [ sy = |

— 00

1 11 1
glme[—l,l]lyG[OA]dI = /_1 3 Lycoadr = 1 Lyero0,4

(e}

5.F2 [1 Punkt] Sind X und Y unabhingig?

Losung:

Nach Theorem 5.11 sind die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig, da gilt

1 1
f<x7y) = gﬂ(m,y)ER = gﬂxe[—l,I]HyE[OA} = fX(Q:) : fY(y)

5.F3 [4 Punkte] Wir betrachten die Zufallsvariable Z = v/ X? + Y2, Diese reprasentiert die Eu-
klidische Distanz des zufélligen Punkts (X,Y’) vom Ursprung (0, 0).
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Z=|VX21+Y?

\J

Berechnen Sie E[Z?] und E[Z?X?].

Losung:

Berechnung E[Z?%]: Aus der Linearitéit des Erwartungswerts und den Randdichten aus Aufga-
benteil (a) folgt:

E[Z?] = E[X? + Y?] = E[X?] + E[Y?]

11, 11 1 16 17
= —2%d /72d =4+ — =
/_12x T VW =3t T3

Berechnung E[Z2X?]: Aus der Linearitit des Erwartungswerts, den Randdichten aus Aufga-
benteil (a) und der Unabhéngigkeit aus Aufgabenteil (b) folgt:

E[Z°X?] = E[X* + X?Y?] = E[X'] + E[X?] - E[Y?]
16

SR 1+16( 89>
= —xdr+ —=-+—|=—
12 9 5 9\ 45

5.F4 [2 Punkte| Zeigen Sie, dass
0 < E[Z] < /17/3.

Losung:

Da die Zufallsvariable Z nicht-negativ ist, also Z > 0 fast sicher, folgt direkt

E[Z] > 0.
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Mit der Jensen Ungleichung folgt

E[Z] = E[VX? + Y7 < \JE[X? + V2] = /E[2?]
17

3 Y

wobei der Wert aus der vorherigen Teilaufgabe eingesetzt wurde.
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Sei n € N\ {0} und © = R. Wir wahlen eine Modellfamilie (Py)ger, sodass die Zufallsvariablen
X1,... X, unter Py unabhéngig und identisch verteilt sind mit

X1 ~ N(0,4)

Der Parameter 6 ist unbekannt und soll im Folgenden geschétzt werden.
Erinnerung: Aus X; ~ N(6,4) unter Py folgt, dass X; stetig ist mit Dichte

1
fx,(x1) = e s@0)?,

V8T

6.F1 [3 Punkte] Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood Schétzer gegeben ist durch
1 n
T=Ty,==-3Y Xi.
iz

Losung:

Die Likelihood Funktion und die log-Likelihood Funktion sind gegeben durch:

L(I‘l, ey T, 9) = 1 67% Z?Zl(xife)Q.

—~
o)
)

S—

3
~
[\V)

1
log L(xq,...,x,;0) = —g log(87) — 3 > (x; — 0)%

d 1
T log L(z1,...,2,;0) = 2 Z(mz —0).
Es folgt, dass die log-Likelihood Funktion (und somit auch die Likelihood Funktion) ihr Ma-
ximum bei L
==Y
i

annimmt, da die Ableitung fiir < 6* strikt positiv, an der Stelle #* gleich null und fir 6 > 6*
strikt negativ ist. Hieraus folgt

1 n
Tor == X,
ni3

6.F2 [1 Punkt] Ist der Schatzer Ty, aus der vorherigen Teilaufgabe erwartungstreu?

Losung:

Ja, der Schétzer Ty, ist erwartungstreu, da fiir alle § € R gilt

Eo[Thni) = Z Eg[X

llT
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| wobei wir die Linearitdt des Erwartungswertes verwendet haben. |

6.F3 [2 Punkte] Berechnen Sie den mittleren quadratischen Schétzfehler MSEy[Ty ] fir jedes
0 € R.

Losung:

Berechnung der Varianz von Ty, fiir jedes 6 € R:

1 n
VaI'g[TML} = ﬁ\/arg Z i = 2 ZV&I‘@
=1

11%/—/

Da der Schétzer T, erwartungstreu ist, liefert die Zerlegung

4 4
MSE@[TML] = Varg[TML] + (EQ[TML] - 9)2 = E 4+ 0= E

6.F4 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass fir jedes § € R

\/ﬁ' (T2ML - 9) ~ N(O, 1)

unter Py.

Losung:

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Ty, = %Xl + ...+ %Xn als Summe von unabhéngigen
normalverteilten Zufallsvariablen wieder normalverteilt ist mit Erwartungswert

1 1
SE[X)] ... —Eg[X,] =0
n n

und Varianz { | 4
— Varg[X1] + ... + — Varg[X,] = —.
n n n

[Erwartungswert und Varianz sind bereits aus vorherigen Teilaufgaben bekannt.]

Es gilt also Ty, ~ N (6,4/n). Durch Standardisieren erhilt man

T 20 v, ),

Alternativ: Die Formel aus der Vorlesung fiir die Summe unabhéngiger normalverteilter Zu-
fallsvariablen kann auch direkt auf den Ausdruck

Vn-6 1
5 +2\/_X1+ +2\/_X

angewendet werden.

6.F5 [2 Punkte] Bestimmen Sie ein Konfidenzintervalll fiir # mit Niveau 95%.
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Hinweis: Fiir eine Zufallsvariable Z ~ N (0,1) gilt

P[—1.96 < Z < 1.96] > 0.95.

Losung:

Aus der Tabelle erhalten wir, dass fiir eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable Z gilt
Py[—1.96 < Z < 1.96] > 0.95.

Aus Aufgabenteil (d) folgt also

A(Twyr — 6
0.95 < P —1.96§\/ﬁ (§“ )§1.96]
3.92 3.92
—Py [Ty, — 22 <9<T 2720
Q[ML \/ﬁ— < ML+ﬁ]

Ein Konfidenzintervall fiir # mit Niveau 95% ist also gegeben durch

3.92 3.92
I = [TML - WaTML‘i‘ \/ﬁ] .
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