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Aufgaben und Losungsvorschlag

Aufgabe 1
[4 Punkte]

1.MC1 [1 Punkt] Sei Q = {1,2,3}. In welchem Fall ist F eine o-Algebra auf Q7
(A) F = {®7 {1}’ {2}’ {1’ 2}7 {17 2, 3}}
(B> F= {®7 {1}7 {2}7 {17 2}}
(C) F={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,2,3}}
(D) F = {®> {3}’ {17 2}’ {1’ 2, 3}}

Losung:
F={0,{3}, {12}, {1,2.:3}}

1.MC2 [1 Punkt] Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsvariable X.
Welche Aussage ist korrekt?

Fx(z)
1 ———
0.7%5+ e—o
0.25 ¢
: : : : : v
-3 =2 -1 1 2 3
(A) Die Zufallsvariable X ist sowohl stetig als auch diskret.
(B) Die Zufallsvariable X ist stetig.
(C) Die Zufallsvariable X ist diskret.
(D) Die Zufallsvariable X ist weder stetig noch diskret.

Losung:

Die Zufallsvariable X ist diskret.

1.MC3 [1 Punkt] Seien X,Y zwei diskrete Zufallsvariable, die je Werte in {0,1} annehmen. Die
gemeinsame Verteilung p = (p(2, y))zyefo,13 von (X, Y) ist gegeben durch
p(0,0) = 1/4, p(0,1) = 0,
p(1,0) = 1/4, p(1,1) = 1/2.

Was sind die Randverteilungen von X und Y7
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(A) PIX=0]=PX=1=1/2 und P[Y =0 =Py =1]=1/2.

(B) PIX=0=P[X =1]=1/2 und P[Y =0]=1/4, P[Y =1] =3/4.

(C) PIX=0]=1/4, PIX =1]=3/4 und P[Y =0]=1/4, P[Y =1] = 3/4.
(D) PIX =0]=1/4, P[X =1]=3/4 und P[Y =0]=P)Y =1]=1/2.
Losung

Die Randverteilungen von X; und X5 sind gegeben durch

PX=0]=1/4, (X =1]=3/4 und P[Y =0]=P[Y =1] = 1/2.
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1.MC4 [1 Punkt] Sei © = (0,00). Wir betrachten die Nullhypothese Hy : 6 € [5,10] U [20, 50].
Welche Alternativhypothese ist moglich?
) Ha: 6 e (10,20)
) Ha:6€(—5,5)
C) Hy: 0 € [40,00)
) Ha:6=(0,5]

Die Alternativhypothese H4 : 6 € (10, 20) ist moglich, da Hy und H,4 in diesem Fall disjunkt
sind.
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Aufgabe 2

[10 Punkte]

Seien X; und X, zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit
X, ~U([-1,2]) und X, ~U([0,3]).

Zur Erinnerung: Die Dichten von X; und X5 sind gegeben durch

) 1/3 furx e [-1,2], _J1/3 firw €0, 3],
f)“@_{o firog <12, " fX"’(x)_{o fiir - ¢ [0,3)].

Zusétzlich definieren wir die Zufallsvariablen
Y = X1+X2 und Z := Xl'XQ.
2.MC1 [1 Punkt] Was ist die Verteilungsfunktion Fy, von X;?

(A)

fir z < —1,

fir —1 <z <2,
fir x > 2.

2
S
I

— le O

fur x < 0,
firo <z <1,
firl <z <2,
fir x > 2.

T
s
—~
8
N~—
— who w~ O

fir x < —1,
Fx,(r) =% fir —1<2<2,
1 fir x > 2.

0 firz< —1,
Fx,(v) =1{% fir —1<2<2,
1 firxz > 2.

Losung:

Die Verteilungsfunktion F'y, von X; ist

0 fir x < —1,
Fx,(r) =% fir —1<2<2,
1 fir x > 2.
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2.MC2 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von X7

O Nw e

(A)
(B)
(©)
(D)

Losung:

Der Erwartungswert ist %:

o) 2

z- fx,(x)dx :/

-1

E[X) = [

—0o0
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2.MC3 [2 Punkte] Was ist die Varianz von X;?

(A)
(B) 1
©) 1
(D) §
Losung:

Die Varianz ist %.

Option 1:
om0 ) e ) i
SR P T
Option 2:
0% =E[(X))?] - EX,)’ = /O:O 22 fy, (2) dz — (;)2
1
4

21, 1 1.2 1 8 1
/_135” YTy [9”’” L1907

2.MC4 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von Y?

Analog zur Berechnung des Erwartungswerts von X erhalten wir E[X,] = 3. Die Linearitét
des Erwartungswerts impliziert

1

ElY] = E[X;] + E[X;] = 5t5= 2

DN o

2.MC5 [1 Punkt] Was ist die Varianz von Y'?
(A)
(B)

NIW o
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(©)
(D)

Losung:

o N

Analog zur Berechnung der Varianz von X erhalten wir O'g(l = %. Die Zufallsvariablen X;
und X, sind unabhéngig. Somit folgt (Satz 4.25)

3 3 3
2.MC6 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von 27
(A) 4
(B) 3
(C) 2
(D) 3
Losung:
Aus der Unabhéngigkeit von X; und X, folgt
1 3 3
E[Z] =E[X; - Xo] = E[Xy] - E[X;5] = 3°3=71

2.MCT7 [1 Punkt] Welches Ereignis tritt fast sicher ein?

Da X5 > 0 fast sicher eintritt, folgt auch dass Y = X; + Xy > X fast sicher eintritt. Die
anderen Ereignisse treten je mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht ein.

2.MC8 [2 Punkte] Welche Ungleichung ist nicht korrekt?
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Da die Funktion ¢(z) = |z| konvex ist, folgt aus Jensen’s Ungleichung:
E[Y[] = [E[Y]] = 2.
Da die Funktion ¢(z) = 22 ebenfalls konvex ist, folgt aus Jensen’s Ungleichung ebenfalls:
E[Y?] > (E[Y]) > 2* =4,
E[YY] > (E[YY) > 4* = 16.
Aus Satz 4.25 folgt

E|Y?| =0} + (E[Y]) =3/2+2° =11/2 <38
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Aufgabe 3
[6 Punkte]

3.MC1 [2 Punkte] Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (€, F). Seien A, B,C' € F drei Ereig-
nisse. Welche Aussage ist nicht korrekt?

(A) P[AU (BN C)] < P[A] 4 P[B]

(B) P[AU B] + P[AN B] = P[4] + P[B]

(C) PFAUBUC] =P[A] +P[B]+P|C] —P[ANB] —P[ANC] —P[BNC|
(D) P[AU (BN A)] = P[4]

Losung:

Die Aussage PIAU BUC] = P[A] + P[B] + P[C] — P[AN B] = P[ANC] — P[BN (] ist
nicht korrekt. Beispielsweise erhalten wir fir A = B = C =, dass PJAU BU C] = 1, aber
P[A] +P[B]+P[C] —-P[ANB]-P[ANC]-PBNC]=1+1+1-1-1-1=0.

3.MC2 [2 Punkte| Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

1+ 8zy +4y?, (z,y) € [0,3] x [0,1],

0, sonst.

fxy(z,y) = {

Was sind die Dichten fx und fy der Randverteilungen von X und Y?

(A) fx(x) = (7/3 +4x) - Loepass und fy(y) = (1/3 +4/9y +4/3y*) - Lycpo
(B) fx(x) = (3+4x) - Lsepass und fy(y) = (1/3+4/9y +4/3y*) - Lycpo
(C) fx(z) = (3+42) - Lugpa/z und fyr(y) = (1/3+4/3(y +4?)) - Lyep,y

(D) fx(@) = (7/3+42) - Loepys und fy(y) = (1/3+4/3(y +4%)) - Lyep)
Losung:

Wir berechnen

1 4 1 7
fx() = Leepy3) /0 1+ 8zy + 4y* dy = Lyeo,1/3) - {y +day? + Byg]o _ (§

F() = Lo - [ 1+8ay+ 4y do = Lyepy - [0+ a2y + 402" = G+ 2y 1 42y 1
v(Y) = Lyepo ; +oxy + 4y” ar = Lyeo,1) {x—i— 7Y + 3Cy}0 *(3‘1‘93/‘1‘33/) ye[0,1]

+4x) - Laco,1/3)

3.MC3 [2 Punkte] Sei © = [0, 1]. Seien X3, ..., X,, Zufallsvariablen. Wir betrachten die Modellfa-

milie (Pp)gpeo, sodass X, ..., X, unter Py unabhéngig, identisch verteilt sind mit X; ~ Bin(2, 0),

und den Schétzer .

1
= ?ZXl

Fir 0 € [0, 1], was ist der mittlere quadratische Schéatzfehler MSE,[T']?

Seite 9 von 19



ETH:-urich

Wahrscheinlichkeit und Statistik
Prof. Dr. V. Tassion
16.02.2023

0(1-6)
2n

A)
B) 0(1-6) _|_92
)
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D) %

(
(
(
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Losung:

Wir berechnen

Somit folgt
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Aufgabe 4
[10 Punkte]

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fy : R — R, gegeben durch

4.27% firxz>1,
0 fur x < 1.

fx(z) = {

4.A1 [2 Punkte] Uberpriifen Sie, dass fx eine Dichtefunktion ist und skizzieren Sie fx.

Losung:

Wir berechnen
/ [x(x)dx = / 4o dr = [—x"‘]oo =1.
—co 1 1

Somit folgt, dass fx in der Tat eine Dichtefunktion ist. Wir skizzieren:

fx(x)

1 1 2 3

4.A2 [2 Punkte] Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.

Losung:

Sei a € R. Fiir a < 1 gilt Fx(a) =P[X <a] =0.

Fir a > 1 berechnen wir

Fx(a) =P[X <a] = /aoo fx(z)dx = /1a 4o~ dr = {—x_ﬂ? =—a "+ 1.

Somit erhalten wir

1l—a* fira>1
Fy(a) = =
x(a) {0 fir 2 < 1.

4.A3 [2 Punkte] Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten
P[|X]| <1/2] and P[X > 2]
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Losung:

Da die Dichte von X im Intervall [—1/2,1/2] gleich null ist, erhalten wir
P[|X]| <1/2]=0.
Wir berechnen nun
PIX>2=1-PX<2=1-PX<2]=1-Fx(2)=2"*=1/16,

wobei wir im zweiten Schritt verwendet haben, dass X eine stetige Zufallsvariable ist.

Wir betrachten nun die Zufallsvariable Y := 2 - X2,

4.A4 [2 Punkte] Berechnen Sie den Erwartungswert von Y.

Losung:

Wir verwenden Theorem 4.9 und erhalten

E[Y] = E2X?] = /_ O:O 2% - fx(z)da

= /loo 8z 73 = {—4x’2}jo = 4.

4.A5 [2 Punkte] Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fy von Y.

Losung:

Aus Aufgabenteil 2 wissen wir bereits, dass fiir a < 1 gilt Fx(a) = P[X < a] = 0 und fiir
a>1 gilt
Fx(a)=P[X <a] = —a* +1.

Zunéchst stellen wir fest, dass Y nur nicht-negative Werte annimmt. Es gilt also P[Y" < 0] = 0.
Weiterhin erhalten wir fiir 0 < b < 2,

Fy(b) = PlY <] = PRX? <b] = P[-\/b/2 < X < /b/2] =0,
und fiir b > 2,

Fy(b) = P[—/b/2 < X < \/b/2] = P[X < \/b/2] =1 - (y/b/2) " =1 (2/b)?,

wobei wir verwendet haben, dass X nur nicht-negative Werte annimmt. Es folgt also

1—(2/b)* fiirb>2,
0 fir b < 2.

Fy(b) = {
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Aufgabe 5
[10 Punkte]

Sei X1, Xs, ... eine unendliche Folge von unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, wobei
X, diskret ist mit

1 1
5.A1 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass
1
und bestimmen Sie die Varianz 0%, von X.
Losung:
1 1 1 1
[(Xi]=(=1)--+0-—+ 1t5=1
Option 1:
) _( ) 1>2 1+(1)2 1+<1 1)2 1_25+ 1 +18_11
7x 1) 17 \1) 1 1) 2764764 64 16
Option 2:
1 I /1N 3 1 11
o =B - EXP = (-0 5+ (05— (7) =3~ T~ g

Fiir jedes n € N'\ {0} betrachten wir die Partialsumme
S, =X1+...+X,.

5.A2 [2 Punkte] Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von S,,.

Losung:

Aufgrund der Linearitit des Erwartungswerts (Theorem 4.10) und der identische Verteilung
der Xi,..., X, erhalten wir

1 1 n
E[S,] = E[X L HEX)=-4+... +-=~.
[Su] =EIX\] +. . +EX]= ;4. 4 =1
Mit Satz 4.25 erhalten wir aufgrund der Unabhéingigkeit und der identischen Verteilung der
Xi,..., X,
o2 =02 440l =g g _1n
Sn h— Xl o .. Xn e 16 . .. 16 —_— 16 .
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5.A3 [3 Punkte] Zeigen Sie, dass

P[S, > n/2| <P[|S, —n/4| > n/4].

Schlussfolgern Sie, dass
P[S, > n/2] - 0 fir n — oco.

Losung:

Wir stellen fest, dass
{Sn=n/a>n/a} < {|Sy—n/4] > n/4}.
Somit folgt aus der Monotonie (Satz 1.8), dass

P[S, > n/2] = P|S, — n/4 > n/4] <P[|S, —n/4] > n/4].

Option 1:
Da E[S,] = n/4 aus Teilaufgabe 5.A2, konnen wir nun die Tschebyscheffsche Ungleichung
(Satz 4.24) mit a = n/4 verwenden und erhalten

1ln
P[|S, — n/4] > n/4] = P||S, — E[S,]| > n/4] < 162:1711%0 fiir n — oco.

Option 2:

Da E[S, /n] = 1/4 aus Teilaufgabe 5.A2, folgt aus dem Gesetz der grossen Zahlen , dass fast
sicher fiir alle € > 0, ein ng existiert sodass fiir alle n > ng

|Sp/n—1/4] <€ <= |S, —n/4| < en.
Insbesondere gilt fir e = 1/4,

dim P[|.S, —n/4| > n/4] = 0.

5.A4 [1 Punkt] Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit

P nli_)rgoSn/nzl/él .

Losung:

Da E[X;] = 1/4 folgt aus dem Gesetz der grossen Zahlen (GGZ, Theorem 6.1), dass das

Ereignis
{52 =3}
lim — = —
n—oo n, 4

fast sicher eintritt. Es gilt also P [lim,_ S,/n = 1/4] = 1.
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5.A5 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass fiir jedes € > 0 ein gross genuges A € R existiert, sodass gilt

hmIP’[S >nfd+ Aok n :|<€

Losung:

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz erhalten wir

llmP[S >n/d+A-\Jox, n }—1—

wobei ®(-) die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable Z ~ N(0,1) ist. Da fiir eine Vertei-
lungsfunktion gilt, dass

lim ®(A) =1,

A—+o00

konnen wir A gross genug wéhlen, sodass 1 — ®(A) < e.
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Aufgabe 6
[10 Punkte]

Sei © = R und seien Xi,..., Xg unter Py unabhiingig und identisch verteilt mit X; = AN (6, 0?),
wobei 02 = 1/2. Die Dichte von X ist also gegeben durch

fx(@130) = \/1% €xp (_<$1 — 9)2) .

Wir betrachten nun die Nullhypothese Hy : 8 = 0, d.h. ©g = {0}, und die Alternativhypothese
HA 10 = 1, d.h. @A = {1}

6.A1 [3 Punkte| Zeigen Sie, dass der Likelihood-Quotient fiir xy, ..., 25 € R gegeben ist durch

R(zy, ..., 23 —exp<2 Zx,) exp(—8).

Hinweis: Wir erinnern daran, dass der Likelihood-Quotient im Allgemeinen definiert ist als

L(-Ila s 7xn;9A)

R(xy,...,xy,) =

L(zy,...,20;00)
wobei L(x1,...,x,;0) die Likelihood-Funktion ist.
Losung:
Da die Zufallsvariablen X, ..., Xg unabhéngig sind, sind sie nach Theorem 5.11 gemein-

sam /insgesamt stetig mit gemeinsamer Dichte
1 8
fr(@, o ws0) = fx (x1;0) - fxo(@s;0) = 1 OXP <— > (i — 9)2>
i=1
unter Py (Begriindung notwendig!). Der Likelihood-Quotient ist also

L(xy,...,x5;1)  fp(z1,... 285 1)

R = = '
(.’L’l, 7$8) L(.Tl,...,l'g;o) sz(xl,...,xg;O)

Durch Einsetzen und Umformen erhalten wir
Lrexp (= S8 (2 — 1)?)
ﬁexp (— i (i — 0>2>

= exp (28:(:1:?) — (27 — 21, + 1)) = exp (2 sz) exp(—8).

i=1

R([Bl,...,wg =

Wir verwenden die Teststatistik

Diese (einfachere) Wahl bietet sich an, da 3°_, ; genau dann gross ist, wenn R(x1,...,g) gross ist.

Seite 16 von 19



Wahrscheinlichkeit und Statistik

mzuriCh Prof. Dr. V. Tassion

16.02.2023

6.A2 [1 Punkt] Bestimmen Sie die Verteilung von 7" unter Py.

Losung:

Da die Zufallsvariablen X, ..., Xg unabhingig und identisch verteilt sind mit X; ~ N (6,1/2),
gilt aufgrund der Eigenschaften der Normalverteilung (siche Kapitel 3.6), dass die Summe
T = Y% | X; normalverteilt ist mit Parametern m = 8 - 6 und 02 = 8 - 1/2 = 4. Also gilt

T ~ N (86, 4).

Als Verwerfungsbereich wahlen wir
K = (3.3, 00].

6.A3 [1 Punkt| Entscheiden Sie basierend auf den folgenden 8 Beobachtungen, ob die Nullhypo-
these angenommen oder verworfen wird.

T ) T3 Ty T5 Tg Tr T
1.2 -0.7 03 25 —-0.1 17 13 -02

Losung:

Wir berechnen die Teststatistik

Da T'(w) € K, wird die Nullhypothese verworfen.

6.A4 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass der Test (7, K) Signifikanzniveau 5% hat.
Hinweis: Verwenden Sie die Werte der Standardnormalverteilung auf der nachfolgenden Seite.

Losung:

Hierzu miissen wir zeigen, dass
Py [T € (3.3,00]] = Po [T > 3.3] < 0.05.

Aus Teilaufgabe 6.A2 wissen wir, dass T N (0, 4)-verteilt ist unter Py. Durch Standardisieren
erhalten wir, dass T'//v/4 = T/2 N(0,1)-verteilt ist unter Py. Also gilt

Po [T > 3.3] = Py [T/2 > 1.65] = P[Z > 1.65] < 0.05,

wobel wir den Hinweis verwendet haben.

6.A5 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass der Test (T, K) eine Macht von mindestens 99% hat.
Hinweis: Verwenden Sie die Werte der Standardnormalverteilung auf der nachfolgenden Seite.

Losung:
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Da die Alternativhypothese einfach ist, miissen wir nur
P, [T € (3.3,00]] = Py[T > 3.3]

berechnen. Aus Teilaufgabe 6.A2 wissen wir, dass T' N (8, 4)-verteilt ist unter P;. Durch Stan-
dardisieren erhalten wir, dass (7' — 8)/v4 = (T' — 8)/2 N(0, 1)-verteilt ist unter P;. Also

gilt
Py [T >33 =P [(T—8)/2 > —2.35] =P[Z > —2.35| = P[Z < 2.35]
=1—-P[Z >235]>1-0.01 =0.99,

wobei wir den Hinweis verwendet haben. Die Macht des Tests ist also grosser als 99%.

6.A6 [1 Punkt] Begriinden Sie, dass jeder andere Test (7", K') eine grossere Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler 1. Art oder 2. Art hat.

Losung:

Sei nun (7", K') ein anderer Test. Falls Py[T" € K'] > Py[T € K], so ist die Wahrscheinlichkeit
fir einen Fehler 1. Art bei (77, K') grosser. Andererseits gilt fur den Fall Py[7” € K'] <
Py[T € K] mit dem Neyman-Pearson-Lemma, dass die Macht von (7", K”) kleiner ist als die
von (T, K). Somit hat (7", K') eine grossere Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 2. Art.
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z 0.0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 | 0.45
®(2) || 0.500 | 0.520 | 0.540 | 0.560 | 0.579 | 0.599 | 0.618 | 0.637 | 0.655 | 0.674

z 0.5 055 | 06 | 065 | 0.7 | 0.75 0.8 | 0.85 09 | 095
d(2) || 0.691 | 0.709 | 0.726 | 0.742 | 0.758 | 0.773 | 0.788 | 0.802 | 0.816 | 0.829

z 1.0 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4 1.45
O(z) || 0.841 | 0.853 | 0.864 | 0.875 | 0.885 | 0.894 | 0.903 | 0.911 | 0.919 | 0.926

z 1.5 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95
®(2) |1 0.933 | 0.939 | 0.945 | 0.951 | 0.955 | 0.960 | 0.964 | 0.968 | 0.971 | 0.974

z 2.0 2.05 2.1 2.15 2.2 2.25 2.3 2.35 24 2.45
®(2) || 0.977 | 0.980 | 0.982 | 0.984 | 0.986 | 0.988 | 0.989 | 0.991 | 0.992 | 0.993

Werte der Verteilungsfunktion ®(z) = P[Z < z] der Standardnormalverteilung Z ~ N (0, 1).
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