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Aufgabe 1
[4 Punkte]

1.MC1 [1 Punkt] Sei Q = {1,2,3}. In welchem Fall ist F eine o-Algebra auf Q7

(A) F={0,{1},{2},{1,2},{1,2,3}}

(B) F={0,{1}.{2},{1.2}}

(C) F={0,{1},{2}, {3}, {1.2}.{1,2,3}}
(D) F={0,{3}.{1,2},{1,2,3}}

1.MC2 [1 Punkt] Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsvariable X.
Welche Aussage ist korrekt?

FX (fL')
1 ———
075 e—o
0.25 |
t t t t t z
-3 -2 -1 1 2 3
(A) Die Zufallsvariable X ist sowohl stetig als auch diskret.
(B) Die Zufallsvariable X ist stetig.
(C) Die Zufallsvariable X ist diskret.
(D) Die Zufallsvariable X ist weder stetig noch diskret.

1.MC3 [1 Punkt| Seien X,Y zwei diskrete Zufallsvariable, die je Werte in {0, 1} annehmen. Die
gemeinsame Verteilung p = (p(2,y))zyefo,13 von (X, Y) ist gegeben durch

p(070) = 1/47 p(()? 1) =Y

p(1,0) = 1/4, p(1,1) = 1/2.
Was sind die Randverteilungen von X und Y7
(A) PIX=0]=PX=1]=1/2 und P[Y =0 =Py =1]=1/2.
(B) PIX=0=P[X =1]=1/2 und P[Y =0]=1/4, P[Y =1] =3/4.
(C) PIX=0]=1/4, PIX =1]=3/4 und P[Y =0]=1/4, P[Y =1] = 3/4.
(D) PIX =0]=1/4, P[IX =1]=3/4 und P[Y =0]=P)Y =1]=1/2.

Priifungs-Nr.: 000 XX-XX-XX-000-000 Seite 2 von 10



. Wahrscheinlichkeit und Statistik
mzurICh Prof. Dr. V. Tassion

16.02.2023

1.MC4 [1 Punkt] Sei © = (0,00). Wir betrachten die Nullhypothese Hy : 6 € [5,10] U [20, 50].
Welche Alternativhypothese ist moglich?

) Hy: 0 € (10,20)

) Ha:0 € (=5,5)
C) Hy: 0 € [40,00)

) Ha:0=(0,5]
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Aufgabe 2

[10 Punkte]

Seien X; und X, zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit
X; ~U([-1,2]) und X, ~U([0,3]).
Zur Erinnerung: Die Dichten von X; und X5 sind gegeben durch

1/3 firx e [-1,2],
0 fur x ¢ [—1, 2],

1/3 firxz €0, 3],

und - fx,(z) = {0 fiir z ¢ [0, 3].

fX1<x> = {

Zusétzlich definieren wir die Zufallsvariablen
Y = X1+X2 und Z = X1 'XQ.
2.MC1 [1 Punkt] Was ist die Verteilungsfunktion Fy, von X;?

(A)

firz < —1,

fir —1 <z <2,
fir x > 2.

FX1(I) =

— w= O

fir x < 0,
firo <z <1,
fir 1 <ux <2,
fir x > 2.

!
I
—~
&
~—
— win w~r O

fir z < —1,
Fx (z) =<5 fir —1<2<2,
1 fir x > 2.

fir xr < —1,
fir — 1<z <2,
fir x > 2.

FX1<I> =

— wr O

2.MC2 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von X;7

(A) 3
(B) 1
©) 3
(D) 0
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2.MC3 [2 Punkte] Was ist die Varianz von X;?

Q
N— S~— N— N—
WO &lw Ao

2.MC4 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von Y?

2.MC5 [1 Punkt] Was ist die Varianz von Y'?

Bl DN iw oo

2.MC6 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von Z7

ol DN B I=

2.MCT7 [1 Punkt] Welches Ereignis tritt fast sicher ein?
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Aufgabe 3
[6 Punkte]

3.MC1 [2 Punkte] Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (€2, F). Seien A, B,C' € F drei Ereig-
nisse. Welche Aussage ist nicht korrekt?

(A) PIAU(BNC)] < P[A] + P[B]

(B) P[AU B] + P[AN B] = P[A] + P[B]

(C) PIAUBUC] =P[A]+P[B|+P[C] —P[ANB| -PANC|-PBNC]
(D) PIAU (BN A)] = P[A]

3.MC2 [2 Punkte]| Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

1+ 8zy + 4y?, (z,y) € [0,1] x [0,1],

0, sonst.

fxy(z,y) = {

Was sind die Dichten fx und fy der Randverteilungen von X und Y7

(A) fx(x) = (7/3+4x) - Lpcpy3 und fy(y) = (1/3 +4/9y + 4/3y?) - Lyeqo,]
(B) fx(x) = (3+47) - Loepoys und fyr(y) = (1/3+4/9 +4/3y%) - Lyepy
(C) fx(z) = (3+4x) Luepas und fy(y) = (1/3+4/3(y + ) - Lyep,

(D) fx(z) = (7/3+4x) - Tee,y3 und fy(y) = (1/3 +4/3(y + y?)) - Lyefo,)

3.MC3 [2 Punkte] Sei © = [0, 1]. Seien Xj, ..., X,, Zufallsvariablen. Wir betrachten die Modellfa-
milie (Pp)gpeco, sodass X, ..., X, unter Py unabhéngig, identisch verteilt sind mit X; ~ Bin(2,0),
und den Schétzer

1 n
2n o
Fiir 6 € [0, 1], was ist der mittlere quadratische Schéatzfehler MSE,[T']?
9(1-0
0(1—0
(B) (2n ) 4+ p2
C) £ +¢?
02
D) %
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Aufgabe 4
[10 Punkte]

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fy : R — R, gegeben durch

4.7 firx >1,
0 fur x < 1.

fx(z) = {

4.A1 [2 Punkte] Uberpriifen Sie, dass fy eine Dichtefunktion ist und skizzieren Sie fy.
4.A2 [2 Punkte] Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.

4.A3 [2 Punkte| Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten
P[|X| <1/2] and P[X > 2]
Wir betrachten nun die Zufallsvariable Y := 2 - X2,

4.A4 [2 Punkte] Berechnen Sie den Erwartungswert von Y.

4.A5 [2 Punkte] Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fy von Y.
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Aufgabe 5
[10 Punkte]

Sei X1, Xs, ... eine unendliche Folge von unabhangigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, wobei
X, diskret ist mit

P[X, = —1] = P[X; = 0] = i und PX, = 1] = =

5.A1 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass

E[X,] = i

und bestimmen Sie die Varianz 0%, von X.
Fiir jedes n € N'\ {0} betrachten wir die Partialsumme
Sp=X1+...+X,.
5.A2 [2 Punkte] Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von S,,.
5.A3 [3 Punkte] Zeigen Sie, dass
P[S, > n/2| <P[|S, —n/4| > n/4].

Schlussfolgern Sie, dass
P[S, > n/2] - 0 fiir n — oo.

5.A4 [1 Punkt] Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit
P [nh_)rgosn/n = 1/4} .
5.A5 [2 Punkte]| Zeigen Sie, dass fiir jedes € > 0 ein gross genuges A € R existiert, sodass gilt

lim P {Sn >n/d+ Aok, n} <e
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Aufgabe 6
[10 Punkte]

Sei © = R und seien Xi,..., Xg unter Py unabhiingig und identisch verteilt mit X; = AN (6, 0?),
wobei 02 = 1/2. Die Dichte von X ist also gegeben durch

fx,(2150) = \/1E exp (—(xl — 9)2) .

Wir betrachten nun die Nullhypothese Hy : 8 = 0, d.h. Oy = {0}, und die Alternativhypothese
HA 10 = 1, d.h. @A = {1}

6.A1 [3 Punkte| Zeigen Sie, dass der Likelihood-Quotient fiir xy, ..., zs € R gegeben ist durch

R(x1,...,a5) = exp (2 : ix) exp(—8).

Hinweis: Wir erinnern daran, dass der Likelihood-Quotient im Allgemeinen definiert ist als

L(zy,...,x,;04)
L(xy,...,x0;600)

R(xy,...,x,) =

wobei L(x1,...,x,;0) die Likelihood-Funktion ist.

Wir verwenden die Teststatistik

Diese (einfachere) Wahl bietet sich an, da 3>, ; genau dann gross ist, wenn R(x1, ..., g) gross ist.
6.A2 [1 Punkt] Bestimmen Sie die Verteilung von 7" unter Py.

Als Verwerfungsbereich wahlen wir
K = (3.3, 00].

6.A3 [1 Punkt| Entscheiden Sie basierend auf den folgenden 8 Beobachtungen, ob die Nullhypo-
these angenommen oder verworfen wird.

X1 ) xr3 T4 X5 Te X7 xg

1.2 =07 03 25 —-0.1 1.7 13 —-0.2

6.A4 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass der Test (T, K) Signifikanzniveau 5% hat.
Hinweis: Verwenden Sie die Werte der Standardnormalverteilung auf der nachfolgenden Seite.

6.A5 [2 Punkte] Zeigen Sie, dass der Test (T, K) eine Macht von mindestens 99% hat.
Hinweis: Verwenden Sie die Werte der Standardnormalverteilung auf der nachfolgenden Seite.

6.A6 [1 Punkt] Begriinden Sie, dass jeder andere Test (77, K') eine grossere Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler 1. Art oder 2. Art hat.
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z 0.0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 | 0.45
®(2) || 0.500 | 0.520 | 0.540 | 0.560 | 0.579 | 0.599 | 0.618 | 0.637 | 0.655 | 0.674

z 0.5 055 | 06 | 065 | 0.7 | 0.75 0.8 | 0.85 09 | 095
d(2) || 0.691 | 0.709 | 0.726 | 0.742 | 0.758 | 0.773 | 0.788 | 0.802 | 0.816 | 0.829

z 1.0 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4 1.45
O(z) || 0.841 | 0.853 | 0.864 | 0.875 | 0.885 | 0.894 | 0.903 | 0.911 | 0.919 | 0.926

z 1.5 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95
®(2) |1 0.933 | 0.939 | 0.945 | 0.951 | 0.955 | 0.960 | 0.964 | 0.968 | 0.971 | 0.974

z 2.0 2.05 2.1 2.15 2.2 2.25 2.3 2.35 24 2.45
®(2) || 0.977 | 0.980 | 0.982 | 0.984 | 0.986 | 0.988 | 0.989 | 0.991 | 0.992 | 0.993

Werte der Verteilungsfunktion ®(z) = P[Z < z] der Standardnormalverteilung Z ~ N (0, 1).
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