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Losung

1. Bei den folgenden 10 Fragen ist jeweils genau eine Antwort richtig. Es gibt pro
richtig beantworteter Frage 1 Punkt und pro falscher Antwort 1/2 Punkt Abzug.
Minimal erhédlt man fiir die gesamte Aufgabe 0 Punkte. Bitte beniitzen Sie
das beiliegende Antwortblatt (siche Ende dieser Klausur).

a) Seien C' und D Ereignisse mit P[C] > 0, P[D] > 0. Wir nehmen an, dass
P[C|D] > P[C]. Dann gilt:
1. P[C]
2. P[D|C
3. P[C|D

8
=
S

= P[D|C].
Losung:

2. ist die richtige Antwort, denn mit dem Satz von Bayes wissen wir:

_ P[C|D]- P[D] pP[C]-P[D]
PIDIC] = == F p[cBT;’me = P[D].

b) Sei (Q,F, P) gegeben durch Q = {1,2,3,4}, F = 22 und P[{k}] = I fiir
jedes k € Q. Sei Ay, = {k,4}, fiir k = 1,2,3. Sind die Ereignisse A;, As und
Az unabhéngig?

1. Ja, denn A;, Ay bzw. Ay, A3z bzw. Aq, Az sind unabhéngig und somit auch
Ay, Ay und As.

2. Nein.

3. Es fehlen Angaben, um dies beantworten zu kénnen.

Losung:
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d)

e)

2. ist richtig, denn A1 N Ay N A3 = {4} und P[4;] = 5 fiir i = 1,2, 3. Somit
haben wir

1,1 11
P[ATNAy N A3 = 2 # - 55" P[A] - P[As] - P[As3].
Sei X ~ Bin(n, ;) fiir ein n € N. Ferner nehmen wir an, dass E[X]| = 1
Wie gross ist P[X < 1]?
L PX <1 = (%)L
2. PIX <1) = (3)"
3. PIX <1]=4(H)"
Losung
1 ist richtig
E[X]legén:él

und

Sei X ~ Geom(p) und Var[X] = 1. Berechne p.

1. p=—2+2v2oder p=—2—2V2.

2. p=—2+2V2.

3. p:‘/Ti.

Losung:

2. ist richtig. Die Varianz einer Geom(p) verteilten Zufallsvariable X ist

Var[X] = %. Da die Varianz bekannt ist, 16sen wir die Gleichung % =z

1
nach p auf. Wir erhalten:

—4++/32
p1,2=—2 5 = 24272

Zusitlich muss 0 < p < 1 gelten, also ist p = —2 + 2/2.

Fiir welche stetige Verteilung gilt P[X >t + s|X > s] = P[X > t]?

1. Die Gleichverteilung erfiillt P[X > ¢+ s|X > s| = P[X > t].
2. Die Poissonverteilung erfiillt P[X >t + s|X > s] = P[X > {].
3. Die Exponentialverteilung erfiillt P[X >t + s|X > s] = P[X > t].
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Losung:
3. ist richtig, denn es gilt fir X ~ Exp(\):

PIX>t+s] 1—Fx(t+s)
PIX >s]  1—Fx(s)

o A(t+s)

- e—)\s =€

—1- Fx(t) = P[X > 1].

PX >t+s|X >s|=

—At

f) Sei (Xj)i eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

5, firo<az <2,
flx) =43, fir2<z<d4,
0,

sonst.

Berechne den (P-f.s.) Grenzwert

1 n
lim — Xi.
Jim 2 X
Der Grenzwert ist:
1
L. 3.
2. o0.
7
3. 3
Losung:

3 ist richtig

1 [? I
E[Xk]ZB/ xdx+§/ xdx:;
0 2

Nach dem starken Gesetz der grossen Zahl gilt mit Wahrscheinlichkeit 1
R 7
lim = Y Xp=E[X)] = 3
k=1
g) Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

2010y fijr 0 <z < v,
flz,y) =

0 sonst.

Berechne die Dichte fx der Randverteilung von X. Die Dichte ist:

1. fx(z)=2ze™ fir z € R,
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2" fiir x > 0,
0 sonst.

\

( 2
2ce ™ firxz >0,
0 sonst.

\

Losung:

3. ist richtig. Fiir z > 0 gilt

fla) = [ 2oet-vay

T

o)
= 23765”(1_”)/6_3’ dy

=2 ex(l_x)(—e_y ’;O)

2

=2xe

2xe ™ firz>0,
Wir erhalten also fy(x) =

0 sonst.

h) Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

[, y) =

Berechne E[XY]. Es gilt:
1. E[XY]
2. E[XY]
3. E[XY]

3.
2.
1.

Losung:

3. ist richtig. Wir rechnen

2 Y1
EXY| = / / —zy drdy
o Jo 2
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i) Wenn das Signifikanzniveau « eines Tests kleiner wird, dann

1. wird der Verwerfungsbereich fiir die Nullhypothese H grosser.
2. wird die Macht des Tests grosser.
3. wird die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art grosser.

Losung:

3. ist die richtige Anwort. Wird das Signifikanzniveau « kleiner, so muss die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art kleiner werden, d.h. der Verwer-
fungsbereich muss kleiner gewéhlt werden. Somit wird die Wahrscheinlich-
keit eines Fehlers 2. Art grosser und die Macht des Tests kleiner.

j) Seien Xj,..., X, unter Py ii.d. ~ Poisson(\) mit A > 0. Bestimmen Sie den
Maximum-Likelihood-Schéatzer fiir A.

1. Der Maximum-Likelihood-Schatzer fiir A lautet % Yo X
2. Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir A lautet > | X;.
3. Der Maximum-Likelihood-Schétzer fir A lautet n > | X;.

Losung:

1. ist richtig. Die log-Likelihood-Funktion fiir die Poissonverteilung lautet

)

AFi
k!

log L(ky, ..., ko A) = log (H e
i=1

Die Ableitung nach A ist
0 1
alOgL<klaakna)\) = —7/L+—Zk'l

und diese ist 0 fiir
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2. (10 Punkte) Wir betrachten eine Messsonde an einem Vulkankrater, welche
den bevorstehenden Ausbruch beobachten soll. Ab Beginn der Messungen gehen
wir davon aus, dass die Sonde in jeder Minute mit einer Wahrscheinlichkeit von
5% wegen zu grosser Beschiadigung ausfillt. Die Zufallsvariable Y bezeichne die
Lebensdauer der Sonde in Minuten. Es gilt Y ~ Geom(p) mit p = 0.05.

a) (1 Punkte) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Sonde mehr als
10 Minuten iiberlebt?

Losung:
Da Y ~ Geom(p) gilt P[Y > k| = (1 — p)*, k € N. Somit gilt also

P[Y > 10] = (1 — 0.05)* = 0.95'° ~ 59.9%.

b) (2 Punkte) Wir wissen, dass die Sonde schon mehr als 20 Minuten iiberlebt
hat. Wie gross ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass die Sonde nochmals 10
Minuten iiberlebt?

Losung:
Gesucht ist P[Y > 30]Y > 20]. Nach Definition der bedingten Wahrschein-
lichkeit gilt
PlY >30,Y >20] P[Y >30] (1-0.05)>%
PV =301V > 200 = =5 o ~ Py =20 (1=0.05)%
= (1-0.05)"
= 0.95" ~ 59.9%.

c) (5 Punkte) Zeige, dass fiir eine diskrete Zufallsvariable Z mit Werten in N
gilt

dg € (0,1) : Z ~ Geom(q) <= P[Z > n] = P|Z >n+k|Z > k], n,k > 1.

Losung:
“==": Sei Z ~ Geom(q), q € [0,1]. Dann gilt P[Z > k] = (1 — ¢)*, k € N,
und somit fiir alle k,n € N, dass

PlZ>n+k 2>k PlZ>n+k
PlZ>n+k|Z>k = FE> ¥ Y

_ —(1(1__%7; — (1-q)" = P[Z >n].

“=":Seinun P[Z >n+k|Z > k] = P[Z > n|, n,k € N. Dann gilt

PlZ>n+k,Z >kl P|Z>n+k|
PlZ>n|=PlZ>n+k|Z>k|l= PZ > H = PIZ> K
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d)

Definiere nun f(n) = P[Z > n]. Es gilt also
F)f(k) = f(n+k), VnkeN.

Wegen f(n+1) = f(n)f(1) folgt sofort durch Iteration, dass f(n) = a™ mit
a = f(1) und damit

P|Z =n]=P[Z >n—1] — P|Z > n]
=fln=1) = f(n)

=(1—a)a""

Schliesslich ist a = f(1) = P[Z > 1] € [0,1], also auch ¢ = 1 —a € [0, 1] und
damit Z ~ Geom(q).

(2 Punkte) Diese Sonde sende nun jede Minute bis zum Ausfall ein Da-
tenpaket an die Empfangsstation, wobei wir annehmen, dass jedes Paket
unabhéngig von den anderen mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% emp-
fangen wird. Nehmen wir an, dass die Sonde nach 30 Minuten ausfallt. Wie
gross ist dann die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass wihrend dieser Zeit
mehr als 27 Datenpakete erhalten werden?

Losung:

Die Lebensdauer der Sonde sei also 30 Minuten. Wahrend dieser Zeit sendet
sie jede Minute mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% ein Datenpaket. In
jeder Minute haben wir ein Bernoulli-Experiment, d.h. die Empfangsstation
empfangt das Datenpaket oder nicht. Sei Z die Anzahl der empfangenen
Datenpakete. Die bedingte Verteilung von Z, gegeben Y = 30, ist demnach
eine Bin(n = 30,p = 0.9)-Verteilung und gesucht ist P[Z > 27 | Y = 30].
Somit gilt

P[Z>27|Y =30 = P[Z=28|Y =30+ P[Z=29]|Y = 30]
+P[Z =30 Y = 30]

= @2)1?28(1 -p)’+ (;8)p29(1 —p)+ (28)1030

0.411.

Q
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3. (10 Punkte) Man wihlt zufillig einen Punkt A = (X,Y") in dem Gebiet D =
{(z,y) € R% 1 < max{|z],|y|} < 1}. Daraus folgt, dass die gemeinsame Dichte
von (X,Y) folgende Form besitzt:

¢, falls 1 <|z|]<1lund |yl <1,
fxy(@y)=9q ¢, falls|z|<Liund i<y <1,

0, sonst,

fiir eine Konstante ¢ € R. Sei V = (2max{|X|,|Y|})? die Fliche des achsen-
parallelen Quadrates, welches seinen Mittelpunkt im Ursprung O = (0,0) hat
und bei welchem der Punkt A auf einer der Seitenkanten liegt. Sei weiter o der
Abstand vom Punkt A zum Punkt B = (2,0).

a) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Konstante ¢. Bestimmen Sie die Dichte von
X und die Dichte von Y.

Losung:
Es muss gelten

1 = //fx,y(x,y)dxdy

- C//l{;Sa:lﬁ, —13y§1}dxdy+0//1{—é<w<év§S|y§1}da7dy
= 2c+c = 3
Somit gilt ¢ = 1/3. Fiir die Dichte von X gilt
fx(z) = /fX,Y(%y)dy
1 1 1 (12 1 1
= - [ 1o, dy+—/ 1_1$1dy+—/1_1m1dy
3/1 {QS‘ |§1} 3 1 { 2< <2} 3 1/2 { 2< <2}

2 1
3lttskisy T 3h-3<ecyy

Aus Symmetrie gilt fy(y) = fx(y) = %1{%§‘y|§} + %1{%Sy§%}'
b) (3 Punkte) Finden Sie F[X?] und E[¢?.

Losung:
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Wir haben
BIX? = / 2 fy (2)da
9 1
= g/f’fl{;smsudfﬁg/x21{—;<x<;}d$

4 1 9 /2
= / 22dr + = / 22dx
1/2 3 Jo

3
-3
3 3 3 3
282 5
" wntn T 1w

Es gilt ¢*> = (X —2)2+Y?% = X? —4X + 4+ Y2 Somit ist, aus Symmetrie
gilt E[X? = E[Y?],

)
E[o’] = E[X} ]+ E[Y?)+4 = 2E[X?|+4 = s+ 4 = 5
da nach dem Hinweis gilt E[X] = 0.
(3 Punkte) Berechnen Sie die Dichte von V. Berechnen Sie E[V].

Losung:
Die Seitenldnge des Quadrates ist S = 2max{|X|,|Y|}. Die Fliche des
Quadrates ist daher mindestens 1 und maximal 4. Somit ist fi-(v) = 0 fiir
v<T1lundwv>4.Seiv € [1,4]. Esist V < v genau dann, wenn S < /v gilt.
Es gilt daher, da \/v/2 € [1/2,1],
PV <] = Plmax{|X],[Y]} <vv/2]
— PX| < V2, || < vi/2

1
- §/ / Lja1<vose, \y|§ﬁ/2}dl’dy
lyl<1 J1/2<]|z|<1

1
t3 / / Va2 vorz, izvo/2ydyde
el<1/2 J1/2li<1

= LAV = e,

Somit ist fy (v) =1/3 fiir v € [1,4].
Fir E[V] gilt daher
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4. (10 Punkte) Wir haben eine Miinze mit einer Seite rot und der anderen Seite
blau gefarbt, und wir vermuten, dass die Miinze gezinkt ist und eher auf der
blauen Seite landet. Also machen wir ein Experiment, in dem wir die Miinze 10
Mal werfen, und wir beobachten jeweils, ob sie auf blau landet. Gehen Sie davon
aus, dass alle Wiirfe unabhéngig voneinander sind. Sei X; = 1, wenn der i-te
Wurtf auf blau landet, und sonst gleich 0.

Wurfi |1 (234|567 [8]9]10

T Oj1(1(1|1{1{0]1 (1|1

a) (9 Punkte)Fiihren Sie einen Test zum Signifikanzniveau a@ = 1% durch,
um festzustellen, ob die Miinze gezinkt ist.

Geben Sie folgendes an:

das Modell,

die Nullhypothese,

die Alternativhypothese,

die Teststatistik,

die Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese,
den Verwerfungsbereich,

den beobachteten Wert der Teststatistik, sowie

den Testentscheid.

O N T WD

Losung:

Modell: Unter P, sind die X, i.i.d., ~ Ber(p), i = 1, ..., 10, p unbekannt.
Nullhypothese Hy: p = pyg = 0.5.

Alternativhypothese Hs: p = pa > po.

Teststatistik: 7= >.1°, X;, denn

b«

L1, ---,T10; )\0)

L(xyq, .. ,wlo;)\A)
Py (L —po)to T
pZ(l — pa)lo-T

- (a2

Da <g° (11 7;“;) < 1 wird R(x1, ..., Z10; po, pa) klein, genau dann, wenn 22.121 Z;

gross ist. Wir wahlen als Teststatistik also

10
T = ZX
=1

R(xla" xlOa)\Ov)\A)
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Verteilung der Teststatistik unter Hy: 7' ~ Bin(10, 1/2).

Verwerfungsbereich: Der kritische Bereich “Quotient klein” hat die dqui-
valente Form “Summe gross”, also ist der Verwerfungsbereich von der Form
K = (k,00). Um das Signifikanzniveau einzuhalten, muss gelten

Py|T € K| = P,,[T > k] < 1% < P, [T < k] > 99%.

k| P T <]
0 0.001
1 0.011
2 0.095
3 0.172
4| 0377
5) 0.623
6 0.828
7 0.945
8 0.989
9 0.999
10| 1.000

Deshalb haben wir als Verwerfungsbereich= (9, c0).
Beobachteter Wert der Teststatistik: t = T'(w) = 8.
Testentscheid: Da 8 nicht im Verwerfungsbereich liegt, wird die Nullhy-
pothese nicht verworfen.

b) (1 Punkt)Wie hoch ist das kleinste Niveau, bei welchem die Nullhypothese
verworfen wird (dies ist der so genannte P-Wert)?

Solution:

Wir rechnen, dass Py, [T > 8] = (1 — P[T < 8]) =1 —0.945 = 0.055 gilt.



