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1. Losung:

a) (i) Firz=0,1,2,3, gibt es

()62) 2

mogliche Teams mit x Méanner und y = 3 — x Frauen. Es gibt

()02 - Q)0+ ()E) -rosmasr-n

z=0

mogliche Teams mit mindestens eine Frau. Genau eins von diesen besteht nur aus Frauen.
Also ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass das Team nur aus Fraun besteht, gegeben,

dass das Team eine Frau hat 1
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mogliche Teams zu denen, x Méanner, Helga und 2 — x zusétzliche Frauen gehoren. Also ist

(06206 ()« 0)) =5 2vs=0

=0

(il) Fir x =0,1,2 gibt es

die Anzahl Teams, zu denen Helga gehoren. Genau eins von diesen besteht nur aus Frauen.
Also ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass das Team nur aus Fraun besteht, gegeben,
dass Helga im Team ist
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Bitte wenden!



Wir haben

& : 9 9 1 30 3
EX| = Pl X =z = PX=2Y=3-2=—-+2- —+3  —=_—=_.
H;x[ x];x[ v =02 0" 0T 2
Da X und Y offensichtlich die selbe Verteilung haben (Symmetrie), ist auch
3
ElY]=-.
v)=3

c) Wir haben

und ,
9 1 54
E[X? = PIX=2,Y=3—-a]=—+4-—49- — = —.
X ;)a: K= d=g0t n"w
Da
(Blx)? =2
=7
ist also 4o 0
X)=2 22
Var(X) =55 - 1= 2
Offensichtlich haben wir immer
X+Y =3,

und deshalb ist
Var(X +Y) = Var(3) = 0.

Schliesslich sehen wir von der Formel
Var(X +Y) = Var(X) + 2Cov(X,Y) + Var(Y),

dass
Var(X +Y) — Var(X) — Var(Y)  Var(X) + Var(Y)

2 T 2 '
Da X und Y dieselbe Verteilung haben, ist

Cov(X,Y) =

Var(Y) = Var(X) = %,

und also
9

Cov(X,Y) = ~20°

2. Lésung:

a) Sei A das Ereignis, dass es genau 2 Chips gibt, die jeweils mindestens eine defekte Stelle haben,
und fiir 4 = 1,2, 3, sei

A ={N;=0, N; >0, je{1,2,3}\ {i}}.

Die Ereignisse A; sind disjunkt und es gilt A = A; U As U A3. Wegen der Unabhéingigkeit
erhélt man nacheinander

P[Ay] = P[A;] = P[N; =0]- P[Ny > 0] - P[N3 > 0] = e M1 — e *)(1 — e )

und
P[A3] = P[N3 =0]- P[N; > 0] - P[Ny > 0] = ¢ 2} (1 — e )2

Insgesamt ergibt dies

3
PlA] =Y PlA]
i=1

=2 Ml—e M1 —e ) fe 1 —e?)?

=e M2 —e N —dem P 437,

Siehe nichstes Blatt!



b) Es gilt
P[N = 1|C5 gewihlt] - P[C3 gewihlt]

P[C3 gewshlt|N = 1] = PIN = 1]

Zum einen ist P[C3 gewéhlt] = 1/3, zum anderen ist

PN = 1|C3 gewiihlt] = P[N3 = 1] = e 2* - 2)

und
3
P[N =1]=>_PIN = 1|C; gewshlt] - P[C; gewtihli]
=1
13
=3 > P[N; =1]
=1
1
= §(2e_)‘ Ate P 2))
1
=3 22e” A (et +1)
Einsetzen ergibt
e 222)\/3 1

P[C5 gewdhlt|N = 1] = I £ 1)/3 =orT

¢) Im Folgenden wird wiederholt die Tatsache verwendet, dass fiir zwei unabhingige Poisson
verteilte Zufallsvariablen X und Y gilt:

X ~Poi(A),Y ~Poi(p) = X+Y ~Poi(A+p).

Man berechnet

3
PIN=1,T=2]=) PIT =2|N =1,C; gewihlt] - P[N = 1,C; gewiihlt]
=1
3
=Y P[T =2|N; = 1,C; gewshlt] - P[N; = 1] - P[C; gewéhlt]
=1
1
= g(2P[Poi(3A) = 1] P[Poi(\) = 1] 4+ P[Poi(2)) = 1]*)
= é(26_3>‘3)\ e A (6_2>\2)\)2)
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3. Ldésung:

a) Wir bemerken zuniichst, dass fiir Z ~ Exp(A), A > 0, die Formeln

e 1 1
E[Z] = )\/ re Mdz =~ und Var(Z) = = (2)
0 A A2
gelten. Die Linearitit des Erwartungswertes und (2) implizieren
1 1
E[X - Y] =E[X]-E[Y] =1- 5 = .

Aus der Unabhéngigkeit, schlussfolgern wir als erstes, dass E[XY] = E[X]E[Y], oder anders
ausgedriickt Cov(X,Y) = 0, und als zweites, mit Hilfe der Bilinearitdt von Cov(-,-) und der
allgemeinen Beziehung Var(X) = Cov(X, X), dass

Var(X — V) = Var(X) 4 Var(¥) — 2Cov(X, V) = Var(X) + Var(Y) = 1 + i _ Z,

wobei wir wieder (2) verwendet haben.

Bitte wenden!



b) Fixiere ein ¢ > 0. Die Unabhéngigkeit, die Verteilungseigenschaften von X und Y sowie die
Definition von min implizieren, dass

P[U > t] = Pmin(X,Y) > ] =P[X > t,Y > ] = P[X > t]P[Y > t] = e le 2 =73
Dies bedeutet U ~ Exp(3) und somit E[U] = 3 und fy(t) = 3e 31

Bei der Zufallsvariablen V' = max(X,Y) berechnen wir direkt die Verteilungsfunktion. Wie-
derum aufgrund der Unabhéngigkeit, den Verteilungseigenschften und diesmal der Definition
von maz gilt die Beziehung

Fy(t) =P[V <t] =Pmax(X,Y) <t]=P[X <t,Y < {]
=P[X <t]JP[Y <t]=(1—e (1 —e?).
Die Dichtefunktion ist gerade die Ableitung der Verteilungsfunktion, d.h.

d
fv(t) = EFV(t) —e'l—e )42 M1 —e)=et+27% -3 t>0,
=0, sonst.

Der Erwartungswert ist demnach

E[V] :/ zfy(r)de = 2/ xe_%dﬂz—f—/ xe_zdm—?)/ re 3dx = Z,
0 0 0 0 6

wobeil wir wieder (2) benutzt haben.

c) Weil X und Y unabhéngige Exp(1)- beziehungsweise Exp(2)-verteilte Zufallsvariablen sind,
ist die gemeinsame Dichtefunktion gerade das Produkt der jeweiligen Dichtefunktionen, d.h.

f(X,Y) (:Ea y) = 26_(I+2y) 1{$>0,y>0} :

Fixiere eine Zahl a > 0. Mit der Notation 2 := max(z,0) und dem Fubini-Tonelli Theorem,
erhalten wir

Pl X —Y[<d] = 2/R/Rl{xy|ga}€(m+2y)1{x>o,y>o}dwdy

=2 /R ( /R 1{<ya>+<x<y+a}€_$1{x>0}d$> e 1 ysoydy

[e%¢) y+a
= 2/ / e %dz | e dy
0 (y—a)*

:e*(i’/*‘l)+ _67(y+a)

_9 ( / ‘L / °°> (e - emr) gy
0 a

=2 /Oa (1 - e_(y+“)> e Vdy + /aoo <e_(y_“) - e_(y+a)) e Wdy

— 2,-4a_p,—2a_2_,—a 2,-2a_2,-4a
—1+3e e se se se

1 —a —2a

Die Dichtefunktion ist gerade die Ableitung der eben berechneten Funktion, d.h.

1 2
fix-v|(a) = %PUX —Y[<ad = % <1 —3 (2¢7 + 6_2a)> =gz¢ (1+e™), a20,

=0, sonst.



