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1. a) [ 4 Punkte ] Es gilt FY (y) = P [Y ≤ y] = 0 für y ≤ 0. Für y > 0 gilt

FY (y) = 3

∫ y

0

1

(1 + y′)4
dy′ = − 1

(1 + y′)3

∣∣∣∣y
0

= 1− 1

(1 + y)3
.

Weiter gilt

E[Y ] = E[Y + 1]− 1 = 3

∫ ∞
0

1

(1 + y′)3
dy′ − 1 = − 3

2(1 + y′)2

∣∣∣∣∞
0

− 1 =
3

2
− 1 =

1

2
.

b) [ 4 Punkte ] Es gilt Z ∈ (0, 1). Daher gilt FZ(z) = P [Z ≤ z] = 0 für z ≤ 0, und FZ(z) = 1 für
z ≥ 1. Für z ∈ (0, 1) gilt

FZ(z) = P [Y ≥ 1/z − 1] = 1− FY (1/z − 1) = z3.

Für die Dichtefunktion von Z gilt fZ(z) = 0 für z /∈ (0, 1). Für z ∈ (0, 1) gilt

fZ(z) =
d

dz
FZ(z) = 3z2.

c) [ 2 Punkte ] Es gilt

P [U ≤ 1] = P [3Y ≤ 1, Y ≤ 1] + P [Y/3 ≤ 1, Y > 1]

= P [Y ≤ 1/3] + P [1 < Y < 3]

= FY (1/3) + FY (3)− FY (1)

= 1− 1

(4/3)3
− 1

43
+

1

23
=

64− 27− 1 + 8

64
=

44

64
=

11

16
.

Bitte wenden!



2. a) [ 3 Punkte ] Wegen X,Y ∈ {−1, 1} gilt

P [X = −1] = 1

2
, P [Y = 1] =

3

4
.

Also gilt

P [X = Y = 1] = p;

P [X = 1, Y = −1] = P [X = 1]− P [X = Y = 1] =
1

2
− p;

P [X = −1, Y = 1] = P [Y = 1]− P [X = Y = 1] =
3

4
− p;

P [X = Y = −1] = 1−
(
p+

1

2
− p+ 3

4
− p
)

= p− 1

4
.

Da obige Wahrscheinlichkeiten alle in [0, 1] sein müssen, muss p ∈ [1/4, 1/2] gelten.

b) [ 3 Punkte ] Es gilt Z ∈ {−1, 1} und

P [Z = −1] = P [X 6= Y ] =
1

2
− p+ 3

4
− p =

5

4
− 2p;

P [Z = 1] = P [X = Y ] = p+ p− 1

4
= 2p− 1

4
.

Weiter gilt für t ∈ R,

ϕZ(t) = E[eitZ ] = eitP [Z = 1] + e−itP [Z = −1] = eit
(
2p− 1

4

)
+ e−it

(
5

4
− 2p

)
.

c) [ 4 Punkte ] Da X2 = Y 2 = 1 gilt, folgt S = (X + Y )Z = X2Y + Y 2X = X + Y ∈ {−2, 0, 2}.
Für die Verteilung von S gilt

P [S = −2] = P [X = Y = −1] = p− 1

4
;

P [S = 0] = P [X 6= Y ] =
5

4
− 2p;

P [S = 2] = P [X = Y = 1] = p.

Weiter gilt

E[X] =
1

2
− 1

2
= 0;

E[Y ] =
3

4
− 1

4
=

1

2
;

E[XY ] = E[Z] = 2p− 1

4
−
(
5

4
− 2p

)
= 4p− 6

4
.

Daraus folgt, da X2 = Y 2 = 1,

Var(X + Y ) = E[(X + Y )2]− E[X + Y ]2

= 2 + 2E[XY ]− (E[X] + E[Y ])2 = 2 + 8p− 12

4
− 1

4
= 8p− 5

4
.

Siehe nächstes Blatt!



3. a) [ 4 Punkte ] Es gilt FX1(x) = P [X1 ≤ x] = P [Z ≤ x − α] für x ∈ R. Also ist FX1(x) = 0 für
x < α und für x ≥ α gilt FX1(x) = 1− eα−x.
Für die Dichtefunktion von X1 gilt fX1(x) = 0 für x < α, und fX1(x) = eα−x für x ≥ α. Also
gilt für x ∈ R,

fX1(x) = eα−x1{x≥α}.

Für die Likelihood-Funktion gilt

L(α;x1, x2) = fX1(x1)fX1(x2) = eα−x11{x1≥α}e
α−x21{x2≥α} = e2α−x1−x21{α≤min(x1,x2)}.

Diese Funktion ist maximal für α̂ = min(x1, x2).

b) [ 3 Punkte ] Wegen der Unabhängigkeit von X1 und X2 gilt

E[X1e
−X2 ] = E[X1]E[e−X2 ] = 2

∫ ∞
0

e−1−xe−xdx = e−1.

Für y ∈ R gilt wegen der Unabhängigkeit von X1 und X2,

P [Y ≤ y] = 1− P [min(X1, X2) > y]

= 1− P [X1 > y,X2 > y] = 1− P [1 + Z > y]2 = 1− (1− P [Z ≤ y − 1])2.

Also ist FY (y) = P [Y ≤ y] = 0 für y < 1, und FY (y) = 1− e2−2y für y ≥ 1.

c) [ 3 Punkte ] Es ist
Var(X1) = Var(1 + Z) = Var(Z) = 1,

und

cov(X1, U) = E[X1U ]− E[X1]E[U ]

= E[X2
1 − 4X1X2]− E[X1] (E[X1]− E[4X2])

= E[X2
1 ]− E[4X1X2]− E[X1]

2 + E[4X1X2] = Var(X1) = 1.

Die beste lineare Prognose von U durch X1 ist gegeben durch

V =
cov(X1, U)

Var(X1)
(X1 − E[X1]) + E[U ]

= X1 − E[X1] + E[X1]− 4E[X2] = X1 − 4(1 + E[Z]) = X1 − 8.


