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Aufgabe 1

In dieser Aufgabe ist bei jeder Frage genau eine Antwort richtig. (Single choice)

Fiir die ersten zwei Fragen sei Q = {0,1}?, d.h. Q = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}, und wir betrachten
das Laplace-Modell auf €. Definieren Sie die Zufallsvariablen X und Y durch X (w;,ws) = w; und
Y (w1, ws) = ws fiir w = (wy,ws) € Q.

1.MC1 [1 Punkt] Berechnen Sie P[X =Y.

(A) PIX =Y] =3
(B) P[X =Y] =1
(C) PX=Y]=3
(D) PX =Y] =

1.MC2 [1 Punkt] Berechnen Sie E[XY].

(A) E[XY] = 0.
(B) E[XY] =1L
(C) E[XY] = 1.
(D) E[XY]=1.

Fiir die néchsten zwei Fragen seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

2e72*7Y  wenn x > 0 und y > 0,

Ifxy(z,y) = 26_2x_y1[0700) (#)j0,00) () = {0 sonst

1.MC3 [1 Punkt] Was ist die Randdichte fx von X7

(A) fx(x) =e 1) (z), 2 €R.
(B) fx(x) =2e""1j00)(7), v €R
(C) fx(x)=2e"% zeR
(D) fX(m) = 2e” xl[oyoo)(%), r e R.
1.MC4 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von e~ ?
(A) Efe Y] =e L.
(B) Ele7Y] = 2.
(C) Ele™] =1.
(D) Ele7Y] = 1.
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Aufgabe 2

In dieser Aufgabe liegt fiir jede Frage die Anzahl der richtigen Antworten zwischen 0
und 4. (Multiple choice)

Wir haben ein Kartendeck mit 10 Karten, nummeriert von 1 bis 10. Fir jede Zahl in {1,...,10}
gibt es also genau eine Karte mit dieser Zahl. Wir ziehen nacheinander drei Karten, ohne die Kar-
ten zuriickzulegen. Seien X, Y, Z Zufallsvariablen, die die jeweiligen Zahlen der gezogenen Karten
darstellen.

2.MC1 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(A) X und Y sind unabhéngig.
(B) E[X] = E[Y].

(C) X und Y haben die gleiche Verteilung.

(D) Die Verteilungsfunktion von Z ist stetig.

2.MC2 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(A) E[XY] >0

(B) Cov(2X —Y,2Y) =4Cov(X,Y) — 2Var[Y].
(C) Py =2|X =1] > Py = 2].

(D) EX+Y + Z]| =E[X]+E[Y]|+E[Z].

Fiir die nachste Frage sei X ~ N (0, 1), und wir bezeichnen mit ® die Verteilungsfunktion von X.
2.MC3 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(A) P[X <34 = 1 — B(—34).

(B) Fiir jedes a < b gilt P[X € (a,b]] > 0.

(C) Fiir jedes a < b gilt P[X € (a,b]] = ®(b) — P(a).
(D)

D) Die Zufallsvariable Z := 2X — 3 hat die Verteilung N'(—3,2).
Fiir die nachste Frage seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € F.
2.MC4 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind im Allgemeinen wahr?

(A) PI\ (AN B)] < P[4 + B[]
(B) Wenn A C B und P[B] > 0 ist, dann gilt P[A|B] > P[A].

PIA|BIP[B]
P[A|B] + P[A|B¢]’

(C) Wenn P[A] > 0 und 0 < P[B] < 1 ist, dann gilt P[B|A] =
(

D) P|A\ B] = P|A] — P|B].
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Aufgabe 3

In dieser Aufgabe ist bei jeder Frage genau eine Antwort richtig. (Single choice)

Seien X und Y zwei unabhangige identisch verteilte Zufallsvariablen, die Werte in {1, 2} annehmen,
wobei

1
PX =i =P)Y =i] = 3 i€ {1,2}.
Definieren Sie Z = X + Y.

3.MC1 [1 Punkt] Was ist der Wert von P[Z = 3]?

(A) P[Zz=3] =1
(B) P[Z=3]=0.
(C) Pz =3] = 1.
(D) P[Z =3] = 1.

3.MC2 [1 Punkt] Was ist die Verteilungsfunktion von Z?

0, a <2,
1/4, 2<a<3,
(A) Fya) =/
5/6, 3<a<4,
1, 4 < a.
0, a <2,
1/3, 2<a<3,
B) Fra)={
3/4, 3<a<A4,
1, 4 < a.
0, a < 2,
1/4, 2<a<3
Q) Fyla) = o= ’
(©) Fzla) 1/2, 3<a<4,
1, 4 <a.
0, a < 2,
1/4, 2<a<3
D) Fy(a) = ’ - ’
(D) Fzle) 3/4, 3<a<A4,
1, 4 <a.

3.MC3 [1 Punkt] Was ist der Wert von Var[Y]?

(A) Varly] =12
(B) Var[Y] = 1.
(C) Var[Y] = 1.
(D) Var[Y]=0.
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3.MC4 [1 Punkt] Was ist der Wert von Cov(X, Z)?

(A) Cov(X,2) =4
(B) Cov(X,Z) = 7.
(C) Cov(X,Z)=0.
(D) Cov(X,Z) =1

3.MC5 [1 Punkt] Was ist der Wert von P[X = 1|7 € {2,3}]?

(A) PIX =1|Z € {2,3)] =
(B) PX =1|Z € {23
(C) PX=1|Z€ {23
(D) PIX =1|Z € {2,3}] =

5
6
2
g.
— 1
2
1
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Aufgabe 4

Seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

Y 0<z< do<
fX,Y(l‘, y) = cxye*yl[ojy] (x)]‘[(],oo) (y) = crye 7, wenn U s r < yun <y,
0, sonst,

fiir eine Konstante ¢ € R.

4.A1 [2 Punkte] Finden Sie den Wert von c.

Hinweis: Sie konnen die Identitét [;°y"e ¥dy = n! fir n € N benutzen.
4.A2 [1 Punkt] Finden Sie die Randdichte fy von Y.

4.A3 [1 Punkt| Finden Sie eine Formel fiir die Dichte der Zufallsvariablen 7" := 2Y ausgedriickt

4.A4 [1 Punkt] Berechnen Sie den Erwartungswert von X?/Y.
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Aufgabe 5

Seien Xi,...,X,, n € N, unabhéngige Zufallsvariablen mit P[X; = 1] = 1 — P[X; = —1] = p fiir ein
p € (0,1).

5.A1 [2.5 Punkte] Finden Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p. Sie missen nicht tiber-
priifen, ob der gefundene Punkt tatséchlich ein Maximum ist.

Wir interpretieren nun X; fir ¢ € {1,...,n} als Ergebnisse von Spielen in einem Casino. Konkret
bedeutet

{X; = —1} = “das Casino gewinnt das i-te Spiel”,
{X; =1} = “der Spieler gewinnt das i-te Spiel”.

Das Casino behauptet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler gewinnt, mindestens 0.5 ist. Als
Spieler haben wir jedoch Zweifel an dieser Behauptung und méchten sie mit einem statistischen Test
auf Basis der beobachteten Werte von X, ..., X, widerlegen.

5.A2 [0.5 Punkte| Formulieren Sie die Nullhypothese und die Alternativhypothese fiir diese Si-
tuation.

5.A3 [2 Punkte] Finden Sie mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes eine geeignete Teststatistik
und deren approximative Verteilung fiir einen geeigneten Wert von p unter der Nullhypothese.
“Geeignet” bedeutet hier, dass die approximative Verteilung der Teststatistik unter der Nullhy-
pothese bekannt ist und von keinen Parametern abhéngt.

5.A4 [3 Punkte] Finden Sie den approximativen kritischen Bereich (d.h. beschreiben Sie das
Testverfahren) fiir das Signifikanzniveau 5%.

Quantiltabelle der N(0, 1)-Verteilung

05| 075 | 09 | 095 | 0975 | 0.99 | 0.995 | 0.999
0 | 0.6745 | 1.2816 | 1.6449 | 1.9600 | 2.3263 | 2.5758 | 3.0902 °

Zum Beispiel ist ®71(0.9) = 1.2816.
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