Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

mZU riCh Prof. Dr. Martin Schweizer

1. Februar 2025

Aufgaben und Losungsvorschlag
Gruppe A

Aufgabe 1

In dieser Aufgabe ist bei jeder Frage genau eine Antwort richtig. (Single choice)

Fiir die ersten zwei Fragen sei 2 = {0,1}?%, d.h. Q = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}, und wir betrachten
das Laplace-Modell auf Q. Definieren Sie die Zufallsvariablen X und Y durch X (w;,ws) = w; und
Y (w1, ws) = wy fiir w = (wy,ws) € Q.

1.MC1 [1 Punkt] Berechnen Sie P[X =Y.

(A) TRUE: P[X = Y] = 1.
(B) PIX =V] =1
(©) Plx=Y]=1
(D) P =v] =1
Losung:
Wir haben
PIX = Y] =P[X =Y = 0]+ B[X =¥ = 1] = Pl{(0,0}] + BI{(L, D}] =} + ; = 5.

1.MC2 [1 Punkt] Berechnen Sie E[XY].

(A) E[XY] =0
(B) E[XY] =1L
(C) E[XY] =1
(D)

Das einzige w € (, fir das das Produkt X (w)Y (w) ungleich null ist, ist w = (1, 1). Also haben

E[XY] = X(1,1) x Y(1,1) x P{(1,1)}] = 1 x 1 x i _ i

Alternativ konnen wir feststellen, dass X und Y i.i.d. sind mit X ~ Bernoulli(1/2). Folglich
ist

E[XY] = E[X]E[Y] = (E[X])? = (1)2 _1

Fiir die néchsten zwei Fragen seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

2e72*7Y  wenn x > 0 und y > 0,

Fxy (@) = 2672710 00) () 1j0,00) (y) = {0 sonst

Seite 1 von 13



ETH:-urich

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
Prof. Dr. Martin Schweizer
1. Februar 2025

1.MC3 [1 Punkt] Was ist die Randdichte fx von X?

(A) fx(z) =€ 1o (2), z €R.
(B) fx(z) =21 ) (x), z € R.
(C) fx(z)=2e"% z€R.
(D) TRUE: fx(z) =2e *"1jy(z), © € R.
Losung
Wir haben

fxl@) = [ fxr )y =261 (@) [ vy = 26 1p.0(a),

r € R.

1.MC4 [1 Punkt] Was ist der Erwartungswert von e~ ?

(A) Ele Y] =¢1
(B) Ele Y] = 2.
(C) TRUE: E[e™] = 5.
(D) Ele™] =1
Losung
Wir haben

Mit anderen Worten ist Y ~ Exp(1). Also folgt

Alternativ konnen wir direkt berechnen

fr(y) = /fX,Y(fF)di’f = "1jo,00)(
Ble )= [y = [

00 o) 00 1
E[e_y] = // e_nyJ/(x? y)dl’dy = / 6_Qy/ 26_2xd$dy = / 6_2ydy = 5
0 0 0

y)/o 2¢ 2y = e_yl[o,oo)(y).

1

00 1
Ze 2y‘ I

“Hdy = — .
¢ 4 y=0 2
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Aufgabe 2

In dieser Aufgabe liegt fiir jede Frage die Anzahl der richtigen Antworten zwischen 0
und 4. (Multiple choice)

Wir haben ein Kartendeck mit 10 Karten, nummeriert von 1 bis 10. Fir jede Zahl in {1,...,10}
gibt es also genau eine Karte mit dieser Zahl. Wir ziehen nacheinander drei Karten, ohne die Kar-
ten zuriickzulegen. Seien X, Y, Z Zufallsvariablen, die die jeweiligen Zahlen der gezogenen Karten
darstellen.

2.MC1 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(A) X und Y sind unabhéngig.

(B) TRUE: E[X] = E[Y].

(C) TRUE: X und Y haben die gleiche Verteilung,.
(D)

D) Die Verteilungsfunktion von Z ist stetig.

Losung:

(A) ist nicht wahr, denn zum Beispiel ist PIX =1, Y =1] =0 < P[X = 1|P[Y =1].
(B) ist wahr. Wir haben P[X = i] = 1/10 fiir jedes ¢ € {1,...,10} und

PY=i=>PX=jY=i=> — x
J#i J#

(C) ist wahr, weil (B) wahr ist.
(D) ist nicht wahr, da Z eine diskrete Verteilung hat.

2.MC2 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(A) TRUE: E[XY] > 0.

(B) TRUE: Cov(2X — Y,2Y) = 4Cov(X,Y) — 2Var[Y].
(C) TRUE: P[Y =2|X =1] > P[Y =2].

(D) TRUE: E[X + Y + Z] = E[X] + E[Y] + E[Z].

Losung:

(A) ist wahr, da X (w)Y (w) > 0 fiir jedes w € Q.

(B) ist wahr aufgrund der Linearitat des Erwartungswertes.

(C) ist wahr, weil Cov(2X —Y,2Y) = Cov(2X,2Y) + Cov(—Y,2Y) = 4Cov(X,Y) — 2Var[Y].
(D) ist wahr, weil P[Y =2| X =1] = ¢ > &= =P[Y =2].

Fiir die nichste Frage sei X ~ N(0,1), und wir bezeichnen mit ® die Verteilungsfunktion von X.

2.MC3 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
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TRUE: P[X < 34] = 1 — ®(—34).

TRUE: Fiir jedes a < b gilt P[X € (a,b]] > 0.

TRUE: Fiir jedes a < b gilt P[X € (a,b]] = ®(b) — ®(a).

Die Zufallsvariable Z := 2X — 3 hat die Verteilung NV(—3,2).

) ist wahr.

) ist nicht wahr, da Z ~ N (—3,4).

) ist wahr, weil p(z) > 0 fiir jedes € R, wobei ¢ = @’ die Dichte von X bezeichnet.
) ist wahr. Wegen der Symmetrie und Stetigkeit der Normalverteilung haben wir

P[X <34 =P[X > —34] =1 - P[X < —34] = 1 — &(—34).

Fiir die nachste Frage seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € F.
2.MC4 [2 Punkte] Welche der folgenden Aussagen sind im Allgemeinen wahr?

(A) TRUE: P[Q\ (AN B)] < P[A°] + P[B].

(B) TRUE: Wenn A C B und P[B] > 0 ist, dann gilt P[A|B] > P[A].
PlA|BIP[B]

P[A|B] + P[A|B¢]

(C) Wenn P[A] > 0 und 0 < P[B] < 1 ist, dann gilt P[B|A] =
(D) P[A\ B] = P[4] — P[B].

Losung:

(A) ist wahr, da P[Q\ (AN B)] = P[(AN B)‘] = P[A° U B¢] < P[A°] + P[B].
(B) ist nicht im Allgemeinen wahr.
(C) ist nicht wahr. Die korrekte Version des Satzes von Bayes ist

PIA|BIP[B]

MBM%:MABWMﬂ+PMMHMB%

(D) ist wahr. Wenn A C B ist, dann gilt

P[ANB] P[4]

FABL="hEr = Bl

Seite 4 von 13



Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

mZU riCh Prof. Dr. Martin Schweizer

1. Februar 2025

Aufgabe 3

In dieser Aufgabe ist bei jeder Frage genau eine Antwort richtig. (Single choice)

Seien X und Y zwei unabhéangige identisch verteilte Zufallsvariablen, die Werte in {1, 2} annehmen,
wobei

1
PX =i =P)Y =i] = 1 i€ {1,2}.
Definieren Sie Z .= X +Y.
3.MC1 [1 Punkt] Was ist der Wert von P[Z = 3|?

(A) Pz =3 = L.
(B) P[Z =3]=0.
(C) TRUE: P[Z = 3| = %
(D) P[Z=3]=3.
Losung:

Wir haben

3.MC2 [1 Punkt] Was ist die Verteilungsfunktion von Z7

0, a <2,

1/4, 2<a <3,
(A) Fyla) =Y

5/6, 3<a<4,

1, 4 < a.

0, a <2,

1/3, 2<a<3,
B) Frla)={

3/4, 3<a<4,

1, 4 < a.

0, a < 2,

1/4, 2<a<3
Q) Fyla)=1{ 1% =545
(©) Fzla) 1/2, 3<a<4

1, 4 <a.

0, a < 2,

1/4, 2<a<3,
3/4, 3<a<d4,
1, 4 <a.

(D) TRUE: Fy(a) =

Losung:

Seite 5 von 13



i a Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
mzu rICh Prof. Dr. Martin Schweizer

1. Februar 2025

Wir haben
P[Z =2 =P[X +Y = 2] MX:LY_H:PW:HMY:H:i
P[Z=3=PX+Y =3 =P[X=1Y=2+PX=2,Y =1
=PX =1P[Y =2|+ P[X =2|P[Y =1] = i = ;
PlZ —4] = P[X +Y = 4] IP’[X:2,Y:2]:IF’[X:2]IP’[Y:2]:i.

Also

3.MC3 [1 Punkt] Was ist der Wert von Var[Y]?

(A) Varly] =1,
(B) Var[y] = J.
(C) TRUE: Var[Y] = 1.
(D) Var[Y] = 0.
Losung:
Es gilt
1 1 3
EY]=1x=-+2x-=->
Y]=1xg+2x35=7
und 1 15
EY? =1x-+22x - =_.
V=1xg+2x5=7
Also ist
VarlY] =BV - BV =5 - (5) =3
B 2 \2) 4

3.MC4 [1 Punkt] Was ist der Wert von Cov(X, Z)?

(A) TRUE: Cov(X,Z) =1
(B) Cov(X,Z) =12
(C) Cov(X, Z) =0.
(D)

D) Cov(X,Z) = L.

Losung:
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Wir haben
E[XZ] = E[X(X +Y)] = E[X? + E[XY]
Es gilt
E[X* =E[Y?] =1 x ;+22 x;:
und
E[X]:E[Y]:lx;+2x;:2,

4 2

Also haben wir

Alternative Losung: Wir haben

Cov(X,Z) =Cov(X, X +Y) =

1

= E[X’| + E[X]|E[Y].

1 1
EZ] =2x-+3x-+4x-=3,

(Alternativ: E[Z] = E[X] + E[Y] = 2E[X] = 3.)

5 3\? 19
EXZ] = - =] ==
X2l 2 N (2) 4’
und folglich ist
19 3
Cov(X,Z):]E[XZ]—E[X]E[Z]:Z—ix?):f.

Cov(X,X) + Cov(X,Y)

weil X und Y unabhéangig sind. Unter Verwendung der obigen Rechnungen erhalten wir also

= Var[X],

Cov(X, Z) = Var[X] = Var[Y] = 1
3.MC5 [1 Punkt] Was ist der Wert von P[X =1|Z € {2,3}]?
(A) PLX = 1] Z € {2,3)] = &.
(B) TRUE: P[X = 1|7 € {2,3}] = .
(C) PIX =1]Z € {2,3)] = L
(D) PIX =1|Z €{2,3}] = 1.
Losung:
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Es gilt

PX =1, Z € {2,3}]

PX =1|Z € {23} =
_PX =1,V €{1,2}]

P[Z € {2,3}]

T P[Z=2]+P[Z=3]

P[Z € {2,3}]
P[X = 1]

Seite 8 von 13



Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

mZU riCh Prof. Dr. Martin Schweizer

1. Februar 2025

Aufgabe 4

Seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

Y 0<z< d0<uy,
Fxy(@,y) = crye™ Loy (2) o) (y) = {nye S e
7 7 0, sonst,

fiir eine Konstante ¢ € R.

4.A1 [2 Punkte] Finden Sie den Wert von c.
Hinweis: Sie konnen die Identitét [;°y"e Ydy = n! fir n € N benutzen.

Losung:

Es muss gelten 1 = [[ fxy(x,y)dzdy.

ooy

/ / fxy(z,y)dedy = ¢ / / rye Ydady
0 0

00 1'2

= -y__

C/o ve g

3
f— > yf _yd
C/o 2 ¢ Y

& OO3—y
== d
2/0 ye Yy

= 3c.

Wir haben

Yy
dy
=0

Dies ergibt ¢ = %

4.A2 [1 Punkt] Finden Sie die Randdichte fy von Y.

Losung:

Wir haben

fr(y) = /fX,Y(I7y)dx

Y
= Cl[o,oo)(y)/o xye Ydx
21y

_ X
= cye Y1|p,00) (y);

=0
3

Yy
- 656 y]-[O,oo) (y)
3

Yy
= Ee y]-[O,oo)(y)u ye R.

4.A3 [1 Punkt] Finden Sie eine Formel fiir die Dichte der Zufallsvariablen 7" := 2Y ausgedriickt

Losung:
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Wir haben

P[T < a] = P2Y < a] = IP’[Y < ;} - /Oa/2 fy(y)dy = ;/0 fy(g)dg,

wobei wir im letzten Schritt die Substitution § = 2y verwendet haben. Also folgt
1 t
0 =3 (3)

Explizit ist

lct? —t/2 £ t/2
Alternative Losung: Wir haben
t t
P[T < ] = PR2Y < ] = ]P{Y < 2] - Fy(2>.

Die Kettenregel ergibt

T a Y\2) " 2

frlty= SBr<i= TR (t) I (2)

4.A4 [1 Punkt] Berechnen Sie den Erwartungswert von X?/Y.

Losung:

Wir haben

B[] = [ S nrteirdy

0 ry
/ / e vdx dy
o Jo

4
ooyi—yd
0 46 y

I
o

I
o
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Aufgabe 5

Seien Xi,...,X,, n € N, unabhéngige Zufallsvariablen mit P[X; = 1] = 1 — P[X; = —1] = p fiir ein
€ (0,1).

5.A1 [2.5 Punkte] Finden Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p. Sie missen nicht tiber-
priifen, ob der gefundene Punkt tatsédchlich ein Maximum ist.

Losung:

Setzen wir S, = YI | Ly (X;) = Yo, et =Y, %l so haben wir

L(zy,...,2n;p) = Hp(xz) =p*(1—p)" .

Also ist
log L(w1, ..., 2n;p) = splogp + (n — s,) log(1 — p).

Daraus ergibt sich
0 S n—s
—log L(z1,...,20;p) = — — Z
dp p l-p

Daher gilt

a n
a—plogL(:Ul,...,xn;p):(] — s,(1—p) —pn—s,)=0 <= pn=3s, < p:%.

Daraus ergibt sich die Maximum-Likelihood-Schéatzfunktion

nl'z‘i‘
“aZ g

i=1

1

ﬁ(xla"'7 nzl{l} wz

und der Maximum-Likelihood-Schétzer ist p(X,..., X,) = 5.

Alternative Losung: Wir beachten, dass wir durch die Definition von

Xi+1

Y, =
2

eine Zufallsstichprobe Yi,...,Y, aus einer Bernoulli-Verteilung mit Parameter p erhalten.
Dann folgt aus einem Resultat aus der Vorlesung oder d&hnlichen Berechnungen wie oben, dass
der ML-Schétzer fiir p gegeben ist durch 2 3> | V;. Dies ergibt p(zq,...,z,) = L0, 2t
und der ML-Schétzer ist wie zuvor angegeben.

Wir interpretieren nun X; fir ¢ € {1,...,n} als Ergebnisse von Spielen in einem Casino. Konkret
bedeutet

{X; = —1} = “das Casino gewinnt das i-te Spiel”,
{X; =1} = “der Spieler gewinnt das i-te Spiel”.
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Das Casino behauptet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler gewinnt, mindestens 0.5 ist. Als
Spieler haben wir jedoch Zweifel an dieser Behauptung und méchten sie mit einem statistischen Test
auf Basis der beobachteten Werte von X, ..., X, widerlegen.

5.A2 [0.5 Punkte| Formulieren Sie die Nullhypothese und die Alternativhypothese fiir diese Si-
tuation.

Losung:

Wir setzen
Hy:p>05 und H;:p<0.5.

Alternative Losung:
Hyo:p=05 und H;:p<0.5.

5.A3 [2 Punkte] Finden Sie mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes eine geeignete Teststatistik
und deren approximative Verteilung fiir einen geeigneten Wert von p unter der Nullhypothese.
“Geeignet” bedeutet hier, dass die approximative Verteilung der Teststatistik unter der Nullhy-
pothese bekannt ist und von keinen Parametern abhéngt.

Losung:

Wir haben E[X{] = 1/2 x 1+ 1/2 x (—1) = 0 und Var[X;] = E[X?] = 1. Unter Verwendung
der Unabhéangigkeit und des zentralen Grenzwertsatzes erhalten wir fiir p = 0.5 approximativ
noX,

Tn — i=1 Xn approx. 0.1
B = v N,

wobei X, = 13" X;.

5.A4 [3 Punkte] Finden Sie den approximativen kritischen Bereich (d.h. beschreiben Sie das
Testverfahren) fir das Signifikanzniveau 5%.

Losung:

Wir verwerfen die Nullhypothese, wenn T,, zu klein ist. Ferner ist
]Pjp:().5[Tn S C] ~ (I)(C)
Wir méchten also

d(c) =0.05 <= 1 —d(c) =0.95
— ®(—c)=10.95
— —c=®10.95)
= —c=1.6449
= ¢ = —1.6449.

Wir erhalten somit den approximativen kritischen Bereich fiir 7,, als (—oo, —1.6449] oder,
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dquivalent, den approximativen kritischen Bereich fiir >, X; als (—oo, —1.64494/n| oder,
dquivalent, den approximativen kritischen Bereich fiir Xiq als ( — 00, —1.6449\/%]

Anders ausgedriickt: wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn T,, < —1.6449 ist oder, Aquivalent,
wir lehnen die Nullhypothese ab, wenn ;% X; < —1.6449./n ist oder, dquivalent, wir lehnen

die Nullhypothese ab, wenn Xjg9 < —1.6449\/% ist.

Quantiltabelle der N(0, 1)-Verteilung

05[] 075 | 09 | 095 | 0975 | 0.99 | 0.995 | 0.999
0 | 0.6745 | 1.2816 | 1.6449 | 1.9600 | 2.3263 | 2.5758 | 3.0902

Zum Beispiel ist ®71(0.9) = 1.2816.
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