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Aufgaben und Lo6sungsvorschlag

1. [22 Punkte]

Beantworten sie die folgenden Multiple Choice Fragen auf dem beigelegten Antwort-
formular.

Es kénnen mehrere Antworten pro Frage richtig sein. Jedes richtig gesetzte Kreuz gibt 2 Punkte
und fiir jedes falsch gesetzte Kreuz werden 2 Punkte abgezogen. Die minimale Anzahl Punkte fiir
die gesamte Aufgabe ist 0.

(a) Ein statistischer Test fiir die Nullhypothese ©y C © hat an der Stelle § € OF die Macht 0.4.
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

i. Unter der Annahme, dass 6 der wahre Parameter ist, ist die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art gleich 0.6.

ii. Unter der Annahme, dass 6 der wahre Parameter ist, ist die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art gleich 0.4.

iii. Unter der Annahme, dass 6 der wahre Parameter ist, ist die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 2. Art gleich 0.6.

iv. Unter der Annahme, dass 6 der wahre Parameter ist, ist die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 2. Art gleich 0.4.

Losung:

iii.

(b) Seien T} und T3 i.i.d. Exp(\) verteilt fiir ein A > 0. Dann gilt

i. max {77, To} ~ Exp(2)).
ii. max {7y, T>} ~ Exp(\/2).
iii. Weder i. noch ii. sind wahr.

Losung:

iii.

(¢) Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
i. Wenn X; und X, Bernoulli-verteilt sind mit dem gleichen Parameter p € (0, 1), dann ist
X1 + X5 ~ Bin(2,p).
ii. Wenn X; und X5 unabhéngig und identisch Poisson-verteilt sind mit Parameter A > 0,
dann ist X; + X, Poisson-verteilt mit Parameter 2\.
iii. Wenn X; ~ Bin(n,p;) und Xy ~ Bin(m,py) unabhéngig sind, dann ist X; + X, ~
Bin(n + m, p1 + pa).
iv. Wenn X und X, zwei unabhiingige Zufallsvariablen sind mit X; ~ N(u1,0%), Xy ~
N (po,03), dann ist X7 + Xo ~ N (py + po, 02 + o3).

Losung:
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ii. und iv.

(d) Betrachten Sie zwei Ereignisse A, B mit P(B) > 0. Welche der folgenden Aussagen sind im
Allgemeinen wahr?

i. (AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B)

ii. P(AN B) =P(A)P(B)
iii. P(AN B) =P(A|B)P(B)
iv. (AN B) =1—-P(A°) — P(B°)
Losung:
1. und iii.

(e) Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in N. Welche der folgenden Aussagen sind im Allge-
meinen wahr?

i EX]=3"7P(X >n)
i. E[X] =" P(X >n)
iii. EX] =7 ,P(X <n)
iv. E[X] =) P(X <n)

Lo6sung:

i.

(f) Wir betrachten ein Aquarium mit 8 Fischen, 3 davon sind Forellen, 5 sind Barsche. Wir
fangen zuféllig 3 Fische aus dem Aquarium. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau einer
davon eine Forelle ist?

i.
ii.

1ii.

16

28
15

28
14

28
: 13
1v. 28

Losung:

ii.

(g) Sei X eine Ber(p) verteilte Zufallsvariable fiir ein p € (0,1) und sei Y = 2X — 1. Was ist die
charakteristische Funktion von Y7

i

i py(u )—pe‘“”+(1—p)€
. @y (u) + (1 —p)e ™
iii. oy (u) = W(p (1-p))

) = —iu(—p+(1-p))

iv. py(u

Lo6sung:
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ii.

(h) Seien Xj,..., X, iid. N(u,0?) verteilt fir 4 € R, 0 > 0. Was ist die Verteilung von
%(ﬁ Z?:l X; — p)?

(1) Seien (X;)ien 1.i.d. mit E[X7] < oo, sei m = E[X}], und bezeichne S,, = >~;_ Xj. Welche
der folgenden Aussagen sind im Allgemeinen wahr?
i. Fiir alle ¢ > 0 existiert ng € N so dass P(Mgsp, {|3 —m| < e}) = L.

i, Fiir alle £ > 0 gilt P(Upen Misn {55 —m| <)) = 1.
Sn(w)

iii. Fiir jedes w € Q gilt lim,,_, o =m.

Losung:

11.
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2. [15 Punkte]
In zwei Urnen befinden sich je vier faire Wiirfel in den Farben: Blau, Griin, Rot, Schwarz. Aus

jeder Urne wird zuféllig ein Wiirfel gezogen und damit gewtiirfelt.

(a) Geben Sie einen geeigneten Grundraum §2 an, um dieses Zufallsexperiment zu beschreiben.
Losung:

Aus jeder Urne kann man vier verschiedene Farben ziehen, und mit jeder Farbe 6 Zahlen
wiirfeln. Der Grundraum ist also gegeben durch

0= {<f1,$1,f2,$2)3 fz € {b, g, I, S},l’i < {1,2,3,4,5,6}}
={b, g, r, s} x{1,2,3,4,5,6} x {b, g, r, s} x {1,2,3,4,5,6}.

(b) Unter der Annahme, dass wir das Zufallsexperiment durch ein Laplace-Modell modellieren
konnen, bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass beide Wiirfel die gleiche Farbe haben
aber unterschiedliche Zahlen aufzeigen.

Losung:

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A={(f1, 21, foy12) € Q1 f1 = fo, 11 # 72}

berechnen.
Es gilt |[A| =4-6-5.
Die Anzahl aller moglichen Ergebnisse lautet: Q2] = 4% - 62.
Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit
Al 4-6-5 5

P(A) = Q] 42.62 24

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Sechsen geworfen wurden,

(c) wenn man keine weiteren Angaben hat.
Losung:

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A = {(fl)xlvf%m?) € Q: X1 = T2 = 6}
berechnen. Es gilt |A| =4-4 und |Q] = 4% - 6% Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

A 441

P(A) = = = =_.
(4) Q] 42-62 36

(d) bedingt auf das Ereignis, dass mindestens eine Sechs geworfen wurde.
Losung:
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Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A=A{(f1,z1, fa,2) €Q: 21 =19 =6}
berechnen, gegeben das Auftreten des Ereignisses
B ={(f1,x1, fo,z2) € Q: x1 = 6,29 # 6 oder z; # 6,25 =6 oder x; = xy = 6}.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist

P(ANB) |ANB
P(B) |B

P(A|B) =

Wir haben [ANB|=4-4 und |[B| =16-(5+5+1) = 16- 11 . Also ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit

1
P(A]B) = —.

(e) bedingt auf das Ereignis, dass mindestens eine Sechs mit einem roten Wiirfel geworfen wurde.
Losung:

Wir wollen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A=A{(f1,z1, fa,2) €Q: 11 =19 =6}
berechnen, gegeben das Auftreten des Ereignisses
B = {mindestens eine Sechs mit einem roten Wiirfel geworfen wurde} .

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist gegeben durch

P(ANB) |ANB
P(B) —  |B

P(A|B) =

Wir haben

AN B = {genau zwei Sechsen, wovon mindestens eine Sechs mit einem roten Wiirfel}
= {(f1,$1) = (T7 6)71:2 = 67f2 # T} U {1’1 = 67f1 7& T, (f2>x2) = (7‘, 6>}
U {(fla L1, f27 .’13‘2) = (Ta 67 Ty 6)} )

somit ist [ANB|=3+3+1=T7.
Analog haben wir

B = {mindestens eine Sechs mit einem roten Wiirfel geworfen wurde}
={(f1,21) = (r,6), 22 # 6} U{(f2, 22) = (r,6), 21 # 6}
UA{(f1,z1) = (r,6),20 =6, fo #r}U{x; =6, fi £ (fa,22) = (r,6)}
UA{(f1, 21, f2,22) = (r,6,7,6)},
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somit ist |[B| =4-5+4-5+34+3+1=4T7.
Also ist die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit

7

P(4|B) = .
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3. [16 Punkte]

Wir betrachten zwei Zufallsvariablen X und Y mit gemeinsamer Dichtefunktion fx . Die Dich-
tefunktion sei konstant gleich ¢ auf dem grauen Bereich und 0 ausserhalb.

Y

(a) Bestimmen Sie die Konstante c.
Losung:

Wir bezeichnen das Quadrat mit den Ecken (£1,0) und (0, £1) mit @), wobei
Q={(zy) eR* —1<a<1L,-1<y<1a|+]yl <1}
Dann ist laut Angabe

¢, falls (z,y) € Q,

0, sonst

fxy(z,y) = {

Die Fliache von @ ist 2, daraus folgt

// cdxdy = 2c.
Q

Wegen der Normierungseigenschaft wollen wir also, dass 1=2c¢ und somit gilt ¢ = %

(b) Bestimmen Sie Randdichte fx von X und die Randdichte fy von Y.
Losung:

00 1—|=| —
fx(z) = / fxy (@, y)dy = {fml dy=1-lal, falls —1<o<1 :
oo 0

sonst

)

fllfly\%dle_|y|, falls —1 <y <1

fr(y) = /_OO fxy(z,y)de = {Oy—l

sonst

b

(¢) Bestimmen Sie E[X] und Var(X).
Losung:
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E[X] = /00 rfx(z)dr = /1 (1 — |z|) dz

—00 —1

:/O(:c+x2)d:c+/01(:z:—x2)dx

-1

() (D)

Somit gilt Var(X) =

D=

(d) Bestimmen Sie die Kovarianz von X und Y. Sind X und Y unabhéngig? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

Lo6sung:

Da E[X] = E[Y] = 0, gilt Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = E[XY].

E[XY] = / / vy fxy(z,y)dedy = - //xydxdy
//Hli;lxydxdy_ / ‘11—3::31
= [ = by =o

Somit ist Cov(X,Y) =0, d.h. X und Y sind unkorreliert.
X und Y sind aber nicht unabhéngig, denn fxy(z,vy) # fx(x)fy(y).

(e) Betrachten Sie die Zufallsvariable Z =
Lo6sung:

. Berechnen Sie den Erwartungswert von Z.
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Der Erwartungswert von Z = ﬁ lautet

1
1
:/ dz
o 1+

1
= 2log(1 + z)

1
2= [ s telayde= [
"1+2 1
- d

/Ql—x ”+A 1

11 1
:/"1 xdx+/ihm

o 1+ 0

Lor1-—1
1+2x

1 1 1
:2/ dx—/ldx—i—l
0 1+x 0

— |z]
—d
1 1—2 ’
_md:z:
—x
de +1

.= 2log(2) = log(4).

1
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4. [9 Punkte]

Betrachten Sie unabhéngige Zufallsvariablen (Xj)gen mit

Zeigen Sie, dass
P (Zxk < oo) € {0,1}
k=1

und geben Sie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Folge (px)ren an, so dass
P (> 2, X) < 00) = 1. Untersuchen Sie die Fille p, = % und p, = 1%2

Loésung:

Die Summe Zk21Xk ist genau dann unendlich, wenn unendlich viele X; = 1 sind. Dies

bedeutet B
P (Zxk = oo> =P (ﬂ U= 1}) :

neN k>n

Aus der ersten Aussage des Borel-Cantelli-Lemmas erhélt man also, dass

Z]P’(szl):Zpk<oo:>]P’<iXk:oo):0. (1)

k>1 k>1

Da die X} unabhéngig sind, folgt aus der zweiten Aussage des Borel-Cantelli-Lemmas, dass

ZP(Xk:1)=ZPk:OOZ>P<§:Xk:OO>:1- (2)

k>1 k>1

Kombiniert man (1) und (2), erhélt man, dass

Zpk<oo<:>P<iXk:oo> =0

k>1 k=1

und i,
ZPkIOO@P<ZXk:oo) =1.
k>1 k=1

Somit ist Y, -, pr < 0o ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir P (3,2 | Xy < 00) =
1. -

Dies zeigt, dass P (3 7o, X < o0) € {0, 1}.
&, dann st Y-, pr = 00 und somit gilt P (}°,., X < 00) = 0.

Falls py, = k—lz, dann ist D, -, pr < oo und somit gilt P (2@1 X < oo) = 1.
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5. [16 Punkte]

Zufillig aus einer Population auszuwihlende Individuen haben unabhéngig voneinander mit Wahr-
scheinlichkeit p € (0,1) eine interessierende Eigenschaft “Erfolg”. Wir schéitzen den Erfolgspara-
meter p mit zwei verschiedenen Experimenten:

A n Individuen, X = Anzahl Erfolge,
B : n Gruppen mit jeweils ¢ > 2 Individuen, X = Anzahl Gruppen mit mindestens 1 Misserfolg.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von X bei Experiment A und B.

Losung:

Experiment A:
X ~ Bin(n,p), d.h. P(X =z) = (?)p"(1 — p)"* fiir x € {0,1,...,n}.

Experiment B:
Wir berechnen zuerst

C

P(mindestens 1 Misserfolg in der Gruppe ) = 1 — P( Kein Misserfolg ) = 1 — p°.

Also ist X ~ Bin(n, 1 — p°).

(b) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p in beiden Experimenten A und B.

Loésung:

Experiment A:
Die log-Likelihood-Funktion fiir € {0,1,...,n} ist gegeben durch

l(p;x) = log L(p; x) = log <<Z)px(1 - p)"‘””) = log (Z) +xlog(p) + (n—x)log(1 —p).

Nun gilt
ol r n—x
—(p;x) == — =0
op p 1-p
<~ T —ITP=nNnp—IP
— p=2
n

Da g—;é(p; x) < 0 gilt, ist dies ein Maximum der log-Likelihood-Funktion und wir erhalten

xr
Ta(z) = arg max I(p;z) = —.

Experiment B:
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Analog zum Experiment A haben wir in diesem Experiment fiir x € {0,1,...,n}:

I(p: 2) = log(L(p: 2)) = log ((Z) 1 pC)x@C)H)
—tog (") +10g(1 = 1)+l — ) og(o)

Es gilt
ol —cpt celn—2x)
0p( ) 1 —pe p
< c(n—a2)(1—p°)—acp'p=0
< p°(c(n—x)+zc) =c(n—x)
n—ux

— =

. /n—x

— p=

n

Wieder ist g—;é(p; x) < 0 und wir erhalten daher

n—=x

c

Ts(z) = arg max I(p;z) = "

Sind die Maximum-Likelihood-Schétzer erwartungstreu in beiden Experimenten A und B?
Begriinden Sie Ihre Antwort.

Lo6sung:

(d) Experiment A:
Der Schéitzer T ist erwartungstreu, wenn fiir alle p € (0,1) gilt E,[T4(X)] = p.
Dies ist efiillt, denn

BITAX] =, || =" =

Experiment B:
Der Schétzer Tp ist erwartungstreu, wenn fiir alle p € (0,1) gilt E,[Ts] = p. Es gilt

jedoch
] n ;
= \/1 — —n(l — =p,
n

wobei wir die strikte Jensen Ungleichung fiir die konkave Funktion f(z) = /x angewen-
det haben. Also ist E,[T(X)] < p und Tp ist somit nicht erwartungstreu.

E[Tp(X)] = E,
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