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1 Wiederholung

Martins Axiom MA. Fiir jede partielle Ordnung (P, <), welche nur abzéhlbare
Antiketten (ccc = countable chain condition) besitzt, und fiir jede Menge &
aus offenen dichten Teilmengen in P mit |Z| < ¢ existiert ein Z-generischer
Filter auf P.

MA(P). Fiir jede partielle Ordnung (P, <) mit der Eigenschaft P und fiir
jede Menge Z aus offenen dichten Teilmengen in P mit |Z| < ¢ existiert ein
ZP-generischer Filter auf P.

Wobei P = ccc, P = o-zentriert oder P = abzéahlbar.

Fakt. MA =— MA(o-zentriert) = MA (abzihlbar)

Definition (Ultrafilter). Ein Filter # C Z(w) ist ein Ultrafilter, wenn fiir
alle x C w entweder z € .F oder w \ z € F gilt.

Ultrafilter Theorem. Sei .# C Z(S) ein Filter, dann kann .# zu einem
Ultrafilter % erweitert werden, d.h. es gibt einen Ultrafilter % C P(S), so
dass ¥ C % .



2 Ultrafilter und Ramsey Ultrafilter
Definition (Fréchet Filter). Fy = {xr C w: w \ x ist endlich}

Definition (Freier Filter). Ein Filter .# C |w]® ist ein freier Filter, wenn er
den Fréchet Filter enthélt.

Definition (Ramsey Ultrafilter). Ein freier Ultrafilter 7 C [w]® ist ein Ram-
sey Ultrafilter, wenn fiir jede Firbung 7 : [w]®> — 2 ein homogenes v € %
gibt, d.h. 7[j2 ist konstant.

Definition (Starke endliche Durchschnittseigenschaft). Eine Familie .# hat
die starke endliche Durchschnittseigenschaft(sfip = strong finite intersection
property), wenn jede endliche Unterfamilie einen unendlichen Durchschnitt
besitzt.

Korollar 2.1. Sei ¢ C Z(S) eine Familie von Teilmengen aus S mit sfip,
dann kann ¢ zu einem Ultrafilter % erweitert werden.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir eine schwéchere Annahme. Sei ¢ C
P (S) eine Familie von Teilmengen aus S mit der endlichen Durchschnitts-
eigenschaft (fip), d.h. jede endliche Unterfamilie hat eine nicht leere Durch-
schnittsmenge. Wir definieren

F ={X C S:esgibteinn € wund Xy,..., X,, € 4, so dass X;N...NX,, C X}.

Dann ist .# ein Filter, so dass ¥4 C .. Aufgrund des [Ultrafilter Theorems|
gibt es einen Ultrafilter %, welcher den Filter .# erweitert.

Dieser Beweis stammt aus Hrbacek und Jech [I, Chapter 11, Lemma 1.7,
p. 202-203 |. O

Proposition 2.1. Sei % ein freier Ultrafilter, dann ist %/ ein Ramsey Ul-
trafilter genau dann wenn fiir jede unendliche Partition {u; C w : i € w}
von w gilt: entweder ist u; € % fiir ein (eindeutiges) ¢ € w oder es gibt ein
x € U, so dass fiir jedes i € w, |[x Nw;| < 1.

Bemerkung. Den Beweis der Proposition findet man in Halbeisen [2, Pro-
position 11.7, p.264]. In vielen Biichern wird die dquivalente Aussage als
Definition fiir Ultrafilter benutzt.



3 Existenz von Ramsey Ultrafiltern

Proposition 3.1. M A (abzihlbar) = es gibt 2° paarweise nicht isomor-
phe Ramsey Ultrafilter.

Idee des Beweises. Um 2° nicht isomorphe Ramsey Ultrafilter zu finden,
reicht es 2¢ unterschiedliche Ramsey Ultrafilter zu finden, da es nur ¢ Per-
mutationen von w hat. Wir nutzen die transitive Induktion um die 2¢ un-
terschiedlichen Ramsey Ultrafilter zu finden. Fiir alle v : ¢ — 2 und fiir alle
a € ¢ bilden wir eine Menge

Fja = {xﬁﬁ(ﬂ) P e O‘} C [w)”

mit sfip, so dass der Filter, welcher durch (.. .%o generiert wird, ein Ram-
sey Ultrafilter ist. Ausserdem miissen wir sicher stellen, dass fiir unterschied-
liche 7,7 € 2 unterschiedliche Ramsey Ultrafilter generiert werden.

Um zu zeigen, dass man Ramsey Ultrafilter gebildet hat, nutzen wir die
Proposition Wir zeigen ndmlich, dass fiir jede unendliche Partition {Y}, :
n € w} von w es entweder ein ny € w gibt, so dass Y,,; € |J e Fjo oder es
hat ein z € J,c. #a, s0 dass fiir alle n € w, [z NY,| < 1 gilt.

Beweis. Sei {2, : a € ¢} die Menge aller unendlichen partiellen Partitionen
von w, das heisst fiir jedes a € ¢, ist &, = {Y,* : n € w} eine Menge aus
paarweise disjunkten Teilmengen von w, so dass | J £, = w.

Wir definieren oo := {2n:n € w} und xo1 := {2n+1:n € w} und fir
6 € {0,1} sei Froa)) = {205} U{r Cw:|w\ 2| <w}.

Es gilt, dass F 6 fiir 6 € {0,1} sfip besitzt.

Sei o € ¢, wir nehmen an, dass fiir jedes n € “2 und jedes 3 € « bereits
die folgende Menge konstruiert hétten: %, 3 = {x, ) : t € S}, welche die
sfip erfiillen, so dass fiir alle 3y € 81 € a gilt %, 5, C F,5,- Nun konstruieren

o

wir die Menge .%,, hier gibt es zwei Fille:

Fall 1. « ist eine Limesordinalzahl (limit ordinal): In diesem Fall definieren

wir
Ty = U ﬁnlﬂ-
Bea

Die Menge %, besitzt sfip, da alle .%, 5 aufsteigend sind und sfip haben.



Fall 2. « ist eine Nachfolgerordinalzahl (successor ordinal): In diesem Fall
ist a = By + 1, dann schauen wird uns g, = {Y,, : n € w} an. Wir haben
folgende zwei Fille:

Fall 2.1. Es gibt ng € w, so dass %, 3, U{Y,,} sfip hat. Sei P, = Fn(Y,,,2)
die Menge aller Funktionen p, so dass dom(p) eine endliche Teilmenge von
Yy, ist und ran(p) C 2 und fiir p,q € P, sei eine partielle Ordnung definiert
durch p < ¢ <= p C ¢q. Dann ist (P, <) abzihlbar und fiir jede endliche
Menge E € fin(fy), jedes n € w und fiir jedes § € {0, 1} ist die Menge

> n}
eine offene dichte Teilmenge von P;. Sei nun
9 ={Dgns: Ecfin(fo) A\ncwAnde{0,1}}.

Dann gilt: |2| < max(|a|,w) < ¢. Aus dem MA (abzéhlbar) folgt, dass ein
P-generischer Filter G auf P; existiert. Fiir § € {0, 1} sei

TBo,s ‘= U {p71<5) IpE G} .

Fir 6 € {0,1} ist zg,5 € [Va)* und Z, := Fy5, U {@s,n050)} hat sfip.
Schliesslich, seien 7,7’ € *2, so dass n(By) =1 —n'(Bo). Da xg,1 Nxg,1 =0
gilt,folgt daraus, dass %, # #,/. Ausserdem fehlt der Menge .%, U %,/ sfip,
deshalb gibt es keinen Ultrafilter, welches .%#, und .%#,, erweitern kann.

P () N () Ty

LEE

DE,n,(S: {p€P13

Fall 2.2. Wenn fiir jedes n € w gilt, dass ¥,, zum dualen Ideal von 7,3,
gehort, dann ist jede endliche Vereinigung von Elementen aus .%,3, in un-
endlich vielen Mengen aus &3, enthalten. Sei P, C Fn(w,2), so dass p € P,
genau dann wenn fiir jedes Y € Z;, gilt:

max {[p~(0) N Y[, [p~ (1)NY[} <1

und fiir p, ¢ € P, sei eine partielle Ordnung definiert durch p < ¢ <= p Cq.
Dann ist (P, <) abzéhlbar und fiir jede endliche Menge E € fin(f,), jedes
n € w und jedes 6 € {0, 1} ist die Menge

> n}

p ()N m Lun(e)

LeE

DE,n,§: {p€P23




eine offene und dichte Teilmenge von Ps. Sei
.@ = {DE,n,zS B e ﬁn(ﬁo) AnewA 0 < {O, 1}}

und sei G ein Z-generischer Filter auf P,. Schliesslich sei

Ty 1= U {p~'(0) :pe G}.

Dann hat .7, := %5, U {gyn(50) } fir und ausserdem ist xs, (5, so dass
fir alle n € w, |2y 8, N Yn| < 1. Es gilt fiir n,n" € “2 mit n(8y) = 1—1'(5),
dass kein Ultrafilter ., und .%,, erweitern kann.

Schliesslich, sei %, fiir jedes v € 2, der von der Menge J, .. %o ge-
nerierte Filter. Es gilt fiir verschiedene v,~" € 2, dass .%, und %, zwei
unterschiedliche Ramsey Ultrafilter sind und somit existieren 2° paarweise
nicht isomorphe Ramsey Ultrafilter. m

4 Magische Mengen

Definition. Sei H C ®R. Eine Menge M C R ist eine magische Menge fiir
die Familie H wenn fiir alle Teilmengen M C R und alle Funktionen f, g € ‘H
gilt, dass

giIM] C fIM]=f=g

Wir wollen zeigen, dass aus ML A (o-zentriert) folgt, dass 2° paarweise ver-
schiedene magische Mengen fiir die Familie aller symmetrischen, lokal be-
schrankten, nirgends konstanten Funktionen (s.l.b.n.k.) existieren. Ausser-
dem zeigen wir, dass diese magischen Mengen eine gewisse Stabilitéit besitzen:
Sie konnen nicht zerstort werden, indem wir abzdhlbare Mengen hinzufiigen
oder entfernen.

Definition. Eine Funktion f: R — R ist symmetrisch, falls gilt:

Vi eR:limlE N @—h)
h10 2

= f(x). (1)

Lemma 4.1. Die Menge aller symmetrischen Funktionen ist abgeschlossen
unter Multiplikation mit Skalaren und (punktweiser) Addition.
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Beweis. Sei A € R ein Skalar und seien f und g zwei symmetrische Funk-
tionen. Dann gilt fiir alle x € R:

o AL+ D) + Mz = h) F@+h)+ f(z —h)

hi0 2 - Mﬁﬂ? 2 = AMf(2),
iy 9@+ 1)+ (f +g)(x —h)
hlo 2
. fle+h)+fx—h) . glx+h)+g(x—nh)
=l 2 i 2 = f@) +g(@).

Definition. Eine Funktion f : R — R ist lokal beschrénkt, falls fiir jedes
x € R eine Umgebung U von x existiert, so dass f|y beschriankt ist.

Lemma 4.2. Die Menge aller lokal beschrinkten Funktionen ist abgeschlos-
sen unter Multiplikation mit Skalaren und (punktweiser) Addition.

Beweis. Sei A ein Skalar und seien f und g zwei lokal beschrinkte Funktio-
nen. Sei x ein beliebiger Punkt in R und seien U, bzw. U’ zwei Umgebungen
von z, so dass f und g auf U, bzw. U’ beschrankt sind durch die Konstanten
M, bzw. M'. Dann ist Af auf der Umgebung U von x beschrénkt durch A\M
und (f + g) auf der Umgebung U N U’ von x beschrankt durch M + M.

Lemma 4.3. Seien g und h zwei symmetrische, lokal beschriankte Funktionen
in *R und sei D eine dichte Teilmenge von R. Dann gilt

Beweis.
(<=) g = h impliziert g|p = h|p nach Definition.

(=) Sei D eine dichte Teilmenge von R und seinen g und h zwei verschiedene
symmertrische, lokal beschrankte Funktionen, so dass g|p = h|p gilt.
Sei nun f :=¢g—hund sei f:= af, wobei a € {—1, 1} so gewéhlt ist,
dass ein xy € R existiert mit f(xg) > 0. Nach Lemma und Lemma
ist f wieder eine symmetrische, lokal beschrankte Funktion. Sei
I C R ein beliebiges, offenes Intervall, welches xy enthélt. Wir zeigen
nun per Induktion, dass fiir jedes m € N ein z,, € I exisitiert, so dass

J(zm) > 5 f(x0) gilt.



(m=1) Wahle z; ;== 25 € [

(m —m+1) Sei z, € I, so dass f(zm) > % f(zo) gilt. Wir wéhlen nun eine
Folge (hp)nen C Rsq, so dass lim,, o0 by, = 0 und 2, + h,, € D fur
alle n € N gilt. Wir erhalten

(o) < flzm) = = 1 (F (it Fon) + F(m — ) = = L f (2 — B,

2 2 n—oo 2 n—oo
wobei wir fiir die erste Gleichung verwenden, dass f symmetrisch
ist und fiir die zweite Gleichung, dass z,, + h,, immer in D liegt,
und f auf D gleich 0 ist, da f = a(g — h) und nach Annahme
g|D = h|D gllt
Es existiert also ein ny € N, so dass f(z,, — hn,) > mf(xg) >
mTH f(zo) und wir kénnen z,,+1 := 2, — hy, definieren.

Wir haben gezeigt dass f auf I nicht beschréankt ist und f somit nicht
lokal beschrinkt sein kann. Dies steht in Widerspruch zu unserer An-
nahme.

Korollar 4.1. Die Familie aller symmetrischen, lokal beschréankten Funktio-
nen in ®R hat Kardinalitit c.

Beweis. Verwende Lemma [4.3| mit D = Q.

Korollar 4.2. Seien f und g symmetrische, lokal beschrinkte Funktionen.
Falls f # g, dann existiert ein nichtleeres, offenes Intervall I € R, so dass
f(z) # g(x), fir alle z € I gilt.

Beweis. Angenommen, es gibe fiir jedes offene, nicht-leere Intervall I € R
ein x € I, so dass f(z) = g(x). Die Vereinigung aller offenen, nichtleeren
Intervalle bildet eine dichte Teilmenge D von R, fiir die f|p = g¢|p. Nach
Lemma [4.3 haben wir also f = g.

Definition. Wir definieren 7 C ®R als die Menge aller symmetrischen, lokal
beschrénkten, nirgends konstanten (s.l.b.n.k.) Funktionen.

Definition. Eine Teilmenge D C R heisst nirgends dicht in R, falls das
Innere des Abschlusses von D leer ist.

Lemma 4.4. Sei f € F. Dann ist die Menge f~'({z}) nirgends dicht fiir
jedes = € R.



Beweis. Sei f € F. Angenommen es existiert ein x € R und ein nicht-
offenes Intervall I C R, so dass

I\ f({z}) = 0.

Indem wir in Lemma R durch das Intervall I ersetzen und fiir f unser f
und fiir g die konstante Funktion verwenden die alles auf x abbildet, erhalten
wir dass auch f auf I konstant sein muss. Dies steht in Widerspruch zu
unserer Annahme, dass f nirgends konstant ist.

Definition. Sei H C ®*R. Eine Menge M C R ist eine stark magische Men-
ge fiir die Familie H genau dann wenn fiir alle f, g € H und alle Teilmengen
Yo, Y1 von R mit Kardinalitdt kleiner als | M| gilt, dass

glM\Yo)uni] C f(M\Yo)uYi] = f =g (3)

Definition. Eine Teilmenge D C R heisst mager in R, wenn sie die abzéhlbare
Vereinigung nirgends dichter Mengen ist.

Definition. Eine Teilmenge D C R heisst nirgends mager in R, falls fiir
jede nicht-leere offene Teilmenge U C R gilt, dass D N U nicht mager ist.

Definition. Wir definieren .# als die Kollektion aller mageren Teilmengen
von “w.

Definition. Die Additivitét einer Familie S, geschrieben add(S), ist die
kleinste Anzahl Mengen in S, deren Vereinigung nicht mehr in S liegt, for-
maler

add(S) = min{|A|: AC SA| JA ¢ 5}

Es folgt noch ein Lemma, welche unseren Existenzbeweis fiir magische
Mengen im néchsten Kapitel auf das Martin Axiom zuriickfithrt. Der Beweis
dieses Lemmas wiirde hier aber den Rahmen sprengen und wir verweisen
dafiir auf Kunen [4, Chapter II, Theorem 2.20].

Lemma 4.5. Aus MA (o-zentriert) folgt add(.#) = «¢.



5 Existenz von Magischen Mengen

Theorem 5.1. Angenommen add(.#) = c¢. Sei N eine nirgends magere
Teilmenge von R. Dann enthélt N 2¢ = |P(R)| paarweise verschiedene stark
magische Mengen fiir die Familie F.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass N 2¢ paarweise verschiedene magi-
sche Mengen enthélt, zu denen wir eine Menge von Kardinalitdt kleiner ¢
hinzufiigen oder entfernen kénnen ohne sie zu zerstoren. Sei C := {(f,g) €
F x F|f # g}. Nach Korollar 4.1 wissen wir, dass |C| = ¢. Fiir jede Funk-
tion v € ‘2 konstruieren wir eine magische Menge M, C N mit transfiniter
Induktion. Sei nun o € ¢. Angenommen wir hétten fiir jedes 5 € « schon
ein m% und m}j konstruiert. Nach Korollar existiert ein nichtleeres offenes
Intervall 1, C R, so dass Vx € I, : fo(x) # go(z). Wir teilen nun I, in zwei
disjunkte Intervalle [2lpha und [ ;lp,w mit nichtleeren Inneren. Jetzt wahlen
wir m% € R und m! € R so, dass die folgenden Bedigungen erfiillt sind fiir

jedes 6 € 2:
(1) m €INN

(2)a Mg & Usea f5 ({95(m3)}) UlUgeq 5 ({g5(mp)}) = A
(3o me & Usea 95 ({Ffa(mB)}) UlUsea 95" ({fo(mp)}) =: B
(4) = C
()

oY=)

hey=}

Yo mg & Usea 95 ({95(m3)}) UlUseq 95 ({95(m5)})

5)a o & Usealmi} UlUseadmp}t = D

m? und m], existieren, da A,B,C und D alles Vereinigungen von weniger als
¢ mageren Mengen sind nach Lemma . Da wir add(.# = ¢ angenommen
haben, sind A,B,C und D auch mager. Da N nirgends mager ist, erhalten
wir, dass (NN I%)\ (AU BUC U D) nicht leer ist fiir jedes § € 2.

Fiir jedes v € 2, sei M, = {ml(a)|a € ¢} C N. Nach Konstruktion gilt
M, # M fiir alle v,7" € 2 mit v # 7. Also gibt es 2° = | ‘2| paarweise
verschiedene Mengen M.,. Sei nun 7y € ‘2 und seien Y, und Y; zwei Teilmengen
von R mit Kardinalitét kleiner als c.

Behauptung 1: Fiir jedes a € ¢ gilt, dass go(mi®) & fo[M,).

Beweis. Sei a € ¢. Angenommen es gébe ein mg(ﬁ) € M, mit

Ga(m2@) = fo(m}?). (4)
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Dann tritt einer von drei moglichen Féllen ein:

Fall 1: o = 8 Dann ist ga(md®) = fa(md®), also wire ml\® ¢ I,. Dies steht

in Widerspruch zu (1)g,.

Fall 2: o € 8 Nach (4 hiitten wir m}® € f7'({ga(m2®)}). Dies steht in Wi-

derspruch zu (2),.

Fall 3: 8 € o Nach (4) hétten wir m2® € g ({foé(m/8 }). Dies steht in Wi-

Behauptung 2:

derspruch 71 (3)q.

Da alle drei Fille zu einem Widerspruch fithren, muss unsere Annahme
falsch sein und somit g, (mad®) ¢ fa[M,] gelten.

Fiir jedes a € ¢ gilt, dass g,[(M, \ Yo) UY1] & fol(M, \ Yo) U Y]
Beweis. Sei a € ¢. Fiir jedes k € E\ {0} existiert ein eindeutiges €r € ¢,
so dass (kfa, kga) = (fers Ge)- Wir definieren my, := mzk( ¥ Seien k,l €
R\ {0} und k # [. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nehmen wir
an, dass €, € ¢. Dann haben wir nach (4),, dass (1ga)(m;) # (1ga)(mk)
und damit auch g,(m;) # ga(myg). Also hat die Menge {gn(mi)|k €
R\ {0}} Kardinalitidt ¢ und es existiert ein [ € R\ {0} mit

ga(mu) € {ga(mu)|k € RA{0}}\ (fa[Y1] U ga[Y0]),

da |fa[Y1]] < |Y1| < ¢ und |ga[Yo]| < |Yo| < ¢. Nach Behauptung 1 ist
aber go(my) ¢ fo[M,] fiir jedes k € R\ {0}. Also gilt

ga(mu) & fo[My \ Yol U fa[Y1] = fa[(My \ Yo) U YA].

Weil aber g,(m;) € ga[Yo], erhalten wir, dass

ga(mu) € ga[(M, \ Yo) UY1].

Also ist die Menge M, C N stark magisch fiir jede Funktion v € 2.

Korollar 5.1. Angenommen, es gilt add(.#') = ¢. Dann gibt es 2° = |P(R)|,
paarweise verschiedene, stark magische Mengen fiir die Famillie F.

Beweis. Verwende Theorem B.1] mit N =R
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