
Definition 1. Eine binäre Relation ”≤” auf einer Menge P ist eine partielle Ord-
nung/Halbordnung von P , wenn sie transitiv (d.h. p ≤ q und q ≤ r impliziert p ≤ r),
reflexiv (d.h., p ≤ p für jedes p ∈ P ) und anti-symmetrisch (d.h. p ≤ q und q ≤ p im-
pliziert p = p) ist. Wenn ”≤” eine partielle Ordnung auf P ist, so wird (P,≤) eine partiell
geordnete/halbgeordnete Menge genannt.

Wenn (P,≤) eine partiell geordnete Menge ist, dann definieren wir p < q⇔ p ≤ q∧p ≠ q,
und nennen (P,<) partiell geordnet im strikten Sinn (ersetze Reflexivität durch p ≮ p
für jedes p ∈ P ).

Definition 2. Zwei verschiedene Elemente p, q ∈ P , wobei (P,<) eine partiell geordnete
Menge ist, werden vergleichbar genannt, wenn entweder p < q oder q < p gilt; ansonsten
werden sie unvergleichbar genannt. Bemerke, dass wir für p, q ∈ P haben könnten, dass
gilt p ≰ q genauso wie p ≱ q.

Definition 3. Wenn wir für beliebige Elemente p und q von einer partiell geordneten
Menge (P,<) p < q, p = q oder p > q (wobei diese drei Fälle gleichzeitig exklusiv sind)
haben, dann wird P linear geordnet durch die lineare Ordnung ”<” genannt. Zwei
Elemente p1 und p2 von P werden kompatibel genannt, falls ein q ∈ P existiert, so dass
p1 ≤ q ≥ p2 gilt; ansonsten werden sie unkompatibel genannt, dargestellt durch p1 ⊥ p2.

Definition 4. Sei (P,<) eine partiell geordnete Menge. Dann wird p ∈ P maximal (”<”-
maximal) in P genannt, falls kein x ∈ P existiert mit p < x. Ähnlich wird q ∈ P minimal
(”<”-minimal) in P genannt, falls kein x ∈ P existiert mit x < p. Ausserdem gilt für eine
nicht-leere Menge C ⊆ P , dass ein Element p′ ∈ P obere Schranke von C genannt wird,
falls für alle x ∈ C folgendes gilt: x ≤ p′.

Definition 5. Eine nicht-leere Menge C ⊆ P , wobei (P,<) eine partiell geordnete Menge
ist, ist eine Kette in P , wenn C linear geordnet ist durch ”<” (d.h. für alle verschiedenen
p, q ∈ C haben wir entweder p < q oder p > q). Umgekehrt, falls A ⊆ P ist so, dass beliebige
zwei verschiedene Elemente von A unvergleichbar sind (d.h. weder p < q noch p > q), dann
wird A eine Anti-Kette genannt. Ausserdem ist A ⊆ P eine maximale Anti-Kette in
P , falls A eine Anti-Kette in P ist und A maximal mit dieser Eigenschaft ist. Bemerke,
dass wenn A ⊆ P eine maximale Anti-Kette ist, dann ist für jedes p ∈ P ∖A ein q ∈ A, so
dass p und q kompatibel sind.

Definition 6. Sei (P,<) eine linear geordnete Menge. Dann ist ”<” eine Wohlordnung
auf P , wenn jede nicht-leere Teilmenge von P ein minimales Element hat. Ausserdem
wird eine Menge P wohl-geordnet genannt, wenn eine Wohlordnung auf P existiert.

Definition 7. Einer Familie F von Mengen wird gesagt, dass sie endlichen Charakter
hat, wenn für jede Menge x gilt: x ∈ F⇔ fin(x) ⊆ F (d.h., jede endliche Teilmenge von x
gehört zu F).

Theorem 3.7 (Transfinite Recursion Theorem). Sei F eine Klassenfunktion, welche für
alle Mengen definiert ist. Dann gibt es eine eindeutige Funktion G definiert auf Ω, so dass
für alle α ∈ Ω gilt: G(α) = F (G∣α), wobei G∣α = {⟨β,G(β)⟩ ∶ β ∈ α}.

Theorem 3.21 (Hartog’s Theorem). Für jedes Kardinal m gibt es ein kleinstes Aleph,
bezeichnet mit N(m), so dass N(m) ≰ m

Korollar 3.22. Für jede Ordinalzahl α gibt es eine Ordinalzahl β, so dass ∣β∣ > ∣α∣.
Ebenso, für jede Kardinalzahl m gibt es eine Ordinalzahl β, so dass ∣β∣ ≰ m.
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