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Shelah’s Models of the Second Type: Teil 11

Erinnerung 1 FEine Menge E C A ist ein Trdger von z, falls
fizg (E) C symg(x)

Lemma 1 Fir jede Menge S C A in Vg, gibt es einen eindeutigen
kleinsten Trager supp(S). Die Menge {S C A : S € Vg, Asupp(S) = E}
1s endlich wenn E C A endlich ist.

Beweis Die Strategie ist zu zeigen, dass der Schnitt zweier Trager von
S wieder ein Tréger von S ist, also falls Fy, F; C A Trager sind, ist auch
FEy := FE1 N Es ein Trager von S. Der Schnitt aller Trager von S ist
dann supp(S). Zuerst schauen wir uns die Ideen des Beweises intuitiv
an. Diese Ideen formalisieren wir danach. Sei S eine Menge S C A
in Vg, und Eg ein Trager von S. Wir betrachten zwei Urelemente a
und b, welche mithilfe von den Relationen und den Elementen von Eg
nicht unterscheidbar sind. Dann sind Fs U {a} und Eg U {b} isomorphe
Submodelle von M. Mit dem vorigem Lemma zeigen wir, dass somit
entweder a,b € S oder a,b ¢ S gilt. Dies erlaubt es uns, S eindeutig zu
charakterisieren, indem wir alle mdglichen Konstellationen der Relatio-
nen zwischen Elementen von S mit Elementen von Eg in einer Menge
zusammenfassen. Dann betrachten wir zwei verschiedene Trager F; und
FE5. Beide geben uns eine Charakterisierung von S. Wir konstruieren
dann eine Folge von Urelementen by,...,b;. Die Konstruktion von M
erlaubt es uns, dass die Konstellation beziiglich Es fixiert bleibt und gle-
ichzeitig die Konstellation beziiglich F; verdndert. Am Ende hat b, die
gleiche Konstellation beziiglich E; wie a. Wir zeigen dann, dass diese
Konstruktion impliziert, dass die Konstellation beziiglich F1 N Es schon
genug ist um S zu charakterisieren. Daraus folgt dann das der Schnitt
ein Trager ist.

Nach diesem breitem Uberblick fomalisieren wir zuerst, was mit der
Unterscheidbarkeit von a und b mithilfe einer Menge £ C A gemeint ist.
Sei E = {eq,...,en—1} C A eine endliche Menge von Urelementen. Wir
betrachten die Menge Op, welche aus allen der folgenden .Z-Formeln
¢i(x) besteht:

pi(r)=x=e; fireinj<n-1,

)
)

Em<Mej fiir ein j <n —1,

= R;(v,e) fiir i + k <n und € € seq’ (E).

¢i($
bi(z
Fir Urelemente a € A wir definieren

Ip(a) = {¢:(x) € Op : M F ¢;(a)},

also die Menge aller Formeln in © g welche nach Substitution von = mit
a in M gelten. Dies ist sozusagen die Menge aller Relationen, welche
zwischen a und den Elementen von E gelten. Falls 9g(a) = 9g(b),
kénnen wir @ und b nicht unterscheiden wenn wir nur deren Relationen
mit Elementen von E wissen. Umgekehrt impliziert ¥g(a) # 9g(b)
auch a # b. Zum Beispiel fixiert ¥g(a) die Position von a in der linearen
Ordnung <M bezogen auf E. Wenn es ein e; € E gibt mit a <M e; <M b
folgt a # b.

Wenn wir a und b nicht mithilfe £ unterscheiden kénnen, gibt es eine
Permutation 7 € fixg(E) mit ma = b. Tatséchlich, wenn ¥ (a) = V(D)
gilt, dann sind E U {a} und E U {b} isomorph. Der Isomorphismus ist
die Identitdt auf E und a wird auf b abgebildet. Das vorige Lemma



erlaubt es, den Isomorphismus zwischen E U {a} und E' U {b} zu einem
Automorphismus auf M, also einer Permutation 7 zu erweitern. Sei nun
S C Ain Vg, beliebig und Eg = {eq,...,en—1} C A ein Trager von S.
Die vorigen Argumente implizieren, dass

aeS&sbesS

gilt, wenn ¥g(a) = Jp(b). Wir haben namlich 7 € fixg(£) und somit
auch 7 € symg(x). Somit sind entweder alle Urelemente o’ mit ¥z (a’) =
Yg(a) in S oder keine. Dass heisst, S ist von der Menge {¥g(a) : a € S}
eindeutig bestimmt. {Jg(a) : a € S} ist ein Element von P(P(Og)).
Wenn S und S’ verschiedene Mengen mit Trager E sind, bekommen
wir auch verschiedene Elemente von P(P(©f)). Da es nur endlich viele
solche Elemente gibt, folgt der zweite Teil des Lemmas.

Nun zeigen wir, dass Ey := E1 N Es ein Trager von S ist, falls F; und
FE5 Trager von S sind. Falls E; C E5 oder Es C Ejq, ist dies klar. Nehme
an, dass dies nicht der Fall ist. Sei ag € S und betrachte ¥, (ag). Das
Ziel ist zu zeigen, dass jedes beliebige Urelement by € A mit

Vo (bo) = U, (ao)

auch in § ist. Jeder Automorphismus auf M, welcher Ej fixiert, bildet
ao auf ein solches by ab. Da ag beliebig war, folgt dann das jeder Auto-
morphismus ganz S auf sich selbst abbildet und somit

fixg(Ep) € symg(S).

Falls ¢ = €; in Vg, (ao) ist, haben wir ag = e; = by und die Aus-
sage stimmt. Somit kénnen wir annehmen, dass keine solche Formel in
9 g, (ao) ist und darum gilt auch ag ¢ Ey. Zusétzlich, falls

U, (bo) = VE, (ao)

sind wir auch fertig, da F; ein Trager von S ist.

Wir nehmen nun ¥z, (by) # 9g, (ag) an. Wir konstruieren eine Folge
von Urelementen by, b1 . .., by (fiir ein k € w) sodass Vg, (b;) immer dhn-
licher zu ¥, (ag) wird. Schlussendlich gilt Vg, (bx) = Ig, (ag) Wir ver-
wenden F5 und die Konstruktion von M geschickt um sicherzustellen,
dass

bheSebye8

fiir alle I < k gilt. Da E; ein Trager von S ist, folgt by € S aus ag €
S. Somit gilt auch by € S und Ejy ist ein Triger von S. Somit ist
supp(S) := ({E : E ist Trager von S} ein Triger und offensichtlich
auch der kleinste. Um den Beweis abzuschliessen, illustrieren wir an
einem Beispiel, wie wir das nachste Glied der Folge bestimmen.

Wir nehmen an, dass by ¢ Eo und es gibt ein <M-minimales ELement
e; € E1\ Es sodass ag <M e, <M p,. Wir finden nun ein Element b; mit
by <M ¢, dass sich sonst beziiglich F1 und F5 verhalt wie bg. Durch die
Konstruktion von M existiert dieses by in My, falls n > |F; U Ea| + 1
und F1 U FEy C M, gilt. Da sich keine Relation beziiglich Fy gedndert
hat, gilt 9p,(bg) = Ig,(b1). Da Fy ein Tréager von S ist, folgt aus den
vorigen Argumenten, dass by € S & by € S. Gleichzeitig gilt auch
9g,(bo) = Vg, (b1), da By C Es. Nun stimmt die Position von b; in
Bezug auf die Urelement von E; und <™ mit der von aq iiberein. Mit der
gleichen Strategie konnen wir nun die anderen Relationen beziiglich F,
sukzessive verdndern, indem wir b, b3, . . ., by konstruieren. Wir machen
dies, bis Vg, (by) = Vg, (ap) gilt. Da E; auch ein Tréger von S ist und



ap € S, gilt auch by, € S. Unsere Konstruktion der Folge impliziert somit
by € S. Falls by € FEy gelten wiirde, hitten wir by ¢ E; und wir kénnten
analog vorgehen. Wir haben gezeigt, dass ¥, (bg) = 95, (ap) impliziert
bg € S falls ag € S. Somit ist Fy auch ein Trager und wir sind fertig mit
dem Beweis des Lemmas. 0

Nun koénnen wir folgende Aussagen iiber Kardinaltitdten beweisen.

Proposition 2 Sei m die Kardinalitat der Menge von Urelementen A
von Vg,. Es gilt

Vs, Fseq' ™t (m) < 2™ < seq(m).
Beweis Wir zeigen zuerst Vg, F seq! 1 (m) < 2™. Wir definieren
O(g):={xe€A: MER,(z,7)}.

fir ¥ = (Yo,.--,Yn_1) € seq! "1(A). Wenn wir zwei Elemente ¥, 2 €
seq'~1(A) haben, welche sich in mindestens einer Stelle unterscheiden,
gilt ®(71) # P(y2). Tatséchlich, betrachte das erste M, welches alle
Elemente von g; und g9 enthalt. Per Konstruktion von M, 41 gibt es ein
neues Element a € M, 1, sodass R, (a, 1) gilt und R, (z, §2) nicht gilt.
Somit ist @ injektiv. Da die Funktion ® in Vg, ist, gilt somit

Vg, Eseq!H(m) < 2™

Im Vortrag B4 wurde bewiesen, das seq! ~(m) # 2™ in ZF beweisbar ist
und somit haben wir

Vg, Eseq' 7t (m) < 2™,

Im selben Vortrag wurde auch bewiesen, dass 2™ # seq(m) in ZF
beweisbar ist. Darum reicht es zu zeigen, dass 2™ < seq(m) gilt. Wir
konstruieren eine Injektion von P(A) nach seq(A), um dies zu zeigen.
Die Idee ist, eine Menge S C A auf eine Folge mit den Elementen
supp(S) abzubilden, da supp(S) endlich ist. Jedoch kann es mehrere
verschiedene Mengen geben, welche den gleichen Trager haben. Da wir
aber im letzten Lemma sahen, das es nur endlich viele dieser Mengen
geben kann, verlangern wir die Folge fiir jede dieser Mengen in unter-
schiedlicher Weise.

Nun schauen wir uns die Konstruktion dieser Injektion im Detail an.
Sei E C A endlich. Wir konstruieren zuerst eine Nummerierung der
Mengen S mit supp(S) = E. Dazu nummerieren wir zuerst die Menge
©r vom Beweis des vorigen Lemma. Da <M eine totale Ordnung ist,
konnen wir die Formeln nach der Anzahl involvierten Elementen und
der kanonischen Ordnung beziiglich <™ ordnen. Wir erhalten ng =
{bo(x),...,Pr—1(x)} fir ein k € w. Im Beweis des letzten Lemma sahen
wir, dass wir jede Menge S eindeutig mit einem Element von P(P(Og))
identifizieren konnen. Darum induziert ng die Injektion:

Up : {SCA : supp(s) = E} — P(Pk))

Sy — {I Ck : dae So(ﬁE(a) = {(bl(a:) € I})}
Nun definieren wir die Injektion ¥ von P(A) nach seq(A) mit

U(S) :=(eg,...,en-1,a,b,...,b)

wobei:



e a,b € A sind fixierte und verschiedene Urelemente,

e £ = {eg,...,en_1} ist der kleinste Tréger von S und die Num-
merierung ist beziiglich <™ geordnet,

e Die Anzahl b’s am Ende der Folge entspricht der Position von
Uy (S) in P(Pk)) beziiglich der kanonischen Ordnung.

Falls S und S’ verschiedene kleinste Triager haben, werden sie auf ver-
schiedene Elemente abgebildet. Wenn die Trager die gleiche Kardinalitat
haben, unterscheiden sie sich irgendwo in den ersten n Stellen. Falls
nicht, kommt das hineingeschobene a beim der ldngeren Folge an einer
Stelle, wo die kiirzere Folge ein b hat. Wenn die kleinsten Tréger von S
und S gleich sind, unterscheidet sich die Lénge der Folgen. Somit ist ¥
injektiv. Da ¥ per Konstruktion auch in Vg, ist, sind wir fertig U

Da die Ordnungsrelation <M auf A dicht ist, kann man Vg, F fin(m) <
seq'~!(m) beweisen. Dies benétigt #hnliche Argumente wie im Vortrag
B8 iiber das geordnete Mostowski Model.



