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Dieser Vortrag hat als Ziel zu zeigen, dass seq1−1(m) 6= 2m 6= seq(m) für
m ≥ 2. Für den endlichen Fall ist es schnell ersichtlich. Dennoch illustrieren wir
dies mit folgendem Beispiel. Sein A = {a, b} eine Menge mit zwei Elementen.
Dann folgt dass

seq1−1(A) = {∅, 〈a〉, 〈b〉, 〈a, b〉, 〈b, a〉}
2A = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

seq(A) = {∅, 〈a〉, 〈a, a〉, 〈a, a, a〉, · · · }

Und diese Mengen haben jeweils unterschiedliche Kardinalität.

Lemma 1. Sei m eine transfinite Kardinalzahl. Dann gilt 2m � seq(m).

Da seq1−1(m) injektiv auf seq(m) abgebildet werden kann folgt auch 2m �
seq1−1(m).

Proof. Angenommen A ist eine Menge der Kardinalität m. Per Widerspruch
nehmen wir an, dass m transfinite ist aber 2m ≤ seq(m), also eine injektive
Funktion

f0 : 2A 7→ seq(A)

existiert. Nach Annahme ist m transfinite d.h es existiert eine Injektion

Fω : ω 7→ A.

Nun definieren wir Sω := Fω(ω) Angenommen wir finden eine injektive Funktion
zwischen einer beliebigen infiniten Ordinalzahl α ≥ ω und A

Fα : α 7→ A

genau gleich definieren wir wieder Sα := Fα(α). Nach Theorem 5.19 [1] gibt
es eine Bijektion zwischen α und seq(α). Damit können wir eine Bijektion
ḡ : Sα 7→ seq(Sα) konstruieren. Zur Übersicht folgendes Diagramm.

A ⊃ Sα := Fα(α) 2Sα

α

seq(Sα) ⊂ seq(A) 2A

ḡ

Γ

Fα

' by Thm5.19

f0
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Nun definieren wir

Γ: Sα → 2Sα

Γ(a) =

{
x ⊆ Sα wenn f0(x) = ḡ(a)
∅ sonst

und M := {a ∈ Sα : a /∈ Γ(a)}. Nach Definition von M ist M ∈ 2Sα ⊂ 2A und
f0(M) = 〈b0, b1, · · · , bn〉 ∈ seq(A)\seq(Sα).
Das heißt es existiert mindestens ein Element bj /∈ Sα, sonst wäre f0(M) ∈
seq(Sα). Sei i ≤ n der Index für das erste Element von 〈b0, b1, · · · , bn〉 sodass
bi /∈ Sα und definiere aα := bi.
Da jede Funktion als Menge von geordneten zweier Tupeln aufgefasst werden
kann, können wir Fα um eine Tupel erweitern zu

Fα+1 := Fα ∪ {〈α.aα〉} : α+ 1→ A.

Da Fα injektiv ist, ist folglich Fα+1 injektiv. Wir definieren wieder Sα+1 :=
Fα+1(α + 1). Wir können dieses Vorgehen beliebig oft wieder holen bis wir zu
einer limit ordinal λ kommen. Formal:

Fλ =
⋃
β∈λ

Fβ

Fλ ist immer noch injektiv. Und somit ist auch⋃
α∈Ω

Fα

eine injektive class function (d.h. eine Klasse von geordneten Paaren von Men-
gen). Dies ist ein Widerspruch zu Hartogs’ Theorem.

Theorem 1. Für jede Kardinalzahl m ≥ 1 gilt seq(m) 6= 2m

Proof. Wir wollen zeigen wenn 2m = seq(m) dann gilt, auch 2m+ℵ0 ≤ seq(m +
ℵ0). Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Lemma 1. Sei A eine Menge mit |A| = m
mit m ≥ 1 und A ∩ ω = ∅ (z.B. durch Umbenenne der Elemente von A). Nach
Annahme existiert eine Bijektion:

f0 : 2A → seq(A)

Für ein fixiertes Element a0 ∈ A und n ∈ ω definieren wir eine Sequenz mit n
mal a0, sn = 〈a0, ..., a0〉. Dies definierte uns eine funktion s : ω → seq(A).

sA seq(A)

ω

f0

g s

setze g(n) := f−1
0 (sn). Durch die Konstruktion ist g injektiv und damit ist 2A

transfinite formal, ℵ0 ≤ 2m. Nach Propopsition 5.4 in [1] folgt auch 2ℵ0 ≤ 2m

und damit existiert eine eine Injektion h : 2ω → 2A. Sei 〈a1, .., ak〉 ◦ 〈b1, ..., bj〉
die Konkatenation der Sequenzen 〈a1, .., ak〉 und 〈b1, ..., bj〉 dann definieren wir:

F : 2A × 2ω → seq(A ∪ ω)

〈x, y〉 7→ f0(x) ◦ 0 ◦ f0(h(y))
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Beachte, dass f0 und h injektiv sind und somit ist auch F injektiv. Auf der
linken Seite haben wir |2A × 2ω| = 2m · 2ℵ0 = 2m+ℵ0 und auf der rechten Seite
|seq(A ∪ ω)| = seq(m + ℵ0) und somit folgt wie gewünscht 2m+ℵ0 ≤ seq(m +
ℵ0).

Bevor wir mit dem letzten wichtigen Beweis starten können brauchen wir
noch ein scheinbar unzusammenhängendes Lemma.

Definition 1. Sein n ∈ ω dann ist n∗ := |seq1−1(n)| die Anzahl der sich nicht
wiederholenden Sequenzen.

Kombinatorisch ausgedrückt ist:

n∗ =

n∑
k=0

(
n

k

)
k! =

n∑
k=0

n!

k!

Eine Eigenschaft von n∗ die wir später brauchen ist, dass n∗ = n(n − 1)∗ + 1
da:

n(n− 1)∗ + 1 = n

n−1∑
k=0

(n− 1)!

k!
+ 1

=

n−1∑
k=0

n!

k!
+
n!

n!

=

n∑
k=0

n!

k!

= n∗

Lemma 2. Wenn 2k|n∗ und 2k|(n+ t)∗ für ein t ∈ ω dann gilt 2k|n∗.

proof sketch. Für k ≤ 3 folgt die Aussage durch explizites ausrechne.
Für k ≥ 3 benutzen wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen es existiert
ein kleinstes k sodass 2k+1|n∗ und 2k+1|(n + t)∗ aber 2k+1 - n∗ oder anders
formuliert 0 < t < 2k+1. Durch geschicktes Abzählen kommen wir dann auf
einen Widerspruch da ein Term am Ende gerade und ungerade sein soll.
Da dieser Beweis ab diesem Abschnitt nur noch technisch ist und darin besteht
geschickt Terme zusammen zu fassen, verweisen wir auf [1] Seite 121. Da wir
sonst nur den Beweis auf Grund des online Seminars mehr oder weniger wörtlich
ins Deutsche übersetzen würden, ohne eine Intuition hinzuzufügen

Damit haben wir alle Tools für die Hauptaussage unseres Vortrags:
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