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Dieser Vortrag hat als Ziel zu zeigen, dass seq'~1(m) # 2™ # seq(m) fiir
m > 2. Fiir den endlichen Fall ist es schnell ersichtlich. Dennoch illustrieren wir
dies mit folgendem Beispiel. Sein A = {a,b} eine Menge mit zwei Elementen.
Dann folgt dass

seq 1 (A) = {0, {a), (b), (a,0), (b,a)}
24 = {@7 {a}7 {b}a {a7 b}}
SGQ(A) = {Q)v <a>a <a7 a>7 <a7 a, a>7 T }
Und diese Mengen haben jeweils unterschiedliche Kardinalitét.

Lemma 1. Seim eine transfinite Kardinalzahl. Dann gilt 2™ % seq(m).

Da seq'™!(m) injektiv auf seq(m) abgebildet werden kann folgt auch 2™ <
seqt~1(m).

Proof. Angenommen A ist eine Menge der Kardinalitdat m. Per Widerspruch
nehmen wir an, dass m transfinite ist aber 2™ < seq(m), also eine injektive
Funktion

fo: 2% seq(A)

existiert. Nach Annahme ist m transfinite d.h es existiert eine Injektion
F,:wr— A

Nun definieren wir S,, := F,,(w) Angenommen wir finden eine injektive Funktion
zwischen einer beliebigen infiniten Ordinalzahl o > w und A

F,:a— A

genau gleich definieren wir wieder S, := F,(«). Nach Theorem 5.19 [1] gibt
es eine Bijektion zwischen o und s'gzq(a). Damit kénnen wir eine Bijektion
g: S +— seq(S,) konstruieren. Zur Ubersicht folgendes Diagramm.

AD Sy = Fy(a) —LE—— 25
e
o g
N},T}:m&w

seq(Sy) C seq(A) +—

A
fo 2



Nun definieren wir

r:S, — 2%
[ 2 CSa wemn foe) = g(a)
I(a) = { 0 sonst

und M := {a € S,: a ¢ I'(a)}. Nach Definition von M ist M € 25+ C 24 und
Fo(M) = (b, by, - 1 ba) € seq(A)\seq(Sa).

Das heifit es existiert mindestens ein Element b; ¢ S,, sonst wére fo(M) €
seq(Sy). Sei i < n der Index fiir das erste Element von (bg, b1, - ,b,) sodass
b; ¢ S, und definiere a,, := b;.

Da jede Funktion als Menge von geordneten zweier Tupeln aufgefasst werden
kann, konnen wir F,, um eine Tupel erweitern zu

Fop1:=F,U{{aaq)}: a+1— A

Da F,, injektiv ist, ist folglich Fiy; injektiv. Wir definieren wieder S,41 =
Foi1(a+1). Wir kénnen dieses Vorgehen beliebig oft wieder holen bis wir zu
einer limit ordinal A kommen. Formal:

Fyx=J Fs
BEA
F ist immer noch injektiv. Und somit ist auch
U
a€ef)

eine injektive class function (d.h. eine Klasse von geordneten Paaren von Men-
gen). Dies ist ein Widerspruch zu Hartogs’ Theorem. O

Theorem 1. Fir jede Kardinalzahl m > 1 gilt seq(m) # 2™

Proof. Wir wollen zeigen wenn 2™ = seq(m) dann gilt, auch 2™+80 < seq(m +
o). Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Lemmal[l] Sei A eine Menge mit |A| =
mit m > 1 und ANw = 0 (z.B. durch Umbenenne der Elemente von A). Nach
Annahme existiert eine Bijektion:

fo: 24 seq(A)

Fiir ein fixiertes Element ag € A und n € w definieren wir eine Sequenz mit n
mal ag, s, = {(ao, ..., ap). Dies definierte uns eine funktion s: w — seq(A).

54>seq)
\/

setze g(n) := fy '(sn). Durch die Konstruktion ist g injektiv und damit ist 24
transfinite formal, Ry < 2™. Nach Propopsition 5.4 in [1] folgt auch 2% < 2™
und damit existiert eine eine Injektion h: 2% — 24. Sei (ay, .., ax) o (b1, ..., b;)
die Konkatenation der Sequenzen (a1, .., ax) und (bi, ..., b;) dann definieren wir:

F:24 % 2% = seq(AUwW)
{x,y) = fo(z) 000 fo(h(y))



Beachte, dass fy und h injektiv sind und somit ist auch F' injektiv. Auf der
linken Seite haben wir |24 x 2¢| = 2™ . 280 = 2m+Xo0 ynd auf der rechten Seite
|seq(A U w)| = seq(m + Rg) und somit folgt wie gewiinscht 2™+%0 < seq(m +
Ro). 0

Bevor wir mit dem letzten wichtigen Beweis starten konnen brauchen wir
noch ein scheinbar unzusammenhangendes Lemma.

Definition 1. Sein n € w dann ist n* := |seq'~!(n)| die Anzahl der sich nicht
wiederholenden Sequenzen.

Kombinatorisch ausgedriickt ist:
" /n n!
* = | — _
n kzzo ( k) k! 2 X
Eine Eigenschaft von n* die wir spiter brauchen ist, dass n* = n(n — 1)* +1

da:

n—1 (n—l)'

k=0
ipl ol
B P k' nl
]
k=0

Lemma 2. Wenn 28|n* und 2%|(n +t)* fir ein t € w dann gilt 28|n*.

proof sketch. Fir k < 3 folgt die Aussage durch explizites ausrechne.

Fiir & > 3 benutzen wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen es existiert
ein kleinstes k sodass 2¥*1|n* und 2+ (n 4 t)* aber 28*1 § n* oder anders
formuliert 0 < ¢t < 2¢+1. Durch geschicktes Abzihlen kommen wir dann auf
einen Widerspruch da ein Term am Ende gerade und ungerade sein soll.

Da dieser Beweis ab diesem Abschnitt nur noch technisch ist und darin besteht
geschickt Terme zusammen zu fassen, verweisen wir auf |1] Seite 121. Da wir
sonst nur den Beweis auf Grund des online Seminars mehr oder weniger wortlich
ins Deutsche iibersetzen wiirden, ohne eine Intuition hinzuzufiigen O

Damit haben wir alle Tools fiir die Hauptaussage unseres Vortrags:
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Cincdan | geni gt es 2w 2eigen, Aass wir
gede endliche Folge

N <a,,,-~., a,, > & Sec‘/]“/\ (A ) I anonisch
2N eaner [:o(ge,

ca=fa,, .., a, > € Seo(MUar) erweldern
lK3nnen. DO\V)VI lannen wir namld be/fﬁbfg
la\na,e, endliche Folae/m n A [ConﬁLV*u\{&/‘em,
und  e4n Elmex\* ne w O\\AF X CAL)L’)”J%,
Da die Fo[g&/\ ohne Wieder holung <ind,
st diese. FunkRon f‘/\\:)zld‘;v.

Seminar Auswahlaxiom B Woche 4 Teil 2 Seite 2



Te 2 W 5o el Taiakachen B4 |k
Aul ﬁruvxd der Betrachtungen n Teil 1

V\@L\W\&V\ W Nun on, dqsg W e/'me_ Folﬁe_
sn=<qo,,.-, a, . >e Seo(M(/\) der L&r@e_

n =2 3&36‘3@/\ haben Wir de Einleren
g,,\'-t fa; . 1en}

Die FO(E;& S erlankt e< uns nun, die

Menge set (S,) nadn Lange wnd

l&xikogro\phiso‘f\ 2w ordnen.

Bem: Wir werden nun mehrmals eine
Namge, Ordnen. D‘\QS ’l‘um W'\\f, JQM{\‘ v

din klemstes Clement mit einer

hecbimmten E?gedeAq\C{“ AAswa hlen IGanen,

und comt das  Auvswehlaxiom nicht brauden

WQW’“ [)\Q,G \V\{UQV\ nun ()\\2. Aqu\.vqlen%/ﬂq‘iom

G/Vb :<=>VSeSec(4Lgm)t(u€€4(s)_4
b et (s))
Diese aunf den ersten Blick <her
cdhwer  Lascbare De_(:;r\\\l-\\ov\ konnen wir
wie_ golgjr‘ in emnem  Rild veransdaulichen:
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h S: Lot 3\A\‘l\ wWare. .

Da & gu\\: s\, giH‘

(o (18 & Se_c(M( S.) ¢ &41_4( S qn>/ und

e a dw erste Element tn der
Folge/ CO(S\)/ weldhe s r\fc.l'\\- A S%
aehsrt MNan erweitern wis die Flge
TCald m-El 1 bis slel Lanje- Mo
e C ot Bem. V' Golgt, dass die- Felge
wirklidh anf S delinert §SU,
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\/\}(f Wi Ss2in Nnwun, Aass W, + P (sh aud dass
G:r ades oueTM.M die /U\c_vgz_ S ju\‘|‘ Toh
ES ved b\éilo)r, eANe- Laav\ow/\\\jc_(/\Q Sw\-e.
M@V\ﬁé/ ONPN QMQ_V]/ so e,\vxe_ d\e_ nicht
Vown ()\ef AV\SWQL\\ Von O\ O\B\M\ @Jr
DO\&U\ werden wr e Foljc 0\4, ,,./Qm_‘von
Tellmengen ven A delinieren, von denen
mndeskens elne gwlr <t Do k3 men
Wile CA\\& |<le_'ms’re/ SU‘—\_& /\Ae,mﬂe, &"
wahlen, und  wir  laben ohne Avswehl-
aXlom ane gujte/ N\Q,r\ge_, ae@%md&n.

W.\f C)\ﬂ—@\n\\efe_m o\\}o
~ T bheA b it das ite Elemment

1A SEQ Fu\l/‘ 2N ae!r-qu
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() =N D&G\w\\won Jaf &; <o

SEQ \f(\ Q, a,, . >
SEQ - o TR >
SEQ (d c, <., >

Q, @
bJolse,; O\/,o/ c, .. € TM:A

A\; lej-a)'en gc}\r\H‘ Pix S Wi nun dlie @aljemo(a
&e}w\p{‘w\g e weiSen:

Dehauptung  Ee exishiert ein  klainstes  g,<m,.
dqss CQ 3\,\\~ {g\ )
EU»JQA«S d@f BQ,L\(AV\P{\U\V\Z; F(Af 2—“’\ beJ‘Z b\(jC_S :

0\6\ in Ae C(mef@/\ Wiy
oC= La €A o = 543

s rer AL« CCricdrer: Wae cind nechiml gj‘wd\ S
l'\}ir Cindh (\30\ M(‘L der FOKgc, Sa ﬂQ{‘GFPeL.
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DC\ WS, V\\\CM‘ LUAV\OV\CS()/\ Ve/‘lat/\ﬂefn
konnten, wahlen wir e a € A\S, L
damn e Plae 57 Cad co obt wie
yv\z‘j\\\&\ luu\ov\fsolr\ 2 va‘l'o_\qjefn. l/‘ganJWam
o waen  WwlC olner aw\c,‘r\ S,\/\ <0\ > ln(d'\\‘ Mel\r‘
ltqmani&o\/\ ve’/\Z@@rV\/ undh  die Fohe/, die. war
ZN Nesem %C\{‘(&\ml«"‘ l’\cxba‘/) heisct Sﬁ,_ :

Q.

n ‘Ss‘ (AOW\V\ dt@. MCV&C 4“2/ E(@/@Jre amg

ﬂ

nre

So isk geran gleich konshrutert nurdacs
vir ¢, " Cad velamera,

Somi <t 4 e Menge gller Elepente aus
A diec uns schlucsendlich  die g\eicl'\L

Mmy/ SN,\& 3@)90\, wem WA\ sie an 8,

avx\!\::mz/\ und dowm WQ,({\QJ‘ V@"'Zv\jwn.

Sei rudem ko die ley\d@, Kq/‘o‘l'mdll“’; F al\u
Mej\ﬂ en  a CR/‘ a G Tm.m

Fals g—a}r QN 1 *), g'\\)r a & @;/\@ao/ dam
Kann S Archt 3unL sen,
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AU\#\ A ‘,Lcomm‘\' SIOL\U n SEQ® yer. Rl
a CUAC’L\ WA SEQ 4u\\f ein 136 )M;M UOrLLOMM-n“

m)\ g 3%* WO\(Q Lo wa’e g ng

%UV\O\ S$ @Q—Wkwvg 4 Dq\’\é/‘ ga“-e_ Q,VIWC(U

S = (N comt CER T CER ) other
_Sf ]S‘¥ Sqf V\\cjl\l' gu«lr/ (A)Me,fs/fu\c(/l Tt Ee l,‘w,_

Sowule 3\\9'\y (Z2RN ()\mc\/\ €u\f‘ {\Mes NS me\
a&v\ow\ ein l“ (wa‘ AO\S O\GQQ ﬂll(‘ DleOlMS

Fo@r dass J}mr E L € q mit btk aumc h
l 1=l|° gUwLe,V\ Mmass,
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WQU\\/\ NUn |<e,'\./\¢, (kf NQV\E‘@A @(» SL,\\* ,‘5#,
st sede Merye R: eine Vefdnigmj von
Elementen gus E_q(n) (d\qi - die. D= Buikon
Vou v\gujv\\seim), Far on acT qtlt {C«v\
de e O\:/ dass S, =C” (De Rakion der
Me—"\ge— ‘:), and _SOM\\- ¥Ss auxcl/\ S_,f’ ﬂ°‘+
Cg\nq Lot 3\& well das aus der De Givilon ven
T Glgb- Somit  cnd dlle bea in
maimd einer Menge- O anthalten, und
ok leleiner g\dda der Anzahl A<
Mle  qlle Q wdt gt <nd besteld gedes Q; aus
mindestens einem E lerent aue EL{O\)/ wdd dla
Ale & S }N\o\)(("/"\u\ 24 l’)(_a: ent I'\qH‘Cw/ Q:lg#

fo < ko = lE4l n)l Q. /@1 /Qg
bid: |

@@f |

3 ran: P\C( N VQ\QI\EM&SQU
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w‘\l‘ %2.3320\ nom, 0\0«15 J‘Z\\‘SQCM('CL\ +o>|*o %\ H‘/
woraws  dann par Wrderspruch (Zo@\;daﬂ
M(AJZIW Qlc/\e/ /M@’ge, @; Qud‘ Sdm MmusS,

Q)Q,y\«ass wunsefren Anna‘\m@t’\ is{‘ V\x__f’

(erstes Mal Rl 2) and (nt £ /l)*fﬂ auCh
eine. Zweierpotenz (2weites Mal Tall 2).
Zudem gilt 241 = mp —nn,

Zid dezw: Wir \oetvachten Ja die Fdae

§/\t0 ™ <q0 /o~y Qw\-f\, q/ amb\ /T a >

Nnx

. e J
n Clermenle M — n Elemente
T D,

My E (emente
Danle Lepmima 5. 215 wissen wir, dass {or
eine. natGriiche Zdhl t gt

le
V\x_::?,k nd (n+'|‘)¥:2_ :>{‘22k,a\_go <;X’-)
incesondere. + Sk

Far gedes ael ;. wt la|=k aud qedes

be SONS, (wobed S mckt 2uigend
Suér jot) g‘\\lr:
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Ko l=net £ar din 121 (S5 hommt
1a von einer Tolae shi Cdee e
Form S . a0 ( D had )

H‘geAAeMa nichHeare Folye
wnd Q\-\-Jr) 2 @u\r eln e >k, (w\/
haben die Folie s, 7 (bS Ja o oft
wie moqiich vey lagert, loic  wi~ wieder (n
Rl 2 waren, wd Bl ) heicu genal
b * R ).

* entweder gilt bea oder < cbaicht gueh,

denn: Fdle be O\:, so (LA g,\\°=§:/uv\d
S_nq f&\‘ e AkaAll\YV\L &v\&\ L
- Falls logo\:/ <o (st S 7 Sa
e ~Q b5
da §, < C S, l_g\ hamn S nicht 30\1‘\
SOV] Aa ga 50\ VV\‘V\W"\O\,\C— chf'd\ndll&@\‘

WH—U dllen guten /V\Q-ngu\ hal
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Somt ailt  £or cine natrliche Zahl 20,
&\QSS

@ \
| Solzm, =nalsad =n+ bk
i / diese glddmm s~
Mﬂam ams j
w\:(_ (o) ““ (ar‘
der Delrinthon W cobor b

voa S und my
Begfavv\um& QRP Q)le:tcl'lumg a.
~For jedes be gl sa S-S50
Aso sk \oég/wd da b# S, &t
per A\/MCL\V\MZ/ Colgt |Sa |2 n+ a7
=nth Wi wallen pan +2 O so dess
dic_ Gleichung  stimmt.
Nun sy G+ b ++o)% cicher eine
&wel éfpol'em?; (JQJ/W\ LW\ Sind Jo @7\/
gff wedes in &\ 2) und Q/H-Jr')% ' auch
ine Zwe)e_r()o% ent (da die Mengen

S

g:\o < S-:‘: V\fc,b\\' ﬂt«)\' SW\A U\V\J\ Comit n

T

Rl 2 landen ).
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gag@/\ W/ nua, dass (a st T’—?_k und
(W F )%= 27, wober Kak2k
Dann Q-o\g‘r aws QH/ dass £ >ksk_
und die %d{\mp{’\fmg € Olgd'.

an Q(/\aup Fumg__

W - Fo\ﬁuw ase, dass Q. 3\,\\‘ <k and comit
ailt 00, ) #se" (8] Es gbt ale

ein erstes  an in dher Foke QO(QJOJ
weldes  nicht 2w S, gehsrt

Wir defineren nun s, =<, 7<a,d .

Dann ist= <. de gesudhle [olye ohve
\/\)\\ZAUL\O\M% Aer Lanﬂz, a1l in AL

|
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