
PD Dr. L. Halbeisen D-MATH Herbstsemester 2016

Algebra I
Serie 1

Zyklische Gruppen, Untergruppen, Ordnung eines Elements Abgabe bis 7. Oktober

6. (a) Sei G eine Gruppe und sei g ein Element endlicher Ordnung. Zeige, dass für jede ganze
Zahl k gilt

ordpgkq “
kgVpk, ordpgqq

k
.

(b) Sei G eine Gruppe und seien g, h P G zwei kommutierende Elemente endlicher teiler-
fremder Ordnung. Zeige: ordpghq “ ordpgq ¨ ordphq.

(c) Zeige, dass die Aussage aus (b) für nicht kommutierende Elemente im Algemeinen
nicht stimmt.

7. Seien m,n ě 1 natürliche Zahlen.

Zeige: Es gilt genau dann Cm ˆ Cn – Cn¨m, wenn ggTpm,nq “ 1 ist.

8. Zeige, dass C4 und C2 ˆ C2 bis auf Isomorphie die einzigen Gruppen der Ordnung 4 sind.

9. Sei m ě 1 eine natürliche Zahl.

Zeige, dass alle Untergruppen von Cm zyklisch sind und folgere, dass die Abbildung

tH : H ď Cmu Ñ tk P N : k | mu

H ÞÑ |H|

wohldefiniert und bijektiv ist.

10. (a) Sei p eine Primzahl.
Zeige: Es gibt bis auf Isomorphie genau eine Gruppe der Ordnung p, nämlich Cp.

(b) Sei G eine Gruppe mit genau einer nichttrivialen echten Untergruppe.
Zeige: Dann gilt G – Cp2 für eine Primzahl p.

11. Sei G eine Gruppe mit Untergruppen H1, H2 ď G.

Zeige, pH1 YH2q ď G ðñ H1 ď H2 _H2 ď H1.

12. Zeige, dass jede Untergruppe von pZ,`q von der Form nZ ist für ein n P N.


