PD Dr. L. Halbeisen D-MATH Herbstsemester 2016

Algebra |

Musterlosung 11

Euklidische und faktorielle Ringe

Ein Integrititsring R heiss euklidisch, wenn eine Abbildung § : R\ {0} — IN existiert mit
folgender Eigenschaft:

Fiir alle a,b € R mit b # 0 existieren ¢, € R, sodass a = b- ¢+ r mitr = 0 oder 6(r) < §(b).

68.

69.

(a) Zeige: Jeder euklidische Ring ist Hauptidealring.

(b) Zeige: Z[i] und Z[i+/2] sind euklidisch.

Losung: (a) Sei R ein euklidischer Ring und sei a C R ein Ideal, das nicht das Nullideal ist.
Sei a € a ein Element mit §(a) = min{d(b) : b € a}. Dieses existiert, da 0[a \ {0}] C N
ist und jede nichtleere Teilmenge von IN ein Minimum besitzt. Sei b € a. Dann existieren
¢,7 € Rmitb = ga + rund §(r) < 6(a) oder r = 0. Mit a,b € a folgt r € a. Aus der

Minimalitétseigenschaft von d(a) folgt 7 = 0 und somit ist b € (a). Da b beliebig gewihlt
war, haben wir a = (a) bewiesen.

(b) Sei d € {i,i\/2}. Sei R = Z][d]. Sei
§: R\ {0} = NN, 6(a +1ib) = a® — d*V*.

Wir iiberpriifen, dass § eine euklidische Normfunktion ist. Seien dafiir =,y € R mit y # 0.
Es existieren a,b € R, so dass 5 = a + bdi gilt (in der Tat liegen a und b in Q). Wihle
m,n € Z mit

1
la —m| < und |b—n|§§

1
2
und setze ¢ := m + ndi und r := x — yq. Nach Konstruktion haben wir

T (a—m)? —d®(b—n)? < (%)2—% <%>2 <1

Somit ist x = yq + r mit

x
- —q
Y

2

5<r>=\x—yq12:6<y>~\§—q < 5(y).

Also ist ¢ eine euklidische Normfunktion auf R und R ist ein euklidischer Ring.

(a) Verallgemeinere den euklidischen Algorithmus zur Berechnung des gg'T' zweier Zahlen
aus IN auf euklidische Ringe.

(b) Berechne einen ggT von X3 + X? + X —3und X* — X3 +3X% + X — 4in Q[X].

(c) Stelle den ggT aus (b) als Linearkombination (mit Koeffizienten aus Q[X]) der beiden
Polynome X3 + X? + X — 3und X* — X3+ 3X?%2 + X — 4 dar.



(d) Finde mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den ggT' der Polynome
—3XY +3X%Y +Y? —4XY?+Y? und —-2X+4+2X*-Y - XY —-Y?

in Z[X, Y].
Lisung: Sei R ein euklidischer Ring und §: R \ {0} — IN die entsprechende Funktion.
Seien a,b € R\ {0}. Nimm an, dass 0.B.d.A. 6(a) > §(b) gilt. Seien ¢, r mit a = bq +r und
d(q) < 6(r) oder r = 0. Ein Teiler von a und b muss dann auch r teilen. Ausserdem teilt ein
gemeinsamer Teiler von b und r sicher auch a. Daher gilt ggT(a, b) = ggT(b,r). Falls r = 0
ist, so ist ggT'(a,b) = b. Anderenfalls konnen wir dieses Argument mit (b, ) anstelle von
(a,b) wiederholen. Wegen d(a) + d(b) > d(b) + (r) terminiert der Prozess irgendwann.

(b) Mit Polynomdivision finden wir

X' =X 43X+ X —4=(X+ X+ X -3)- (X —2) + (4X* + 6X — 10)
1 1, 17 17
X3+X2+X—3:(4X2+6X—10)-(ZX—§)+(ZX—Z)

17 17 16 40
AX?2 46X —10 = (—X — —) - (=X + —) +0.
FOX—10=(5 FRASTRRRTIR

Wenn wir mit der Einheit % multiplizieren, erhalten wir

geT(X' - X +3X° 4+ X -4, X+ X°+ X -3)=X - 1.

(c) Wie in Aufgabe 52(b) berechnen wir mit dem Schema

1 16 40
| X -2 X — 5 X g
0 1[X—-2 IX?2-3X+32
1 0| 1 X -3
die Darstellung
1 4 3 2 2 ) 3 2
17X—17:(—X+§)~(X - X°H3X+ X —4)+ (X —§X+5)'(X +X°+X-3).

(d) Da Y teilerfremd zum zweiten Polynom und prim ist, konnen wir das erste Polynom
durch Y dividieren und berechnen

geT(—3XY +3X?Y +Y? —4XY?+Y? 2X +2X? -V — XY —Y?)
WWRY T geT(—3X +3X%24+Y —4XY + Y2 —2X +2X2 -V — XY — Y?)
dd. geT(—2X +2X2 —Y — XY — V2 —5X +5X% - 5XY)
div.duréh—E)X ggT(—2X+2X2—Y_XY_Y271_X+Y)
milbmZ i goT(1 - X +Y, —2X + 2X? — 2XY)

diV.durc:thX ggT(l _X —I—Y, 1-X +Y)

= 1-X+Y.

70. Zeige: X3 — X hat 6 Nullstellen in Z/6Z.

Losung: Die Zahlen 0° — 0,23 — 2,3% — 3,(—2)? — (—2),(—1)® — (—1) sind alle durch 6
teilbar, somit sind alle Elemente aus Z /67 Nullstellen des besagten Polynoms.



71.

72.

73.

Zeige: In einem faktoriellen Ring ist jedes irreduzible Element ein Primelement.

Sei R ein faktorieller Ring und sei r € R irreduziblel. Seien a,b € R mit r|ab. Wir konnen
a=py...ppund b= q ...q, eindeutig als Prudukt von irreduziblen Elementen schreiben.
Sei ¢ € R mit rc = ab und schreibe ¢ = sy ... s; als Prudukt von irreduziblen Elementen.
Dann ist rc = rs; ... s, eine Darstellung von ab als Produkt von irreduziblen Elementen.
Wegen der Eindeutigkeit muss es ein Element p € {p1,...,pn,q1,- .., ¢n} geben, sodass r
und p assoziiert sind. Das impliziert r|a oder r|b und somit ist r prim.

Sei K ein Korper. Finde alle maximalen Ideale in K[X].

Losung: Der Ring K[X] ist ein Hauptidealring. Jedes Ideal ist also von der Form (P) mit
P € K[X].In einem Hauptidealring ist jedes Primideal, das nicht das Nullideal ist, maximal.
Ausserdem sind die Primideale genau die Ideale, die von Primelementen erzeugt werden.
Nach der vorigen Aufgabe sind die Primelemente genau die irreduziblen Polynome. Das
Ideal (P) ist daher genau dann maximal, wenn P ein irreduzibles Polynom ist.

Aliter: Sei P € K[X] ein nicht konstantes irreduzibles Polynom. Nach dem Euklidischen
Algorithmus existiert fiir jedes ) € K[X] ein eindeutiges R € K[X]| mit deg(R) < deg(Q)
und R+ (f) = @Q + (f). Da P irreduzibel ist, sind P und R teilerfremd und somit ist nach
dem Euklidischen Algorithmus 1 € (P) + (R). Also ist (P) ein maximales Ideal.

Sei andererseits P = P, P, mit deg(P;),deg(P,) > 1 ein reduzibles Polynom. Dann ist
P, P, ¢ (P), da alle Elemente aus (P) mindestens Grad deg(P) haben, aber P, P» € (P).
Also ist (P) nicht prim und somit auch nicht maximal.

Die maximalen Ideale in K [X] sind somit genau die Hauptideale, die von irreduziblen Po-
lynomen erzeugt werden.

Im Ring R := Z[i\/5] C C gilt die Gleichheit
6=2-3=(1+4V5)(1—iV5).

Zeige:

(a) Die Funktion N: R — N,z = a + biv/5 — |2|> = a® 4 517 ist multiplikativ (das
heisst, Vo, 5 € R : N(af) = N(a)N(p)).

(b) R*={ueR|N(u)=1}={£1}.

(c) DieElemente 2,3, 1 + i\/g, 1 —iv/5 sind unzerlegbar in R.

(d) Die Elemente 2,3,1 + i\/g, 1 — 4+/5 sind keine Primelemente in R.

(e) Fiirdas Ideal I = (2,14 4/5) gilt I - T = (2).

(f) I ist kein Hauptideal von R.

(g) I istein maximales Ideal von R.

(h) Kein anderes Primideal enthilt die Zahl 2.

(i) R ist nicht faktoriell.

Losung: (a) Fir alle « € R gilt N(a) = |a|? wobei | - | den gewdhnlichen komplexen
Absolutbetrag bezeichnet. Fiir alle o, 5 € R folgt daraus

N(ap) = |ap|* = |af*|5* = N(a)N(B),

wie gewiinscht.



Variante: Seien o = a; + ayiv/5 und B = by + byin/5 € R. Dann ist

N(ap) = N(aiby — 5azby + (a1bs + agbl)i\/g)

(a1by — 5aghy)? + 5(arby + aghy)?

aib? + 25a3b3 + 5aib; + 5asbi

(a? + 5b%)(b? + 5b2)

= N(ay + agivV5)N(by + byiv/5) = N(a)N(B).

(b) Betrachte eine Einheit u = a + biy/5 € R. Da N multiplikativ ist, gilt N'(u™!) - N(u) =
N(u'u) = N(1) = 1. Wegen N(u™ '), N(u) € N muss daher N(u) = a® 4+ 5b* = 1 sein.
Daraus folgt sofort b = 0 und a? = 1, also u = a = +1. Umgekehrt gilt fiir jedes Element
u = a+ biv/5 € Rmit a® +5b% = 1 auch (a + biv/5)(a — biv/5) = 1, also ist u eine Einheit
in R.

(c) Falls 2 = af mit o, 8 € R ist, folgt 4 = N(2) = N(«a)N(5). Wenn « und S keine
Einheiten sind, ist N(«), N(5) > 1 nach (b). Es gibt dann nur die Moglichkeit N(«) =
N(B) = 2. Diese kann aber nicht auftreten, da 2 wegen a? + 5b? # 2 fiir alle a, b € Z nicht
im Bild von N liegt. Somit ist 2 unzerlegbar in R.

Wegen a? + 5b* # 3 fiir alle a, b € Z liegt auch 3 nicht im Bild von N. Wegen N(3) = 9 =
3 - 3 folgt darum analog, dass 3 unzerlegbar in R ist.

Falls 1 +iv/5 = af mit o, B € R ist, folgt 6 = N(1 4 iv/5) = N(a)N(S). Wenn a und
§ keine Einheiten sind, dann miissen N(«), N(5) € {2,3} sein. Dies ist wiederum nicht
maglich, da 2 und 3 nicht im Bild von N liegen. Daher ist 1 + i1/5 unzerlegbar. Mit der
gleichen Argumentation folgt auch die Unzerlegbarkeit von 1 — i1/5.

(d) Wegen der Gleichheit 6 = 2 -3 = (1 +iv/5) - (1 — iv/5) sind 2 und 3 Teiler von
(1+ z\/g) (11— Z\/g) und 1 + iv/5 und 1 — i1/5 Teiler von 2 - 3. Keines der vier Elemente
ist aber ein Teiler eines anderen, weil sie nach (c) unzerlegbar sind, sich aber nach (b) nicht
um Einheiten unterscheiden, da sie vershiedene Bilder unter /N haben.

(e) Durch Multiplikation der Erzeuger erhalten wir
I-1=(2,1+iV5)(2,1+iV5) = (4,2 + 2iV5, —4 + 2iV/5).

Da (2)
I

= {2a + 2biv/5 | a,b € Z} ist, haben wir 4, 2 4 2i\/5, —4 + 2iy/5 € (2) und daher
-1 C(2).

Umgekehrt ist
2= (242iV5) — (—4+2iV5)—4el-1.

Somit gilt (2) = I - I.

(f) Wir nehmen an, dass I ein Hauptideal ist, d.h. I = (2,1 + i1/5) = (a) firein a € R.
Dann ist 2 = z« fiir ein x € R. Wegen der Unzerlegbarkeit von 2 ist entweder z € R* oder
a € R*.Im ersten Fall ist 2 assoziiert zu «, also (2) = (a) = (2,1 + i/5). Dies ist ein
Widerspruch, da 1 + i1/5 nicht in (2) liegt.

Es bleibt nur der Fall & € R* iibrig, in dem / = (a) = R ist. Auch dieser Fall kann nach
(e) wegen des Widerspruchs

R=R-R=1-1=(2)#R

nicht auftreten. Somit ist / kein Hauptideal.

(2) Aus (f) folgt bereits, dass I # (1), also ein echtes Ideal ist. Betrachte ein echt grosseres
Ideal I ; I’ ¢ R und wihle ein Element a + bi\/5 € I’ \ I. Die Rechnung a + bivV/b =
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(a—b) +b-(1+1iy/5) zeigt dann, dass a — b ¢ I ist. Wegen Z N I = 27 bedeutet dies, dass
a — bungerade ist. Also ist

1= (a+biv5) — =22 2—b-(1+iV5) € (a+bivs)+1 C I

Somit ist /" = (1); und deshalb ist / maximal.

(h) Sei p ein Primideal, das 2 enthilt. Dann ist auch 24242 = 6 € p. Somit muss das Ideal
1 + i1/5 oder 1 — i4/5 enthalten. Wegen 1 + ivb =2 — (1-— Z\/E) enthilt p dann sowohl
1+ 4v/5 als auch 1 — 44/5 und es folgt I C p. Da [ maximal ist, folgt I = p.

(i) Mogliche Losungen sind:

e Aus (c) und (d) folgt, dass in R unzerlegbare Elemente existieren, die nicht prim sind.
Dabher ist R nicht faktoriell.

e Die Gleichung 6 = 2 -3 = (1 + i7/5)(1 — i/5) ergibt nach (c) zwei Zerlegungen
von 6 in unzerlegbare Elemente. Bei (d) haben wir festgestellt, dass 2,3 1 4 41/5 und

1 £4+/5 1 2,3 gilt. Daher sind 2, 3 nicht zu 1 + i1/5 assoziiert und die beiden obigen
Zerlegungen sind nicht zueinander assoziiert. Deshalb kann R nicht faktoriell sein.

(a) Die komplexe Zahl w = —% + %Z\/§ ist algebraisch iiber Q.
Finde ein Ideal a C Q[X] mit Q[w] ~ Q[X]/a.

(b) Diereelle Zahl t = V2 + /3 st algebraisch iiber Q.
Finde ein Ideal a C Q[X]| mit Q[¢] ~ Q[X]/a.

Lisung: (a) Es gilt Qw] = {P(w) : P € Q[X]} C C. Seie: Q[X] — Q[w], e(P) = P(w)
der Evaluationshomomorphismus. Nach dem 1. Isomorphiesatz ist a = ker(e) eine mogliche
Losung. Bezeichne mit w das komplex Konjugierte von w. Die Zahl w ist eine Nullstelle des
Polynoms X? — (w + @)X +ww = X? + X + 1, aber keines linearen Polynoms, da w ¢ Q
ist. Also ist ker(e) = (X2 + X + 1).

(b) Wir gehen wie in (a) vor. Aus t> = 5 + 2¢/6 und (t> — 5)2 = 25 sehen wir, dass
t eine Nullstelle von X% — 10X? + 1 ist, aber keines Polynoms von kleinerem Grad, da
diess X* — 10X? + 1 teilen miisste. Allerdings hat X* — 10X? + 1 die vier verschiedenen
Nullstellen S = {#£(+/2 = v/3)} und es ist nicht moglich, dass ein Polynom [, ¢ (X — s)
fiir ein nichtleeres S’ C S rationale Koeffizienten hat. Also ist a = (X* — 10X? + 1) eine
Losung.

Seia=(3,X%— X?+2X —1) C Z[X] ein Ideal in Z[X].

(a) Ist a ein Hauptideal?

(b) Ist aein Primideal?

Liosung: (a) Sei P € Z[X] mit (P) = a. Dann existiert ein ) € Z[X]| mit PQ) = a. Da
Z[X] ein Integrititsring ist, konnen wir die Gradformel anwenden und P, ) € Z schliessen.
Bis auf Assoziiertheit folgt damit P = 1 oder P = 3. Da alle Koeffizienten jedes Polynoms
in (3) durch 3 teilbar sind, ist P = 3 nicht moglich. Ausserdem ist muss jeder Koeffizient
jedes Polonoms in a vom Grad < 2 durch 3 teilbar sein. Daher kann P = 1 auch nicht sein.
Somit ist a kein Hauptidealring.

(b) Sei 7: Z[X] — Z/37Z[X] der Homomorphismus, der die Projektion Z — Z /37 mit
X +— X fortsetzt. Dann ist 7[(X? — X? + 2X — 1)] = (X3 + 2X?% + 2X + 2) ein Ide-
al in Z/37[X] und der Kern der Projektion Z[X]| — (Z[X]/(3))/(X? + 2X? + 2X + 2)



ist a. Somit ist Z[X]/a isomorph zu Z/37Z[X]/(X?® + 2X? 4+ 2X + 2). Durch Ausprobie-
ren erkennen wir, dass das Polynom X3 + 2X? 4 2X + 2 keine Nullstellen in Z /37 hat.
Da es Grad 3 hat, ist es somit irreduzibel und mit Aufgabe 72 folgt, dass der Faktorring
7./37Z[X]/ (X3 +2X? 4+ 2X + 2) ein Korper ist. Also ist auch Z[X]/a ein K6rper und a ist
ein maximales Ideal. Insbesondere ist a ein Primideal.



